Metrické prostory Il — Lovci kompaktu

Mily priteli,

v minulém dile seridlu jsme vybudovali zdklady pro praci v metrickych prostorech. V tomto dile
se pustime do vétsich hloubek a objevime tam poradné véty, které jsou dosti zdsadni a netrivialni.
Neobejde se to bez par tvodnich kapitol, jejichz cilem bude porozumeéni pojmtm tplnost a spojitost.
Cti je tedy tak podrobné, abys mél(a) pocit, Ze rozumis, co ty pojmy opravdu znamenaji.

Poté uz prijdou na radu tézsi véty a tvrzeni. Tvrzeni maji podobnou roli jako ptiklady, jelikoz
jsou obvykle dokazované (tj. FeSené) a ukazuji néjaké zakladni vlastnosti zkoumanych objektt.
Typicky jsou ale o néco obecnéjsi nez priklady a Castéji se na né pozdéji odvoldvame. Naopak
piiklady nejsou pro cely seriél zas tak dilezité a neboj se je (tfeba jen docasné) preskakovat, kdyz
by ses na nich zasekl(a).

Véty jsou pak v naSem seridlu opravdu vyznamnd, uzitecnd a nékdy obtizna tvrzeni. Jejich
dtikazy, a¢ dle naseho nazoru pékné a poucné, se Ti muzou zdat zprvu obtizné a je uplné v poradku,
pokud je napoprvé nepochopis. Viibec je dobré si pii studiu latku projit vicekrat, myslenky pak
najednou za¢nou vypadat méné trikové a zac¢ne$ pro né mit intuici (toto plati i mimo studium
metrickych prostort :)).

Zlatym gralem tohoto dilu bude kompaktnost. Kompaktnost je na prvni pohled prapodivna
vlastnost, kterd ma vSak spoustu velmi pratelskych dusledkti. Védét o metrickém prostoru, ze je
kompaktni, je asi to nejlepsi, co bychom si mohli prat. Na jeji docenéni je ale potifeba vybudovat
znalost jistych jednodussich vlastnosti, coz udélame v tomto dile, abychom ptisté jiz mohli vyuzivat
kompaktnosti v plné sile.

Uplnost

Pohéadka 1. Kdysi viddl v PraSestanu matematicky nadseny krdl, ktery si na svém hradé péstoval
rozsahlou sbirku konvergentnich posloupnosti. Kazda z nich bydlela ve svém metrickém prostoru
a méla v ném néjakou limitu. Jedné noci se ale do hradu vloupal zlodéj a nékterym posloupnos-
tem jejich limity ukradl, tedy z nékterych metrickych prostord odebral body, které byly limitami
krdlovych posloupnosti (metrika na 2bylé body fungovala potdd stejné, takze stdle slo o metrické
prostory). Kdyz to krdl zjistil, povolal svého nejlepstho matematika, Ze mu nyni pivodné konver-
gentni posloupnosti k nicemu nekonverguji a Ze nevi, co bude délat. Matematik vsak prohldsil: ,,To
nevadi. Zlodé&j at si ukradené body klidné nechd, my si vyrobime nové. Mél jste totiz §tésti, Ze ne-
ukradl Zddny bod z Zadné z vasich posloupnosti. Protoze posloupnosti samotné zustaly nedotéeny,
tak, prestoZe ted uz nekonverguji, na nich lze poznat, Ze by mély konvergovat. Jd vdm tam ty limity
doplnim, a dokonce budou odpovidat tém pivodnim!“

Zkusme se na chvilku zamyslet nad tim, co znamend, Ze posloupnost konverguje (neboli Ze
mé limitu). Jak vime z minulého dilu, posloupnost konverguje, pokud pro libovolné € > 0 se od
néjakého bodu cely zbytek posloupnosti nachazi v kouli o poloméru € se stfedem v jeji limité. Co
kdyby ale tyto koule nemusely mit stfed v limitnim bodé posloupnosti, ale stacilo by, aby mély
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stfed v néjakém jiném bodé? Ukaze se, Ze tato vlastnost stale jistym zptisobem urcuje posloupnosti,
které by mély konvergovat.

Definice 2. Necht (M, p) je metricky prostor a (z,)32 ; je posloupnost v ném. Rekneme, ze tato
posloupnost je cauchyovskd (nebo zZe spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku), pokud

Ve > 03ng € NVn,m > no : p(zn, zm) < &,

nebo ekvivalentné

Ve > 03ng € NVn > ng : p(zn, Tng) < €.

Prvni verze definice prosté fika, ze jsou si body posloupnosti ¢asem libovolné blizko. Tato for-
mulace je hezky symetricka a typicky se cauchyovskost definuje timto zptusobem.

Druhé, ekvivalentni verze muze byt jednodussi na ovéfeni a vic pfipomina definici limity — pro
danou toleranci € se body ¢asem vSechny nachazi v e-kuli¢ce kolem néjakého bodu posloupnosti
Tng. Vhodny bod z,, se mize ménit pro rizna e, nemusi byt ,pevné dany“ narozdil od limity.

Vsimnéme si, ze cauchyovskost se divd pouze na to, jak jsou od sebe vzdaleny body posloupnosti,
ne na zbylé prvky naseho prostoru. Je to tedy vlastnost posloupnosti samotné, nezavisi na tom, jak
vypada zbytek prostoru (napfiklad zda ma v sobé ,diry“). Morélni podstata je, ze jde o posloupnost,
ktera ,,by meéla“ konvergovat. Body posloupnosti jsou k sobé totiz od néjakého bodu velmi blizko,
a tak bychom ocekavali existenci limity. Obecné ale zadna limita nemusi existovat.

Piiklad 3. Dokaz, ze kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska.

Reseni. Zvolime si € > 0 a dokdzeme, ze ¢asem budou viechny body nejvyse 2¢ daleko od sebe.
Protoze posloupnost konverguje, existuje jeji limita x. Od jistého ng dal tedy jsou vSechny body
posloupnosti nejvyse € daleko od z. Pak ale pro vSechny dvojice n,m > ng mame z trojuhelnikové
nerovnosti p(zn,zm) < p(xn,z) + p(x,2m) < € + € = 2¢. To pfesné znamend, Ze je posloupnost
(2n)5%; cauchyovska.

Cauchyovskost je tedy slabsi nez konvergence. To vskutku odpovida intuici — posloupnosti majici
limitu vskutku splnuji, ze by mély mit limitu.

Priklad 4. Uvazujme metricky prostor R se standardni metrikou a odeberme z néj bod 0. Uva-
zujme posloupnost z,, = % Dokaz, ze tato posloupnost je cauchyovska, ale nemé limitu.

Reseni. Nejdiive poznamename, ze pokud z libovolného prostoru odebereme libovolnou mnozinu
bodi, zbylé body s metrikou zizenou pouze na né budou tvofit metricky prostor, protoze axiomy
definujici metriku budou stéle platit, pokud platily predtim.

Nyni k samotné tloze: Uvazujme tutéz posloupnost ze zadani jakozto posloupnost v celém R.
Tam maé posloupnost patrné limitu nula. Tudiz musi byt cauchyovska. Z jednoznacnosti limity pak
vime, Ze zadny dalsi bod R nemtze byt také limitou této posloupnosti, protoze pak by méla dvé
limity. Tudiz ani po odebrani nuly nemuze zadny jiny bod byt limitou, a nula jiz v nasem prostoru
neni, a tudiz limita nyni neexistuje.

Povsimni si elegance feSeni. Nemuseli jsme nic pocitat s epsilony, jen jsme si vSimli, Ze n&s
prostor je vlastné jen R-ko s dirou, a Ze naSe posloupnost konverguje pravé k té dife. Za chvili
uvidime, ze kazdy prostor, ve kterém existuji nekonvergujici cauchyovské posloupnosti je tohoto
tvaru — byl to prostor bez dér, ze kterého nékdo odebral par bodu a zbyly po nich diry. To motivuje
zabyvat se prostory bez dér, kterym se v matematice ¥ika upiné.

Definice 5. Metricky prostor (M, p) nazveme uplny, pokud je v ném kazd4d cauchyovska posloup-
nost konvergentni. O mnoziné A C M fekneme, Ze je uplnd, pokud kazda cauchyovskd posloupnost
bodt v A mé také v A limitu.

1Vysledny odhad byl nakonec 2¢, ne ¢, ale tento vyraz stale umi byt libovolné maly. P¥ipadné
problém lze obejit volbou £1 = § v podmince limity.
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Uplnost je velmi uziteéna. Dokézat, Ze je né&jaka posloupnost konvergentni, mize byt obecné
velmi obtizné. Museli bychom totiz hledat limitu a u té neni jasné, kde ji vubec vzit. Zato ovéfit
cauchyovskost je snadné — staci se podivat, jak daleko jsou od sebe body posloupnosti. Pokud jsou
c¢asem dost blizko, je posloupnost cauchyovskd. No a pokud se pohybujeme v Gplném metrickém
prostoru, pak uz automaticky méa limitu.

Cviceni 1. Dokaz, ze kazdy koneény metricky prostor je uplny.

Vétsina prostort, se kterymi se bézné pracuje, je uplna. Dulezity priklad pro nas budou realna
¢éisla, byt tuto vétu nebudeme dokazovat.

Véta 6. (uplnost redlnych cisel) Prostor R se standardni metrikou p(z,y) = |z — y| je uplny.
Obecnéji, prostor R" s eukleidovskou metrikou je uplny pro libovolné n € N.

Naopak racionalni ¢éisla Q s metrikou p(z,y) = |x —y| uplna nejsou. Napiiklad je mozné vytvorit
posloupnost ¢m dal lepsich racionalnich aproximaci iracionalnich &isel m nebo V2 — tyto aproxi-
madni posloupnosti budou v Q cauchyovské, ale pfitom 7 ani v/2 v Q nelezi. To je dtlezity rozdil
mezi mnozinami Q a R. Dokonce je to jeden ze zpusobt, jak R definovat (ekvivalentnich zptsobt
je ovSem vic, takze podle toho, jaky se zvoli, je pfedchozi véta bud opravdu véta, kterd se musi
dokézat, nebo je to pfima vlastnost definice redlnych ¢isel).

Cvigeni 2. Necht (M, p) je Gplny metricky prostor a FF C M. Dokaz, ze F je Upln4, pravé kdyz
je uzaviena.

Vé&ta 7. (zuplnéni prostoru) Necht (M, p) je metricky prostor. Pak M Ize ziplnit, neboli existuje
tiplny metricky prostor (M, p) takovy, ze M C M a p = p na M. Dokonce M je hustd? v M a toto
ziplnéni je v jistém smyslu jednoznacné (resp. viechna takova ziiplnéni jsou v jistém smyslu stejny
prostor).

Vétu dokazovat nebudeme, jen poznamendme, Zze dikaz zuplnény prostor vytvori v podstaté
jako mnozinu vsSech limit cauchyovskych posloupnosti z pavodniho prostoru. Pokud tedy ztplnime
uplny prostor, nic se na ném nezméni. Véta nam fikd, ze nikdy nemusime pracovat s neuplnym
prostorem. VSechny netplné prostory totiz vznikly tak, ze n€kdo vzal Gplny prostor a udélal v ném
diry.

Jako jednu ukéazku toho, Ze Gplné prostory maji pékné vlastnosti, si dokdzeme Banachovu vétu,
kterd se vénuje problému feSeni rovnice f(x) = z na Gplném metrickém prostoru. V této rovnici f
znadi funkci, kterd navic musi mit specialni vlastnosti (napfiklad musi byt takzvané spojita). Nez
se proto k Banachové vété dostaneme, podivejme se nejdfiv na funkce jako takové, a specialné pak
na funkce spojité. Budeme je potkavat stile castéji.

Zobrazeni

Nasim spole¢nikem na pouti timto a pFistim dilem seridlu budou funkce (nebo také zobrazent).
V této kapitolce si jen kratce shrneme nékteré zakladni znaceni pouzivané pro funkce, které budeme
pouzivat.

Funkci si mizeme predstavit jako masSinku, ktera néco prijima a néco jiného vraci. To, co funkce
prijimé a vraci, mohou byt ¢isla, mnoziny, vano¢ni stromecky, ale i jiné funkce. Obvykle je ale
mozné mnozinu vsech objekti, které dana funkce pfijima (tzv. argumenty), néjak rozumné popsat,

2To znamena, Ze uzavér M je roven celému prostoru M. Proto také novy Gplny prostor zna¢ime
M, tj. stejné jako uzévér M. Pokud si vzpomene$ na cvi¢eni v prvnim dile seridlu, ze uzavér
mnoziny A je roven mnoziné limit vSech posloupnosti v A, pak by Ti znageni M mélo piipadat
jesté ptirozendjsi — ztiplnéni M je nadmnozina M, do které piiddme vsechny limity (a tim odebereme
neuplnostni diry).



stejné jako lze popsat mnozinu objektii, které funkce vraci (funkéni hodnoty). Naptiklad funkce
dolni celé ¢asti f(z) = |z] déla z redlnych &isel celd isla zaokrouhlenim doléi. Takovou situaci
znaéime f : R — Z. Slo by i Fict, ze f jde z realnych &isel do realnych &isel, znaceno f : R — R.

Piiklad 8. Funkce f:R — R(J{ definovana jako f(x) = 2 kazdé redlné &islo umocni na druhou.
Protoze jsou vSechny druhé mocniny redlnych cisel nezaporné, lezi vsechny funkéni hodnoty vskutku
v Rar. Mohli bychom ale fict, ze f je R — R a stédle by to byla pravda, jen to o té funkci tolik
netrika.

Piiklad 9. Funkce f : R? — R? definovana jako f(z,y) = (z, —y) bodtm roviny piitazuje body
roviny s opacnou y-ovou slozkou. Je to, geometricky vzato, osovad soumérnost podle souradné osy
z.

Priklad 10. Pokud A je libovolnd mnozina, pak kazdé funkce a : N — A, ktera n pfifadi an, € A,
odpovida posloupnosti (an)22 ;.

Definice 11. Bud f: A — B zobrazeni a C C A. Mnozinu vSech hodnot, na které se body z C
zobrazi, nazyvame obrazem C a znacime ji

Q) ={f(z) |z e C}.

Necht naopak D C B, pak mnozinu vSech bodi, které se zobrazi do D, nazyvame vzorem D
a znacime ji

f7HD)={z € A| f(z) € D}.

Piiklad 12. Pro f:R — R danou ptedpisem f(z) = x2 plati f(R) = ]R(T, coz jsou tedy vSechny
mozné hodnoty, kterych muze f nabyvat. Stejné tak ale plati tieba f((O, oo)) = Rar. Hodnoty =z,
které po aplikovani f daji ¢islo nejvyse 4, lze popsat mnozinou

FH(-00,4) = {z € R | 2? <4} = (-2,2).

Definice 13. Necht f : A - B a C C A. Vyrazem f|c budeme znacit funkci f zGZenou na
mnozinu C, tedy funkci, kterad je definovana na C a je v bodech C' identicky rovna funkeci f.

Priklad 14. Funkci f : R — R definovanou jako f(z) = 23 miizeme z0%it na funkci f|y, ¢imz
ziskdme funkci predstavujici posloupnost (1,8,27,...).

Definice 15. Rekneme, ze funkce f : A — B je na B, pokud mnozina jejich funkénich hodnot je
celé B. Rekneme, ze funkce je prostd, pokud neexistuji dva rtizné body a1, a2 takové, ze f(a1) =
f(a2). Rekneme, 7e funkce je bijekce, pokud je prosta a na.

Piiklad 16. Funkce % definovana na R je bijekce na RT. Kazdé y € RT umime vyjadiit jako
1 1

f(g) a zaroven pro ruzna kladné x, xz2 jsou i hodnoty i, e ruzné.
To by bylo k funkcim v obecnosti vSsechno a miizeme se vrhnout na néjaké zajimaveéjsi vlastnosti,
jako tfeba spojitost.

Spojitost

Se spojitou funkci ses s nejvétsi pravdépodobnosti jiz nékdy setkal(a), i kdyz o tom mozna nevis.
Mozné jsi o nékterych funkcich slysSel, Zze jsou spojité, ale nevis pfesné, co se tim mysli. V této
kapitolce se pokusime néjak intuitivné odtvodnit to, jak se obvykle spojitost zavadi, tak, aby to
nebylo prilis strasidelné, a zvykneme si na nékteré vlastnosti spojitych funkci.
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Vievo priklad spojité funkce, vpravo priklad funkce nespojité v bodech a a b.

Co tedy ta spojitost je? Nékdy se fikd, Ze redlnd funkce je spojita, kdyz ma souvisly graf (tedy
da se nakreslit jednou ¢arou). Tento pohled sice dava dobrou pfibliznou pfedstavu, ale neni tak
uplné spravny.

Najdeme si tedy ponékud lepsi definici. Velmi neformalné se da fict, ze pokud je funkce spojita,
tak nikde skokové neméni svoji hodnotu. Anebo jinak, mald zména argumentu udéla jen malou
zménu funkéni hodnoty. Jak tuto myslenku ale popsat matematicky presné? Bohuzel nejde pfimo-
Cafe Fict, Ze méa existovat néjaka konstanta c, aby se pfi zméné argumentu o libovolné ¢ funkéni hod-
nota zmeénila o nejvyse cd. Spojita funkce totiz muize rist velmi rychle. Naptiklad funkce f : R — R
definovana jako f(z) = x2 je spojita, ale presto pokud se s z-em blizime k nekoneénu, bude rust
libovolné rychle a nebude spliiovat vztah, ktery jsme uvedli. Tato vlastnost nam tedy spojitost
nedefinuje, neni vsak zbyteéna a vice se o ni mizes doéist v rdmecku o néco dale.

Trik v zadefinovani spojitosti je v tom, Ze misto toho, abychom rovnou pohnuli argumentem
a koukali se, o kolik se zméni funkéni hodnota, si nejdfiv predepiseme, Ze funkéni hodnota se ma
zménit nejvyse o €, a poté najdeme ¢ takové, ze pokud se pohneme z daného bodu nejvyse o ¢,
hodnota se zméni nejvyse o £. Formalné nam totéz fika tato definice:

Definice 17. Necht (X, p), (Y, o) jsou metrické prostory a f : X — Y. O f fekneme, Ze je spojitd,
pokud
Ve € XVe > 036 >0: p(z,y) <6 = o(f(x), f(y)) <e.

To znamena, ze pokud se od bodu z pohneme o nejvyse §, funkéni hodnota se zméni o nejvyse
€, a ze to umime zafidit pro libovolné kladné ¢ a libovolny bod z ptivodniho prostoru.
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Ve skutecnosti kazd4 funkce, ktera spliiuje vztah |z —y| < § = |f(z) — f(y)| < ¢4, je
automaticky spojitd. Témto funkcim se ¥iké lipschitzovské (nebo taky c-lipschitzovské, pokud
zalezi na tom, kolik pfesné je c), a maji spoustu pfatelskych vlastnosti. Spojitost samotné totiz
dovoluje funkcim chovat se trochu zdkefné, protoze, a¢ se nemohou skokovité ménit, mohou se
hybat libovolné rychle.

Naptiklad dlouho se véfilo, ze kazda spojita funkce f : R — R mé koneénou derivaci na ,,velké
mnoziné bodi“, tedy ze ji tam lze prilozit te¢nu, kterad ji v néjakém smyslu dobfe aproximuje.
To se pozdéji ukazalo byt mylkou, kdyz byl nalezen pfiklad funkce, ktera je velmi $picata a nelze
ji prilozit te¢nu v zddném bodé, ale presto je spojitd. Této funkci se Fikd Weierstrassova a jeji
existence znac¢né zaskocila tehdejsi matematiku. Ukézalo se tim, Ze i spojité funkce nemusi byt
tak slusné vychované, jak bychom si prali. Zato lipschitzovské funkce uz uvedenou vlastnost
spliuji a s ni i mnoho dalSich, coz Castecné zjistime uz v tomhle dile seridlu. Zatim si vSak
vysta¢ime se spojitymi funkcemi. Ale neboj, a¢ se mohou nékdy chovat prapodivné, my budeme
studovat hlavné ty pékné vlastnosti :).

Jesté k definici poznamename, ze definuje spojitou funkci mezi dvéma metrickymi prostory.
Standardni spojitost funkci R — R je pak jen specialni ptripad, stac¢i za oba metrické prostory vzit
R se standardni metrikou. Nejlepsi bude si na spojitost zvyknout pomoci prikladi:

Priklad 18. Dokaz, ze funkce f(z) = 22 je spojita.

Reseni. Staci uvazovat z € R libovolné a 1 > ¢ > 0 (uvazujeme jen ¢ < 1, protoze tim to bude
platit i pro vétsi epsilony, a zjednodusi se nam volba 6, kdyz bude platit €2 < €). Hledame §, které
vyhovuje definici. Polozme? § = me a opravdu, pokud si kazdé y € (z — §,z + §) napiSeme
jako y = x + ¢ pro [t| < §, dostaneme

If(y) = f(@)] = [(& +)* — 2| = |22t + 7] < |2at] + |¢*] < 226 + 6

< ( 1 + ! ) < = + :

€ -+ -—=c
2(|lz| +1)  16(|z| +1)2 2 2

Toto lze provést pro kazdé x a e, ¢imz je definice ovérena.

Cviceni 3. Rozmysli si, ze libovolna funkce z diskrétniho prostoru do libovolného metrického
prostoru je spojita.

Cviceni 4. Rozmysli si, ze v definici spojité funkce by $lo psat
Vo € MVe > 036 > 0: f(Us(z)) C U (f(=)),

tedy ze jakkoliv malou e-kulicku se stfedem v f(z) zvolime, vzdy jsme schopni najit é-kulicku se
stfedem v z, kterou f zobrazi do ptuvodni e-kulicky.

Cviéeni 5. Necht (X, p) a (Y,0) jsou metrické prostory, ¢ je kladné realné ¢islo a f : X — Y
spliuje pro kazdé body z,y € X

U(f(x)vf(y)) <c- ,0($7y)-

Dokaz, ze pak je f spojita funkce.

Uloha 1. Uvazujme jako metricky prostor vrcholy grafu majici tvar n-thelniku (tj. mnozinu V'
obsahujici n vrcholl spojenych postupné dokolecka hranami) s grafovou metrikou p.

3Volba § je takova, aby odhad vysel. Lze samoziejmé volit mnoho réiznych 6, ale zdalo se nam,
ze tato volba vede k nejkratsimu FeSeni.



Necht f : V — N spliiuje, ze pro libovolna u,v € V je |f(u) — f(v)| < p(u,v). Pro kterd n
musi vzdy (ve smyslu ,pro kazdou takovou f“) existovat néjaké sousedni vrcholy z, y takové, ze
fl@) = f(y)?

Podivejme se na pfiklad spojitosti pro funkci vice proménnych, kterd nékterym bodam roviny
prifazuje ¢isla. Jiz v takovém priipadé je dokazovani spojitosti trochu pracné a osklivé, byt celkem
pfimocaré (prosté chceme, aby pro dostateéné blizké body (z,y) a (x + t,y + s) byla hodnota
|f(z,y)—f(z+t, y+s)| také mald). Typicky tak nechceme dokazovat spojitost takovymto zpisobem,
ale chceme si né€jak ulehcit praci. To nastésti casto jde, jak uvidime.

Priklad 19. Dokaz, ze funkce f : A — R dand pfedpisem f(z,y) = z/y je spojité, kde
A={(z,y) € R? |y >0}.

Reseni. Necht € > 0 je libovolné a zo = (z,y) € A je bod, v ném% ovéfujeme spojitost. Zatim
nevolme konkrétni §, prosté predpokladejme, ze § je kladné a spliiujici y — § > 0, aby Us(z0) C A.
Spocteme, jak moc se od sebe muze lisit f(x +t,y + s) a f(z,y) pro (z + ¢,y + s) € Us(20), a na
zakladé toho zvolime ¢ dost malé, aby se funkéni hodnoty vzdy lisily nejvyse o e.

Meéjme tedy (z + ¢,y + s) € Us(z0). Predné plati y + s > 0 z pfedpokladu y — § > 0. MiZzeme
tieba? odhadovat

B gzt oz (et t)y—a(y+s)| [ty —sz| _ [ty +|s|z]

Pty +s) = fayl = |0 - D] = [ AR = S < S
< \/(t2+s2)(y +22) /22 + 2
- y(y —9) y(y —9)

kde predposledni nerovnost je Cauchyova—Schwarzova nerovnost fikajici v tomto pripadé
(ty +s2)* < (1 + 5*) (v + 27)

pro libovolna realnd z, y, ¢, s (a v této zjednodusené podobé ji muzes dokdzat jednoduse rozné-
sobenim zavorek; je to ale jedna z nerovnosti, co je dobré znat, nebot se Casto hodi). Posledni
nerovnost pak plyne z toho, ze (z + t,y + s) € Us(z,y), takze pro eukleidovskou vzdalenost bodii
(z,y) a (z+ ¢,y + s) plati

6> pa((z,y), (x+t,y+s) = \/((w+t) —2)?+ ((y+9) —y)° = V2 + 2.
Odhad
P /.732 + y2
y(y — )
jiz nezavisi na konkrétnich hodnotach ¢t a s. Umime zvolit § > 0 dost malé tak, aby celd prava
strana byla mensi nez €? Chceme
k) /$2 + y2
y(y —96)

co% lze roznasobenim a upravenim ekvivalentné pievést na &(y/x2 + y2 + ye) < y2e, neboli

[fx+ty+s)— flz,y)] <

<e,

2
3
< S — .
Vat+y? +ye

4Uplné bez problémii by $lo postupovat i jinymi nerovnostmi. Pointou je nakonec dostat vyraz
zavisejici jen na bodu (z,y) a hodnoté §, ktery navic umi byt libovoln& maly pfi volbé malého .
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Pokud tedy mame dany bod (z,y) € A a € > 0, umime volbou § spliiujici pfedchozi nerovnost
a y —d > 0 zaridit, aby

S/ x2 +y2

Fe byt ) = Syl < E S

<e€

pro libovolny bod (z + ¢,y + s) z §-kulicky kolem (z,y). To dokazuje, ze f je spojita funkce.

Pro snazsi urcovani spojitosti funkci se hodi nasledujici cviceni a tvrzeni, ktera fikaji, ze skladani
funkci i zdkladni aritmetické operace typicky zachovavaji spojitost.

Tvrzeni 20. Necht (M, p) je metricky prostor a f : M — R a g : M — R jsou spojitd zobrazeni.
Pak plati:

(1) Funkce dang souctem f(z) + g(z) je na M spojita.

(2) Funkce dand souc¢inem f(x) - g(z) je na M spojita.

(3) Pokud g neni v zddném bodé M nulové, pak funkce dana podilem f(xz)/g(x) je na M
spojita.

Napriklad z tohoto tvrzeni ihned plyne, Ze libovolny polynom f(z) = anz™ + -+ + a1x + ag je
spojity — staci védét, ze funkce g(x) = x je spojitd, nadez postupné i = -z = z2,23,... 2" jsou
spojité, a pak i jejich soucty jsou spojité.

Neékdy se téz spojitost definuje vlastnosti z nasledujiciho cviceni, ktera fika, ze spojité funkce
vzoruji oteviené mnoziny na oteviené mnoziny. Tato alternativni definice nam pfijde méné nazorna,
ale je to kazdopadné uzite¢na vlastnost, nebot se pomoci ni da snadno ukazovat otevienost (a s leh-
kou modifikaci uzavienost) mnozin. Napiiklad ve chvili, kdy vime, Ze funkce f(z,y) = 22 + 2y —y3
je na R? spojita, mtizeme hned Fict, Ze mnozina,

A={(z,y) €R? | 2® + 2y >’}
je oteviend, nebot A je vzorem intervalu (0, 00) pfi zobrazeni f (symbolicky M = f~1((0,00))),
tento interval je otevieny a f je spojité.

Cviceni 6. Necht (X, p) a (Y,0) jsou metrické prostory. Dokaz, ze f : X — Y je spojitd pravé
tehdy, kdyz pro kazdou G otevienou podmnozinu Y plati, Ze f~1(G) je oteviena v X.
Cviéeni 7. Pomoci pfedchoziho cviéeni ukaz, ze funkce f mezi metrickymi prostory (X, p) a (Y, o)

je spojita pravé tehdy, kdyz pro kazdou F uzavienou podmnozinu Y je i f~1(F) uzaviena v X.

Cviceni 8. Necht (X, p), (Y,0), (Z,7) jsou metrické prostory a f : X = Y, g:Y — Z jsou
spojité funkce. Pak sloZeni téchto funkci (tj. h(z) = g(f(z)) pro = € X) je spojita funkce.

Tato tfi nevinna cviceni jsou ponékud magickd — misto toho, aby se divala na vzdalenosti
bodu, jako se diva klasicka definice spojitosti, divaji se jen na to, jak se na sebe zobrazuji
oteviené (uzaviené) mnoziny. Na tom je v podstaté postaven obor topologie, ktery na metriku
zapomina a nechava si jen oteviené a uzaviené mnoziny. Ty stale spliuji pravidla, na ktera
jsme prisli v prvnim dilu seridlu, tedy Ze sjednoceni otevienych mnozin je oteviend mnoZzina
a ze prunik dvou otevienych mnozin je oteviend mnozina. Kazdy metricky prostor je tedy
topologickym prostorem, protoze oteviené mnoziny spliuji tato pravidla. Mnoho véci, které
si ukazujeme v metrickych prostorech, plati i v topologickych prostorech, které jsou mnohem
obecnéjsi a obvykle tam zaddné metrika nejde zadefinovat.

Nakonec si ukdzeme jesté jeden jiny zpusob, jak rozumét spojitosti. Ten se ndm bude casto
hodit, a navic vypada elegantné — fiké, ze spojité funkce dovoluji zaménovat pofadi limity a vypoétu
funkce.



Vé&ta 21. (Heineova) Necht (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory a f : X — Y je zobrazeni. Pak
Jjsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
(1) f je spojité.
(2) pro kazdou posloupnost ()52, bodii v X konvergujici k x € X plati, Ze lim f(zn) = f(x)
(tj. lim f(zn) = f(limay)).

Diikaz. Necht je nejdiive f spojité. Bud (z,)22; posloupnost bodt v X s limitou z. Ovéfime, ze
posloupnost (f(xn))zozl ma limitu f(z). Necht je € > 0 libovolné. Ze spojitosti f nalezneme 6 > 0
takové, aby f(Ug(a:)) C Ue (f(m)) K 4 nalezneme ng € N takové, ze pro n > ng plati z,, € Us(x).
Pak ale pro n > ng také plati

f(zn) € f(Us()) C Ue(f()),

tedy o (f(zn), f(z)) < . Odtud plyne, Ze lim f(zn) = f(z).

Necht je naopak f nespojité. To po znegovani definice spojitosti znamena, ze existuje bod x € X
a existuje konkrétni € > 0 takové, Ze at bude § > 0 jakékoliv, stejné bude existovat problematicky
bod y € X, ktery je sice blizko k = (p(z,y) < 4), ale funkéni hodnoty v téchto bodech budou od
sebe daleko, tj. o(f(z), f(y)) > e.

Muzeme tak zkonstruovat posloupnost bodt v X tak, ze pro § = 1/n zvolime za bod zn
odpovidajici hodnotu y, ktera je k x blizko, ale funkéni hodnotou je od f(x) daleko — plati ndm
tedy

1
p(x7mn) < 57 O'(f(x)7f($n)) 25-
Pak zfejmé body x, konverguji k z, ale posloupnost funkénich hodnot (f(a:n))zozl urcité k f(z)
nekonverguje, protoze bude vzdy alespon e daleko od f(z). Tedy vyrok (2) neplati. O

Vybaveni tplnosti i spojitosti se mizeme kone¢né podivat na prvni hezkou véticku presahujici
réamec metrickych prostorii, Banachovu vétu.

Banachova véta

V této kapitolce si ukazeme jednu z nejznameéjsich vét o pevném bodé, Banachovu vétu o kontrakcs.
Pevngm bodem (libovolného) zobrazeni f : M — M se mysli takové z € X, ze f(z) = x. Véty
o pevnych bodech jsou pak tvrzeni, ktera za urcitych pfedpokladi o mnoziné X a o zobrazeni f
vyvozuji existenci nebo jednoznac¢nost pevného bodu.
Ve skole po Tobé asi jesté nechtéli, abys hledal(a) pevné body, ale urcité jsi fesil(a) spousty
rovnic, jako tfeba
22 +2x+3=0 nebo 25% 4+ 5% = 3.

Reseni rovnice lze ale vzdy pfevést na hledani pevného bodu, v nasich ptikladech napiiklad miizeme

ekvivalentné Fesit®
22 +3z+3==z nebo 257 + 5% —3 4+ x =z,

tj. hledat pevné body zobrazeni
flz) = z2 + 3z + 3, respektive f(x) =25 +5% —3 4.

50Obecné sta¢i nejdiiv vechny ¢leny pievést z pravé strany rovnice na levou, a pak pricist
k obéma strandm x. Neni to ale jedina cesta, jak rovnici prevést na hledani pevného bodu zobrazeni.
Neékdy se muze hodit byt s tpravami rovnice trosku kreativnéjsi, naptiklad proto, aby vysledné
zobrazeni, jehoz pevny bod se hled4, bylo jednodussi nebo spliiovalo néjaké hezké vlastnosti.
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Zaroven i kdyz nejsme schopni néjakou rovnici pfimo vyfesit, mize byt uziteéné védét, ze néjaké
feSeni existuje, pripadné kolik jich je.

Banachova véta pro f: M — M jednak pozaduje, aby M byl uplny metricky prostor, a jednak
aby f byla takzvana kontrakce. Reknéme si nejd¥iv, co to je.
Definice 22. Necht (M, p) je metricky prostor a A € (0,1). O zobrazeni f : M — M fekneme, ze
je to kontrakce, pokud pro kazda z,y € M plati

p(f(2), f(y) <X p(z,y).

Kontrakce k sobé& vlastné pfiblizuje body — naptiklad pokud A = 1/2, pak pro kazdé dva rtzné

body z, y je
p(f(@), f(y) _ 1
plz,y) T2
tj. f(x) a f(y) jsou k sobé alespori dvakrat bliz nez z a y. Zaroven podle cvideni 5 je kazda kontrakce
automaticky spojita.
Ted uZ jsme plné pfipraveni na Banachovu vétu.

Véta 23. (Banachova o kontrakci) Necht (M, p) je tuplny metricky prostor a f : M — M je
kontrakce. Pak existuje pravé jeden bod p € M spliiujici f(p) = p.

Dikaz. Dikaz ma péknou myslenku: Prosté zacneme z néjakého bodu xz¢p € M budovat po-
sloupnost xn41 = f(zn). Kdyby tato posloupnost méla limitu p, pak by platilo p = limz,4+1 =
lim f(zn) = f(limxn) = f(p), a p by tak bylo hledanym bodem. To, Ze (z,,)5%; ma limitu, bude
plynout z Gplnosti M za predpokladu, Ze (,,)52 je cauchyovska. A tenhle posledni chybéjici dilek
vyplyne z toho, Zze f je kontrakce, takZze body prostoru nezobrazuje ,,moc daleko“.

Necht je tedy z¢o € M libovolné zvoleny bod a definujme posloupnost (z,)32; skrze zp411 =
f(zn), n € Ng. Oznaéme si jako A € (0, 1) koeficient kontrakce f, aby platilo

p(f(x), f(¥) S A-plzy), =,y € M.
Vsimneme si, Ze pro n € Ng plati
p(er-laxn) = ,U(f(xn)7 f(xn—l)) <A p(l‘m -Tn—l)
a tento odhad muzeme opakovat:
P(@ng1, ) S X p(Tn, n-1) <A p(Tn_1,Zn-2) < -+ < A"p(21,20).
Protoze A € (0,1), pravé strana konverguje k nule, takZe sousedni body =, Tnt1 jsou s rostoucim
n stale bliz a bliz.
e o]

To nam na cauchyovskost posloupnosti (z,)5%; jesté Gplné nestaci, nebot bychom chtéli odhad
na vzdalenost obecnych bodu z, a x,, pro n > m. Pomuzeme si trojuhelnikovou nerovnosti:

P(l‘m xm) < p(xnvxn—1)+p(xn—ly xn—2)+‘ . "‘FP(CCm-&-lyxm) < ()\n71+)\n72+4 . +)\m)p($1,xo)

Otéazkou je, zda soucet mocnin A v zavorce umi byt pro velkd m, n libovolné blizko nuly. Upravme
si ho pomoci vzorce pro souéet® geometrické fady:

L—An=m  am o am

AT AT L AT = N (L A AT = A = < :
+ +ot T+2+- 4 ) Y T ST
SKonkrétng, pro |q| # 1 plati 1 +q+¢?> +---+q" = 171‘1_71;1
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To znamena, ze
ym . P(z1,%0)

p(Tn, Tm) < T

coz prekvapivé nezavisi na hodnoté n, a zaroven tento odhad konverguje (v indexu m) k nule —
pokud je m velké, je prava strana malé, a vSechny body z,, n > m jsou uz velmi blizko x,.
Formiélné, pokud dostaneme libovolné € > 0, tak muzeme zvolit ng € N takové, ze pro m > ng jiz
plati
AT LZLIO) <e
1—X

Pak pro kazdad n > m > ng pfirozena bude

T1,x
p(Tn, Tm) <A™ - % g

takze ()02, je cauchyovska.
Z uplnosti prostoru M ma tato posloupnost limitu p € M. Nakonec, jak jsme zminili na zacatku
ditkazu, diky spojitosti f (kazdéa kontrakce je spojitd) dostaneme
f(p) = f(limzy) = lim f(xyn) = limap41 = p.

Ukazali jsme tak, ze néjaky vyhovujici bod p existuje. Véta jesté fika, ze téchto bodu neni vic,
takZe musime dokézat jesté tuto ¢ast. Necht ¢ € M je také bod splijici f(¢) = ¢. Pak

p(p,q) = p(f(p); f(2)) <A p(p,9),

takze (1 — X) - p(p,q) < 0. Protoze 1 — A je kladné a p(p,q) je nezdporna vzdalenost, musi platit

p(p,q) = 0. Tedy p = q. O
Yy y==x
p=f(p) f
f(z1)
e P o F(a0) = a1

V dikazu je Gplné jedno, jak si poCateéni bod o posloupnosti (zr)5%; zvolime. V kazdém
pripadé tato posloupnost bude konvergovat k pevnému bodu p, a navic ji jsme schopni rekurentné
pocitat, protoze vime, Ze n+1 = f(xn). Banachova véta (respektive jeji dikaz) ndm tudiz navic
popisuje, jak se pevny bod kontrakce da v principu najit.
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Pomoci Banachovy véty se daji hledat pfiblizna Feseni rovnic na pocitac¢i (pfipadné v ruce
béhem dlouhych zimnich vecerit). Na zacatku této kapitoly jsme si ukdzali, jak se d4 tloha Feseni
rovnice pfrevést na hledani pevného bodu zobrazeni f. Pokud mame navic $tésti a f je kontrakce,
pak dle dikazu Banachovy véty lze zvolit libovolné xp a pocitat aproximace

z1 = f(zo), z2=f(z1) = f(f(z0)), s @ni1=f(zn),

o kterych mame zaruceno, ze konverguji k hledanému reseni x. Muazeme tak napocitat prvnich
par ¢leni
T0,T1,%2,...,Tk

a prohlasit, ze xj je aproximace hledaného nezndmého feseni xz. Z dikazu Banachovy véty
dokonce vime, Ze pro n > m libovolna plati

\m . P(E1,0)

p(xn,zm) < T

)

z Cehoz se da celkem jednoduse dostat i odhad chyby

p(z1,z0)
s < T2
p(z, zm) < 1—x

)

diky kterému vime, jak velky podet iteraci k zvolit, abychom dosahli pfedem dané chyby (alespoii
pokud zname hodnotu \).

Stejné lze postupovat i pro soustavy rovnic, akorat pak f nebude zobrazeni na podmnoziné
R, ale na podmnoziné R™ (napfiklad soustava tfi rovnic o t¥ech neznamych bude dédna tfemi
rovnostmi ,zakédovanymi® v zobrazeni f na R3).

Pohadka 24. Mapa PraSdubic leZi rozloZend na zemi na ndmésti PraSdubic. Pak na mapé must
existovat” bodik, ktery fyzicky piimo le3l na misté, které vyznacuje. Dokud bude mapa polozend
kdekoliv v PraSdubicich, takovy bod vidy bude existovat.

Pro jednoduchost feknéme, ze pudorys PraSdubic je ¢tverec v roviné
P={(z,y) €R?|0< 2z <1000A0 <y < 1000}
a mapa je fyzicky ¢tverec
C={(z,y) eER*[1<2z<3AN1<y<3}

se stfedem v bodé (2, 2). Fyzicky stfed PraSdubic tak méa soufadnice (500,500) a odpovidajici bod
na mapé tak fyzicky lezi na soufadnicich (2,2). Prakticky mame zobrazeni f : P — C C P, které
zobrazuje tak, ze vezme fyzicky bod PraSdubic x € P, najde ho na mapé lezici na zemi, a vrati
soufadnice f(z) fyzického bodu nachézejiciho se pod bodem mapy.

A protoze P je tplny prostor jakozto uzaviena podmnozina tplného R2, a navic f je kontrakce
(mtizes i pfimo spocitat predpis f, je vcelku jednoduchy), musi opravdu dle Banachovy véty exis-
tovat bod lezici pfimo pod svym vyznacenim na mapé.

Piiklad 25. Necht (Fp,)52, je posloupnost Fibonacciho ¢isel, definovana jako
Fp=0, =1, Fn+2:Fn+l+Fn~
"Teda, alespon dokud mapa neni stejné velka jako celé PraSdubice.
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Najdi dvéma zpusoby pevny bod zobrazeni

I <0»1>4)<071>7 f(:t)z

Fan

a pomoci toho spocti lim .
p p Font1

Reseni. Jeden zpiisob, jak najit pevny bod f, je piimodary — prosté na intervalu (0,1) fesime
rovnici

x4+ 1

z+2
K ni je ekvivalentni kvadraticka rovnice z(z +2) = x + 1, neboli 22 + 2 — 1 = 0. Ta m4 pravé jeden
kofen v intervalu (0, 1), je jim ‘/5271.
Postupujme nyni pracnéji a spi§ ze zvédavosti pomoci Banachovy véty. Predné (0, 1) se stan-
dardni metrikou je Uplny metricky prostor a f je kontrakce, nebot pro z,y € (0,1) plati

e+l y+1| e+ +2)-@+DE+2)] _ |z-yl
z+2  y+2 (z+2)(y +2) (z+2)(y+2)

< tlo—yl
— 4
(pro z,y € (0,1) je x + 2 i y + 2 alespoii 2). Navic zfejmé pro =z € (0,1) i f(z) € (0,1).

Podle Banachovy véty tak na intervalu (0, 1) existuje pravé jeden pevny bod zobrazeni f, coz
je v souladu s nasim pfimym vy¥eSenim rovnice. Navic volbou libovolného zg € (0,1) a pocitanim
Zn+1 = f(zn) dostaneme posloupnost majici jako limitu hledany pevny bod.

Jako pfijemna pocatecni volba xq se jevi nula. Dalsi dva ¢leny posloupnosti pak jsou

1 1 1+1 1+2 3
= f(0) = =, :(7:2 S
n=f0=5 ==/(3) T+2 1+22 5
a jesté dale zz = 8/13 a x4 = 21/34. Obecnéji, piSme ve zlomku z,, = ‘E" (pro zo polozme agp = 0,
Bo =1). Pak
Qan
On+4+1 7ﬁn+17 an + Bn
= Tn41 = a - )
6n+1 ﬁ +2 an + 2671
takze
Qn+1 = an + Bn, Bn+l = an +2Bn = ant1 + Bn.-

Prvni vypocitané citatele a jmenovatele hodnot x, uz napadné pripominaji Fibonacciho cisla,
konkrétné z chovani prvnich ¢lent vypada slibné oy = Fop a Bn = Fong1. Ovéime to indukci.
Piedné diky zg = 0, 1 = 1/2 plati

ay=0=Fy, ar=1=Fy, pPo=1=F, p1=2=F3

coz odpovidé Fibonacciho éislim. Necht pro n nezédporné celé plati a, = Fap, a By, = Fany1. Pak
pro nasledujici ¢leny plati

Ant1 = on + Bn = Fon + Fony1 = Font2 = Fon 1),

/B’IL+1 = an4+1+ Bn = F27L+2 + F27L+1 = F2n+3 = F2(n+1)+1'

Tim je indukce dokoncena a opravdu plati z,, = F52z1 . Protoze podle Banachovy véty tato

posloupnost konverguje k pevnému bodu f a ten jsme spocitali, dostavame vztah

F2n _\/5_1

lim

)

F2n+1 2
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coz je prevracend hodnota znamého zlatého tezu ¢ ~ 1,618.
Cvideni 9. Zobecni ptredchozi ptiklad na vypocet lim %—Z, kde posloupnosti (an)52, (8n)5%0
spliiuji rekurence
Qan+t1 = an + pPn, Brn+1 = an +qBn
prog>1lagqg>p=>0.

Priklad 26. V roviné je zobrazeni f(z,y) = (r(z — p1) + p1,7(y — p2) + p2) stejnolehlost podle
bodu P = (pi1,p2) s koeficientem stejnolehlosti » € R. Pro r € (—1,1) je f kontrakci, nacez ma
stejnolehlost v roviné pravé jeden pevny bod, kterym je samoziejmé P.

Cviceni 10. Necht a > 1 a z¢ je kladné. Definujme posloupnost

Dokaz, e tato posloupnost konverguje® k /a.

Cvic¢eni 11. Jsou dana éisla ai,...,an € R. Najdi na R funkci, kterd ma pravé tyto body jako
své pevné body.

Cvigeni 12. Necht (M, p) je neprazdny metricky prostor. Existuje na ném vzdy néjaka kontrakce?

Podposloupnosti

Snad jsme Té uz v prubéhu seridlu presvéddili, ze konvergentni posloupnosti maji hezké vlastnosti.
O posloupnostech bez limity jsme zatim moc nemluvili. V této kapitolce se kratce podivame na
podposloupnosti, které nam muzou Fict néco o chovani posloupnosti bez limity. Podposloupnosti
vzniknou tak, ze z pivodni posloupnosti

(mn)%ozl = (121,"[2,1‘3,:1?4,x5,4 )

vybereme nékteré prvky ,zleva doprava“. Tedy podposloupnost napiiklad mtze byt, Ze vynechame
prvni dva prvky a uvazujeme posloupnost

(Zrt2)pe1 = (%3, 24, 5, 6,27, ... ).

Nebo vybereme pouze sudé prvky

(z2r)721 = (22,4, 6, T8, %10, - - )-

Prakticky chceme vybrat nekonecnou rostouci posloupnost indexi a pomoci ni vybrat prvky pod-
posloupnosti — naptiklad v pfipadé sudych prvki to je posloupnost indexii (2k)72 ;. Rostouci proto,
abychom vybirali ,zleva doprava“ (a specidlné n&jaky prvek nevybrali vickrat), nekone¢nou pak
proto, abychom mohli mluvit o limitéach.

Definice 27. Necht A je mnozina a (zn)52; je posloupnost bod v A. Necht (ny)72, je rostouci
posloupnost pfirozenych ¢isel. Pak posloupnost (zn, )52, je podposloupnosti posloupnosti (zn)52 ;.
8Tuto posloupnost jsme jiz potkali v rdmecku v prvnim dile seridlu. V principu by timto zpii-
sobem S§lo poc¢itat druhé odmocniny v ruce, protoze k vypoctu ¢lent posloupnosti staci umét scitat
a délit.
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Otéazka je, jak souvisi konvergence ptivodni posloupnosti a konvergence jejich podposloupnosti.
To nam totiz muze dat dalsi vhled do toho, jak se posloupnost chova, i kdyz sama o sobé nekon-
verguje.

a R
[ ]
° an
Lop-—mrmmgr = e Lo
L]

® [ J

Lip-==mrmrmm == e e T T T e - Ly
[ ] [ ]
° an
® LJ

O . - 0

1 (] °

Posloupnost ,hromadici“ se kolem tri hodnot 0, L1 a La.

Napftiklad realnd posloupnost
((_l)n)zozl = (_17 1,-1,1,.. )

nema limitu, ovéem jeji sudd podposloupnost (1,1,1,...) ma limitu 1 a jeji lichd podposloupnost
(-1,-1,-1,...) ma limitu —1. Muzes si rozmyslet, Ze kazd4d podposloupnost této posloupnosti
bud nemé4 limitu, a nebo mé za limitu 1 nebo —1.

Obdobné to plati tfeba pro posloupnost

o= (e ), = 032 5,

ktera ma také za limity podposloupnosti jen 1 nebo —1, pokud podposloupnost viibec konverguje.
To nam néco Fika o jejim chovani — body +1 jsou jediné, kolem kterych se posloupnost ,shlukuje“.?

To, ze ((—1)" + l/n)zo=1 neméa limitu, lze samoziejmé ukazat z definice, ale také to ihned
plyne z nésledujiciho tvrzeni — kdyby totiz ((—1)" + 1/n) 20:1 méla limitu, pak bychom neméli
byt schopni najit dvé jeji podposloupnosti se dvéma rtznymi limitami, nicméné to se nam pied

chvilickou podarilo.

Tvrzeni 28. (limita podposloupnosti) Necht (M, p) je metricky prostor a (z,)52 je posloupnost
bodii v M s limitou x € M. Pak kazdd podposloupnost (xn, )52, posloupnosti (xn)5>, ma téz
limitu x.

Dikaz. Prosté ovéfime definici limity. Necht € > 0 je libovolné. Protoze pivodni posloupnost ma
limitu x, umime najit no pfirozené takové, ze pro kazdé n > ng jiz p(x,zn) < e. Posloupnost
indext (ny)72, musi v néjakou chvili toto ng prertst, feknéme ze se to stane od indexu ko dal.
Tedy pro k > ko je ng, > ng, > no. To znamena, Ze na takové indexy ny se také vztahuje piedchozi
epsilonovy odhad, takze pro k > kg je p(x, Tn, ) < €. Z definice limity to znamena, ze limy x,, = x.

O

Piejit od konvergentni podposloupnosti ke konvergentni posloupnosti bude logicky problematic-
t&jsi. Jak jsme totiz vidéli, viibec to nemusi jit: ((—1)")20:1 sice ma konvergentni podposloupnost,
ale sama o sobé nekonverguje. Nicméné pro cauchyovské posloupnosti to mozné je:

9Ve smyslu, ze mnozina {z, | n € N} bodt nasi posloupnosti ma hranici {1, —1}.
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Tvrzeni 29. Necht (M, p) je metricky prostor a posloupnost bodi ()5, v M m4 ndsledujici
dvé vlastnosti:

(1) (zn)92, Jje cauchyovska.
2) Existuje podposloupnost (xy, )32, majici limitu x € M.
J k) k=1 1]

Pak ma i piivodni posloupnost (z5)5 limitu x.

Dikaz. Kdyby M byl tplny, stacila by ndm vlastnost (1). Vlastnost (2) nam tu tak vlastné supluje
uplnost M, kterou nepredpokladame. Myslenka je takova, ze podposloupnost ndm umozni dostat
se nékterymi body blizko k x, a cauchyovskost ndm pak zaruéi, Ze ostatni body nebudou od téchto
bodu blizkych k x daleko.

Tedy méjme € > 0 libovolné. Z cauchyovskosti (z,)52; nalezneme mgo € N takové, Ze pro
n,m > mo bude p(zn,zm) < % Z konvergence (xn, )32, zase nalezneme ko € N spliujici, Ze pro
k > ko je p(xn,,z) < §. Navic ale pozadujme, aby ny, > mo — kdyby to pvodni ko nespliiovalo,
miZeme ho zvySovat tak dlouho, dokud ng, nepferoste mo, a takové nové ko téz bude spliiovat
predchozi odhad.

Protoze ng, > mo, mizeme ho chapat jako index m vystupujici v odhadu cauchyovskosti. Pro
libovolné n > myg tak specialné plati p(:cnk0 ,Zn) < 5. Nakonec z trojihelnikové nerovnosti

€ €
p(xn, ) Sp(mnuznko)""P(mnkovw) < §+5 =&, n > mo.

Oveérili jsme tak, Ze limx, = x. O
Cviéeni 13. Necht (M, p) je metricky prostor, ()32 je posloupnost bodt v M a x € M. Necht
obé podposloupnosti (z2)72; a (T2r—1)52; maji za limitu . DokaZ, Ze pak i ptivodni posloupnost
(zn)5L; konverguje k .

Uloha 2. Ukaz pomoci pfedchoziho cviéeni, ze pro Fibonacciho é&isla (F,,)3, z piikladu 25 plati

F, VB-1

lim

Fpi1 2

Da se tak Fict, ze i kdyz o néjaké posloupnosti (z)22; nevime, jestli konverguje, muze byt
uzitecné zabyvat se nékterymi jejimi podposloupnostmi, u nichz t¥eba limitu najdeme. T¥eba s tro-
chou $tésti z toho bude plynout konvergence puvodni (z,)22;, a i kdyby ne, tak aspon zjistime
néco o limitnim chovani nékterych bodit (zn)5 ;.

Také ale existuji posloupnosti, které zadnou konvergentni podposloupnost nemaji. Naptiklad
v realnych ¢islech to je posloupnost

(n)%ozl = (17 2,3,... )7

ktera porad jen stejné rychle roste a nikde se ,neshlukuje“. Mohli bychom zkusit nds metricky pro-
stor R omezit, aby neslo takto rist nade vSechny meze, tfeba na prostor (—2026, 2026). Omezujeme
ho i zezdola, jinak by (—n)S2; neméla konvergentni podposloupnost. Tim nam ale zase vznikaji
nové problémy, nebot (—2026,2026) neni Gplny, takze tieba posloupnost (2026 — 1/n)5%; neméd
konvergentni podposloupnost (to zase plati diky tomu, Ze v R ma tato posloupnost limitu 2026,
a tedy kazda podposloupnost musi mit limitu 2026, ktera ale v nasem intervalu nelezi).

Miuzeme se misto toho zkusit omezit na uzavfeny interval (—2026,2026). To je Gplny prostor,
a navic v ném nelze rist nade vSechny meze. Zajistuje ndm to ale, Ze kazda posloupnost uz musi
néjakou konvergentni podposloupnost mit? Mozna Té prekvapi, Ze v redlnych ¢&islech ano, jak ¥ika
slavna Bolzanova—Weierstrassova véta, kterou si v pristi kapitole dokazeme.

Nejdfiv si ale pojdme prostory, v nichz existuji konvergentni podposloupnosti, néjak pojmenovat.
Jsou to jedny z nevyznamnejsich typt metrickych prostori se spoustou krasnych vlastnosti, které
vSechny v principu vyplyvaji z této nevinné vlastnosti podposloupnosti. Jsou to takzvané kompakty.
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Kompaktnost

Definice 30. O podmnoziné K C M v metrickém prostoru (M, p) Fekneme, Ze je kompaktni,
pokud pro kazdou posloupnost bodu (z,)52; v K existuje podposloupnost (zn, )3, kterd ma
v K limitu. Pokud K = M, fikdme, Zze (M, p) je kompaktni metricky prostor.

Neni to jediny zpusob, jak kompaktnost definovat. V pribéhu seridlu jesté narazime na néko-
lik jinych vlastnosti, které kompaktnost charakterizuji. Zajimavé na nich je, jak byvaji rtiznorodé
a zdanlivé Gplné jiné — v téch ostatnich, které v seridlu potkame, se o posloupnostech viibec mluvit
nebude. Mit rizné odlisné pohledy na to, co to kompaktnost je, pak vyrazné ulehéuje praci v du-
kazech, protoze na kazdy problém se hodi mit trochu jiny thel pohledu. Zaroven si ¢lovék udéla
lepsi predstavu o tom, co to ta kompaktnost asi je a k ¢emu muze byt uziteéna.

Kdyz uz jsme u uziteCnosti, ¢asem uvidime nékolik tvrzeni a vét, které ukazuji, ze spojité
funkce na kompaktech se chovaji moc pékné, naptiklad Ze spojité bijekce maji automaticky spo-
jitou inverzni funkci nebo Ze na kompaktu existuji body minima a maxima spojité funkce (coz je
nesmirné uziteéna véta, jak teoreticky, tak prakticky). Pro kompaktni mnoziny tieba v R3 plati
ruzné geometricka tvrzenicka o protinani téles nebo o pokryvani mnoziny jinymi mnozinami. Také
nékteré vyznamné véty o pevnych bodech vyuzivaji kompaktnosti. K nékterym témto dusledkim
se postupné propracujeme.

Zatim ale ani pofadné nevime, jestli néjaké kompaktni prostory existuji. Pojdme proto nejdiive
najit néjaké priklady kompakti a prozkoumat jejich zakladni vlastnosti.

Na konci predchozi kapitoly jsme na prikladu nahlédli, ze aby mél prostor viubec Sanci byt
kompaktni, tak musi byt tplny. Plati to obecné, jak ukazuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 31. Necht (M, p) je metricky prostor a K C M je kompaktni. Pak K musi byt Gpln4.

Dikaz. Necht (2,)52; je cauchyovskd posloupnost v K. Z kompaktnosti K nalezneme podpo-
sloupnost (zn, )72, kterd konverguje k « € K. Podle tvrzeni 29 z toho ale uz plyne, ze (xn)32;

ma také limitu z. Tedy K je uplny. O
Prvnimi, neprilis zajimavymi pfiklady kompaktt jsou kone¢né mnoziny.

Cviéeni 14. Bud (M, p) metricky prostor a K jeho koneénd podmnozina. Dokaz, ze K je kom-
paktni.

V diskrétnich prostorech jiné kompakty ani neexistuji.

Cviéeni 15. Dokaz, Ze v prostoru (M, pqisk) s diskrétni metrikou je K C M kompaktni pravé
tehdy, kdyz je K konec¢na.

Cviceni 16. Necht (M, p) je kompaktni metricky prostor a K C M. Pak K je kompaktni pravé
tehdy, kdyz je K uzaviena v M.

Jak jsme zminili v kapitole o podposloupnostech, kazdy uzavieny interval v R je kompaktni. To
bude nas prvni zajimavéjsi (a také zdkladni) piiklad kompaktu. Pomoci této véty v dalsim textu
dokézeme, jak vypadaji kompakty obecné v R™ (tj. specidlné v roviné a v prostoru).

Véta 32. (Bolzanova—Weierstrassova) Kazdy uzavieny interval v R se standardni eukleidovskou
metrikou je kompaktni.

Diikaz. Necht a < b jsou dvé redlnd ¢isla a (a, b) je uvazovany uzavieny interval. Necht (zn)02
je néjaka posloupnost bodu v tomto intervalu — to vlastné znamena, Ze tato posloupnost reilnych
Cisel je omezend. Protoze (a, b) je uplny, staci ndm nalézt cauchyovskou podposloupnost (xn, )32
— pak tato podposloupnost bude automaticky konvergentni.
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Myslenkou ditkazu je nas interval (a, b) postupné pilit. P¥i prvnim puleni na intervaly <a7 ‘%rb>
“TH’, b> musi alespori v jednom z nich lezet nekone¢no bodi nasi posloupnosti (z,)52; — pokud
by v obou bylo jen kone¢né bodt, pak by i v celém (a,b) lezelo jen koneéné bodu posloupnosti,
ktera je ale nekonecné. Jeden takovy interval si zvolime a opét ho rozpilime. V jedné z téchto pulek
musi zase lezet nekone¢no bodu nasi posloupnosti, ten si zvolime. Takto budeme postupné vytvaret
mensi a mensi intervaly, v nichz ale stale bude nekone¢no bodu nasi posloupnosti. Tim se tyto
body k sobé vic a vic pfiblizuji, protoze intervaly jsou ¢im d&l mensi. Pomoci toho zkonstruujeme
cauchyovskou podposloupnost.

Formalné si n-ty interval ozna¢ime jako (an, bn). Prvni interval ma krajni body a1 = a a by =b.
Dale postupujeme induktivné, jak jsme popsali v pfedchozim odstavci — pokud jiz méme interval
(ak,br), ve kterém lezi nekone¢no bodt posloupnosti (z,)52;, pak musi v alesporii jednom z in-

ap+bg
2

a jeho levy, respektive krajni bod oznacime jako aj41, respektive byyq.

Méme tak posloupnost intervalii ( (an,bn) )ZO:I, které jsou uzaviené, jejich délky se postupné
zmensuji (n-ty interval ma délku (b — a)/2" 1) a které spliuji (an+1,bn+1) C {an,bn). Navic
diky tomu, ze jsme volili intervaly tak, aby v nich vzdy bylo nekone¢né bodu nasi posloupnosti,
muZeme nyni vybirat postupné néjaké body zn, € (a1,b1), pak zn, € (a2,b2) navic s podminkou
ng > n1, pak Tny € (a3, b3) navic s podminkou n3 > na, a tak déle, obecné wn, € (ay,by) navic

tervalil <ak, >, <w, bk> lezet nekone¢no bodi posloupnosti (z )32 ;. Takovy si zvolime

s podminkou!® ny > njy_1.
Mame tak podposloupnost (zn, )32 . Je cauchyovskd? Ano, diky vlastnostem nasich intervalt
(ak, b ). Pokud totiz dostaneme £ > 0, miZeme nejdiiv nalézt index ko takovy, aby platilo

b—a
ko1 <e.
Levéa strana je délka intervalu <ak0 , bk0>7 takze vsechny body v ném maji nejvyse takovou vzdale-
nost. Pro libovolné k,£ > ko je xn, ,Tn, € <ak0,bk0>, protoze xn, € (ag,bg) C <ak0,bk0>, stejné
tak pro ¢. Tedy

—a

b
|$"’<_$"¢|S2k0771<8

a podposloupnost (zn, )72 ; je cauchyovska, tedy z Gplnosti (a,b) konvergentni. O

Tnq Tng _Tny Tno
R

-—

a (aa,ba) b
(a3, b3)
(a2, b2)

Cviceni 17. Rozmysli si, pro¢ by dukaz Bolzanovy—Weierstrassovy véty nefungoval pro intervaly
(0,1) a (0, 00). Také si rozmysli, Ze s lehkou modifikaci diikaz naopak plati i pro (0,1) U (2, 3).

Cviceni 18. Necht (M, p) je metricky prostor a Ki,..., Ky, jsou kompaktni podmnoziny M.
Dokaz, ze pak i K = |/, K; je kompaktni. Plati to i pro sjednoceni nekone¢na kompakti?

Kromé toho, ze kompakty musi byt uzaviené, jsme v R vidéli, Ze nemtzou byt ,moc velké“,
napiiklad v (0,00) posloupnost (n)22; neméa konvergentni podposloupnost. Velikost metrického
prostoru lze popsat naptiklad takto:

10Tady se pravé hodi, ze v (ay, bi) lezi nekoneéno bodti nasi posloupnosti. Kdyby jich tam lezelo
jen konecné, mohlo by se stat, Ze vSechny tyto body by mély indexy mensi nez ny_1.
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Definice 33. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Rekneme, %e A je omezend, pokud
existuji stfed a € M a polomér r > 0 takové, ze A C Uy (a).

Prakticky, v omezené mnoziné jsou vSechny body od sebe vzdéilené méné nez 2r. Takovato
omezenost je celkem intuitivni a uzitecna, ale casem ji budeme muset trosku vylepsit — chtéli
bychom nalézt charakterizaci, ze kompakty jsou pravé uplné a ,malé“ mnoziny, podobné jako to
plati v R. Omezené mnoziny ale bohuZel obecné nejsou ,,dost malé“.

Presto se ndAm omezenost bude hodit, protoze naptiklad v R™ s eukleidovskou metrikou omeze-
nost opravdu stac¢i. To ndm fikd Heineova—Borelova véta, kterou si za chvili dokdzeme.

Cviceni 19. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M je omezena. Ukaz, 7e pak i A je omezeny.
Tvrzeni 34. Necht (M, p) je metricky prostor a K C M je kompaktni. Pak je K omezena.

Dukaz. Ptedpoklddejme, ze K neni omezena. Zvolme g € K a definujme rg = 0. Z neomezenosti
K 1ze nalézt 1 € K \ Ui(xg). Oznaéme r1 = p(z1,x0). Z neomezenosti K lze dale nalézt zo €
K\ Ur, +1(z0), ozna¢me ro = p(z2, z0).

Obecné, predpokladejme, ze mame body xo,x1,...,Tn a poloméry ri,...,r, takové, ze r; =
plxi,x0) a x5 € K\ Up,_;+1(x0) pro ¢ € {1,...,n}. Pak lze z neomezenosti K nalézt x,41 €
K\Ur,, +1(z0) a 0oznacit rn+1 = p(@n+1, o). Timto zptisobem jsme schopni zkonstruovat nekoneéné
posloupnosti (2)5%, a (Tn)5% spliujici

Tn = p(Zn, o), Tn+1 € K\ Ur, +1(z0), pro n € No.
Pro body z,, Tm, n > m plati pfeusporadanim trojuhelnikové nerovnosti

p(xn, xm) > p(xn,z0) — p(z0,Zm) > (rp—1 +1) —rp—1 =1,

nebot xn € Ur,, ;41 @ p(Tm,x0) = rm < Tm+1 < -+ < rp_1. To znamena, ze zidna podposloup-
nost posloupnosti ()52 ; nemuze byt cauchyovska, a tedy ani konvergentni. Tedy pokud K neni
omezena, tak neni ani kompaktni. O

Véta 35. (Heineova—Borelova) Podmnozina A prostoru R™ se standardni eukleidovskou metrikou

je kompaktni pravé tehdy, kdyz je uzaviena a omezena.

Dukaz. Jiz vime, ze kompaktni mnoziny v libovolném metrickém prostoru jsou uzaviené a ome-

zené, takze staCi dokazat opacnou implikaci. Budeme postupovat indukci podle dimenze n. Mys-

lenka je takova, ze body posloupnosti v R™”*! promitneme do R™ a do R, ve kterych pomoci
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kompaktnosti nalezneme konvergentni podposloupnosti, a pomoci nich dame zpatky v R*t1 do-
hromady konvergentni podposloupnost ptivodni posloupnosti.

Tedy postupujme indukci. Necht je nejdiive n = 1 a A C R je uzaviend a omezend. Z omezenosti
lezi cela K v néjaké oteviené kulicce, coz je v pfipadé R otevieny interval konecné délky, oznacme
ho (a,b). Ten zase lezi v uzavieném intervalu (a, b). Necht (z,)52; je libovolna posloupnost bodu
v A. Pak tato posloupnost lezi i v (a, b), takze podle Bolzanovy—Weierstrassovy véty umime nalézt
konvergentni podposloupnost (zn, )32, majici limitu = € (a, b). Protoze ale body podposloupnosti
(zny )52, lezi v uzaviené mnoziné A, musi zde lezet i jejich limita, tj. 2 € A. Tim jsme ovéfili
kompaktnost A.

Nyni provedeme indukéni krok. Nechf pro R™ tvrzeni plati, dokdZeme ho pro R"*1. Bud A
uzaviena a omezend podmnozina R*+1 a (xn)52; posloupnost boda v A, ze které chceme vybrat
konvergentni podposloupnost. Soufadnice bodu = € R**! pisme jako z = (m(l), RN :v("+1)) nebo
také jako x = (i,x(’”'l)), kde Z = (z(l), ...,z(™) € R™. Na prostoru R"*! znaéme eukleidovskou
metriku p, na R™ zase p.

Necht A C Ur(a) z omezenosti A. Necht = € A, pak p(z,a) < r a okamzité také plati

5(7,a)2 = (x(l) _ a<1))2 I (mm) _ a(n))Q
< (x(l) _ a(l))2 4ot (x(n) _ a("))2 n (x<n+1> . a("+1))2
= p(z,a)? <1,

takze i body A ,po zapomenuti posledni soufadnice“ tvofi omezenou mnozinu v R™. Specidlné
diky x, € A plati {Z, | n € N} C U,(a) C R™. To ale znamena, ze body (Zn)5%; vSechny lezi
i v uzaviené kuliéce B(a), kterd je omezena. Podle indukéniho pfedpokladu je kompaktni, takze
mutzeme vybrat podposloupnost (Zn, )52, konvergujici k y € R™.

Nasli jsme tak podposloupnost (zn, )32, kterd nékam konverguje v prvnich n slozkich. Ob-
dobné se vypofadame s chybéjici (n + 1). slozkou. Posloupnost (wgﬁl))j ) celd lezi v kuliéce

Uy (a<"+1)) C R, protoze pro z € A je
)m(n+1) _ gntD) 2 < ﬁ(i",fl)z + ‘I(TH—I) _ a(n+1)‘2 _ p(x’a)2 < r2.

oo
Proto také (xsgfl)) lezi v uzaviené kulicce By (a("+1)) (tj. uzavfeném intervalu), coz je kom-
pakt, takze muzeme p;ovést druhy vybér podposloupnosti (zm,; )52, kde kazdému indexu m; od-
povida néjaky index nj. Tato posloupnost konverguje k z € R.
Stale ale plati, Ze (Zm,;);2; konverguje k y, nebot je to podposloupnost (pod)posloupnosti
(Zny,)52q- Odtud plyne, ze posloupnost (zm,;)$2; v A konverguje jak v prvnich n slozkich k y,

tak i v posledni slozce k z. Pak jiz ale musi'l celd konvergovat k bodu p = (y(l), Lo ,y("),z) S
R™*+1. A protoze A je uzaviena a body (m; )52, v A lezi, je p € A. Tim jsme nasli konvergentni
podposloupnost pro ()52 ; a ukézali kompaktnost A. O

Heineova—Borelova véta ndm ukazuje, ze v R" je kompaktt celd fada, a ddva nam vcelku jed-
noduchy zptsob, jak kompaktnost ovérovat. Napriklad v roviné ihned vidime, Ze uzavieny ctverec,
kruh nebo 2026uhelnik jsou kompaktni.

Cviéeni 20. Dokaz, Ze mnozina K = {(z,y,z) € R3 | 22 + 232 + 322 = 1} je kompaktni.

Hntuitivné napt. v R2, pokud z, konverguji k x a zarovenn y, konverguji k y, tak i body
(Zn,yn) € R? se budou postupné blizit k (z,y). Formalné se to udéla tak, ze pro € > 0 se najde
no takové, aby pro n > ng zaroven platilo |z, — x| < v2/2 a |yn — y| < +/€/2, nacez bude
p((@n, yn), (:c,y))2 = |2zn — x| + |yn — y|? < €/4+ /4 < €. Pro vice slozek se postupuje podobné.
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Cviéeni 21. Dokaz, Ze mnozina A = {(z,y, 2) € R? | 22 + y2 = 22} neni kompaktni.

Na zavér tu mame ochutnavku toho, jak se spojité funkce a kompakty hezky vzajemné doplriuji,
¢emuz se budeme vice vénovat v tfetim dile serialu.

Tvrzeni 36. (spojity obraz kompaktu) Necht (K,p) je kompaktni metricky prostor, (Y,o) je
metricky prostor a f : K — Y je spojité zobrazeni. Dokaz, ze pak f(K) je kompaktni vY.

Diikaz. Bud (yn)S%; néjaka posloupnost bodi v metrickém prostoru f(K). Chceme ukazat, ze
tato posloupnost mé konvergentni podposloupnost. Z definice

F(K) ={f(z) |z € K}

umime nalézt n&jakd z, € K takova, ze f(zn) = yn. Protoze K je kompaktni, ma (zn)52
konvergentni podposloupnost (xn, )32 s limitou = € K. Diky spojitosti f je pak

takze (yn,, )i, je konvergentni podposloupnost nasi ptvodni posloupnosti (yn )52 ;. O

Tvrzeni je zajimavé i z toho duvodu, ze spojité funkce nemusi zobrazovat omezené mnoziny
na omezené mnoziny: Napiiklad f(z) = 1/z zobrazuje omezenou mnozinu (0,1) na neomezenou
mnozinu (1, 00). Stejné tak spojité funkce nemusi zobrazovat uzaviené mnoziny na uzaviené mno-
ziny (narozdil od vzorovéani uzavienych mnozin, jak jsme vidéli ve cvigeni 7): Funkece f(x) = z%‘_l
zobrazuje celé R (coz je uzaviend mnozina) na mnozinu (0, 1), kterd uzaviend neni.

V kontextu Heineovy—Borelovy véty, pokud je A C R"™ ziroven omezend a uzaviend, tak je
kompaktni, takze ji spojitd funkce f : R™ — R™ zobrazi na kompakt f(A) C R™, tedy f zachova
omezenost a uzavienost. Kdyby ale A byla jen omezena nebo jen uzaviend, tak f(A) nemusi byt
ani omezena, ani uzaviena. V jakémsi smyslu se omezenost a uzavienost chovaji pro spojité funkce
hezky jenom dohromady, ne samy o sobé.

Priklad 37. Nechtf (K, p) je kompaktni metricky prostor a f : K — K zachovava vzdalenostil?,
tj. pro kazda z,y € K plati

p(f(x), f(v) = plz,y).
Dokaz, ze f je na K (tj. kazdy bod K je obrazem né&jakého bodu z K).

Reseni. Pro spor predpoklddejme, Ze existuje bod = € f(K). Z predchoziho tvrzeni vime, ze f(K)
je kompakt, tudiz jde o uzavienou mnozinu. Protoze z nelezi v f(K), mé od f(K) néjakou kladnou
vzdalenost € > 0 (v opa¢ném p¥ipadé by totiz lezel na hranici f(K) a z uzavienosti by byl prvkem
f(K)). Kazdy prvek f(K) je alespon e vzdalen od z.

Uvazujme nyni posloupnost z, f(z), f(f(z)), f(f(f(z))),... Pro lepsi znaceni ozna¢me prvky
posloupnosti jako f™(x) (tedy napiiklad f2(z) = f(f(z))). Jak daleko jsou od sebe prvky této
posloupnosti? Protoze je f izometrie, mizeme ,ohoblovat“ nadbytecné aplikace funkce a spocitat
si pro pfirozena n > m

p(f" (@), [ (@) = p(f* " @), S (@) = - = p(f7 7 (@), )

Vysledny vyraz ale udavé vzdalenost mezi « a prvkem f(K), tudiz je velky alespori €. Libovolné
dva prvky posloupnosti jsou od sebe tedy vzdéleny alespon €. Potom ale tato posloupnost nemuze
mit konvergentni podposloupnost, protoze nemize mit ani cauchyovskou podposloupnost, natoz
pak konvergentni. To je ale spor, protoze se nachazime na kompaktu.

12Takovym zobrazenim iikdme izometrie.
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V minulém dile seridlu jsme v ramecku popisovali Hausdorffovu metriku pg, pomoci které lze
méFit odliSnost (nékterych) podmnozin metrického prostoru, a to tak, Ze se v kazdém bodu obou
mnozin uré¢i minimélni vzdélenost k néjakému bodu druhé mnoziny, a pak se za vzdalenost mno-
zin polozi nejvétsi z téchto cisel. Da se ukazat, ze ,nékteré podmnoziny“ mizou byt napiiklad
vSechny kompakty — specialné naptiklad v roviné uzavienost zarucuje, ze dvé rtizné mnoziny
maji kladnou vzdélenost (jinak by napf. otevieny a uzavieny kruh o stejném stfedu a poloméru
mély vzdalenost 0), a omezenost zase zarucuje, ze vzdalenost dvou mnozin je koneéna.

Miuizeme tak tfeba v roviné vysetfovat konvergence posloupnosti mnozin. Bude se ndm hodit
védét, ze kompaktni podmnoziny R? spolu s Hausdorffovou metrikou tvoii tplny prostor.

Podivejme se na jednu takovou posloupnost. Reknéme, e mame rovnostranny trojahelnik 7'
s vrcholy A, B, C. Oznaéme Sap, Sgc, Sca sttedy stran AB, BC, CA. Tomuto trojihelniku
pfifadme mnozinu f(T) = T4 UTp U T¢, kde T4 je trojuhelnik ASapSca, Tp je trojuhelnik
BSpcSap a Tc je trojuhelnik CScaSpe (jinymi slovy, f(T) = T \ I, kde I je otevieny
trojuhelnik S p SBCscA).

Zobrazeni f tak rovnostrannému trojihelniku pfifazuje sjednoceni t¥i rovnostrannych troj-
thelnikt T4, T, Tc. Na né lze f opét aplikovat, tj. rozlozit kazdy z trojuhelnika Ts, Ty,
Tc na t¥i mensi rovnostranné trojuhelniky. Popisme tento proces posloupnosti: 77 bude prvni
rovnostranny trojuhelnik, feknéme o strané délky 1, 7> = f(71), T3 pak vznikne aplikaci f na
tii trojahelniky v 1o, Ty zase vznikne aplikaci f na devét trojuhelnickda v T3 a tak dale. Na
obrazku je par téchto mnozin znazornéno.

Hausdorffova vzdélenost 71 od Th se da spocitat jednoduse z obrazku Pythagorovou vétou,
je to ﬁ. Ve skutecénosti je to vzdalenost T7 od libovolného T, n > 1. Vzdélenost T2 od T3

12
V3

je % © Y5 ave skutecnosti je to vzdalenost T» od libovolného T}, n > 2. Obecné plati, Ze pro

n > m je vzdalenost Ty, od T, rovna

1)’”@,

PH(Tn»Tm): (2 6

To znamend, ze posloupnost obrazct (T5,)5%; je cauchyovskd! A protoze prostor, ve kterém
pracujeme, je uplny, ma tato posloupnost limitu 7.

Tato mnozina T je takzvany Sierpiriského trojuhelnik. Je to ptiklad fraktdlu, o kterych jsi
mozné nékdy néco slysel(a), a jako takovy vypada zajimavé (byt ho v plném detailu nemiizeme
nakreslit) a ma nékteré netradi¢ni vlastnosti. Naptiklad jednotlivé T}, jsou rozumné geometrické

obrazce s kladnym obsahem (%)n_l . @, ovSem tato posloupnost obsaht konverguje k nule,
takze v tomto smyslu ma T ,nulovy obsah“. Spousta fraktalii nebo jinych exotickych objektt
se da sestrojit tak, ze se vytvori posloupnost rozumnych objekt, o které se pak ukaze, ze musi

konvergovat k nécemu zajimavému.
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Do tietice vSeho dobrého

Dékujeme, Ze jsi s ndmi doSel (dosla) az sem, na konec druhého dilu seridlu. Kompaktnost jsme
zatim moc nevyuzili, ale to se pfisté zméni. Uvidime, jak se spojité funkce s kompaktnosti kamaradi
a ze z toho plynou tfeba i geometricka tvrzenicka, kterd o funkcich vlastné vibec nehovori. Také
zjistime, Ze pro spojité funkce na kompaktu lze zavést metrika, a tedy si je lze predstavovat jako
body v (uz docela velkém) metrickém prostoru, coz je docela odlisny pohled na funkce, nez jaky jsi
mozna mél(a) doposud. Celkové se budeme snazit vyuzit celé masinerie, kterou jsme vybudovali,
na ziskani hezkych nahledu. Tésime se, az se zase uvidime ve tretim dile!

Navody k Gloham

1. Odcislyj si vrcholy jako vy, ...,v, a pfedepi$ si hodnotu na prvnim vrcholu. Jaké jsou mozné
hodnoty na vrcholu v2? A na v3? Az dojdes k vy, nezapomen, ze ten je zase napojen na prvni
vrchol vq.

2. Zkus v ptikladu 25 zvolit jiné zg.
Reseni cviteni

1. Rozmysli si, ze cauchyovské posloupnosti jsou praveé ty, které jsou od néjakého bodu konstantni.
Ty pak zjevné maji za limitu ten bod, ktery se v nich vyskytuje nekone¢nékrat.

2. Necht F' je uplné a (z,)52; je posloupnost v F' konvergujici k € M. Pak tato posloupnost
je cauchyovska podle cviceni 3, takze z uplnosti F' musi v F' konvergovat. Z jednoznacnosti limity
tato limita v F' musi byt rovna z, takze z € F.

Pokud je F' naopak uzaviena a (zn)52; je cauchyovska posloupnost bodi v F, pak z Gplnosti
M (nebot (x,)52; specialné lezi v M) musi mit tato posloupnost v M limitu z. Ale F' je uzavfena,
takze z € F, coz dokazuje, ze cauchyovska posloupnost bodi v F' mé automaticky limitu v F. Tedy
F' je uplna.
3. Staéi vzit vzdy § = %
5. Necht z € X a & > 0 jsou libovolné. Polozme § = ¢/c > 0. Pak pro y € Us(z) plati

o(f(@). fW) Se-pley) <e-d=c-” =,

coz dokazuje spojitost f.
6. Necht je f spojita a G je oteviena podmnozina Y. Pokud je f~1(G) prazdna, je jisté oteviena
a jsme hotovi. Jinak necht je x € f~1(Q), tj. plati f(xz) € G. Z otevienosti G nalezneme € > 0
takové, e U (f(z)) C G. Protoze f je spojité, lze najit § > 0 takové, ze f(Us(z)) C Uc(f(z)) C G.
To ale znamena, ze viechny body z kulicky Us(x) se zobrazi do G, tj. Us(xz) C f~1(G). Tedy z je
vnitfnim bodem f~1(G), a to je tak otevienad mnozina v X.

Necht naopak vzory otevienych mnozin v Y jsou oteviené v X. Necht x € X a & > 0 jsou
libovolné. Kulitka Ue (f(z)) je jisté oteviend v Y, takze musi jeji vzor

1 (ve(p@))

byt podle predpokladu otevieny v X. Tento vzor navic obsahuje z, takze z otevienosti obsahuje
i n&jakou celou kulicku Us(z). To ale znamen4, ze

f(Us(x)) C U (f(z)).
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Tedy f je spojita.

7. Ze cviceni 6 vime, ze f je spojita pravé tehdy, kdyz vzoruje oteviené mnoziny v Y na oteviené
mnoziny v X. Z prvniho dilu seridlu vime, ze F je v Y uzaviend pravé tehdy, kdyz F€ je v Y
oteviena. Pro vzory zase plati (f~1(F)) = f~1(F°). Tedy pokud je F uzaviens v Y, pak je F°
oteviend v Y, nacez f~1(F°) = (f’l(F))c je oteviend v X, a tedy f~1(F) je v X uzaviena.
Pokud naopak f vzoruje uzaviené na uzaviené, pak se analogicky dokaze, ze vzoruje i oteviené na
oteviené.

8. Dle pfedchozich cvideni ndm staci ovétit, ze h~1(U) je oteviena v X pro kazdou U otevienou

v Z. Vime, ze g~1(U) je oteviend v Y. Pak ale ze spojitosti f musii f=(g~*(U)) = h=1(U) byt

oteviena v X.

10. Chceme pouzit Banachovu vétu pro f(z) = %(m + £) na intervalu (0, 00), ze kterého bereme

hodnotu zg. Tento interval ale neni uzavieny, a navic pro hodnoty x blizko nuly je funkce f citliva

na malé zmény z (kvili ¢élenu a/z) a nevyjde kontraktivni. Musime tak postupovat opatrnéji.
Podivejme se na kontraktivitu f:

1 a a 1 |22y +ay — y%z — ax 1 |zylz—y) —alz—y
@) = F)l = Sa+ & —y—2|=1.] l_ 2 vl my) el o
2 z ylo 2 |lzy] 2 |zy|
1 lzy — a
= le—yl
2 |zy|

Cinitel 2229l muze byt obecns velky pro z, y blizko nuly. Pokud ale zy > a > 0, ptjde se zbavit

[zy|
absolutnich hodnot a dostaneme

1 - 1
@) = f@) = Hle =yl == < Gle =y,

takze za takové podminky bude f kontrakci.

Zkusme se tak nejdiiv omezit na interval (y/a, o), ktery je Uplny a na némz je f kontrakeci.
Potiebujeme jesté ale, aby f zobrazovala tento interval do sebe, tj. aby pro kazdé =z > +/a bylo
i f(x) > +/a. K odhadu pouzijeme AG!3 nerovnost:

- Va.

1 a a
)= —(z+—) >/z-—
/(@) 2( x) - T
kladné z, takze f dokonce zobrazuje (0,c0) do (v/a, o).
To znamena, ze pokud méame libovolné xzg > 0, klidné nelezici v (v/a, o), tak po jedné iteraci
z1 = f(x0) jiz v tomto intervalu lezet bude. Dalsi iterace xn41 = f(2n) uZ z néj neutecou, protoze
f zobrazuje tento interval do sebe. Navic je na ném f kontrakci a interval je uplny. Podle Bana-
chovy véty tak i v této komplikovanégjsi situaci, kdy zo ¢ (v/a, ), bude posloupnost konvergovat
k jedinému pevnému bodu f na intervalu (y/a, c0).
Snadno se ovéri, ze f(y/a) = v/a. Tato hodnota ziejmé lezi v nasem intervalu, takze to musi byt
ten pevny bod, ke kterému (z,,)52, konverguje.
11. Vezmeme tfeba polynom P(z) = (x —a1) - - - (x —an). Ten se nuluje pravé v bodech a;. Pokud
nyni zadefinujeme f(z) = P(z) + z, pak f(a) = a <= P(a) + a = a, coZ nastane pravé tehdy,
kdyz a je kofenem P, tedy pravé pro hodnoty a;.
12. Ano — zvol jeden bod a € M a definuj funkci na M konstantné jako f(z) = a.

13Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym priimérem ¥ika, %e pro u1,...,u, kladna reilna
¢isla vzdy plati % > YUy - ... Un. Zde ji pouzivime pro n = 2 a v této podobé se snadno

dokaze ze zfejmé platné nerovnosti (v/u — /v)% > 0.
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14. Necht je (z,)5%; libovolna posloupnost v K. Protoze je tato posloupnost nekoneéna a K =
{a1,...,ar} pouze konecna, musi existovat bod a; € K, ktery se v posloupnosti (z5)5%; vyskytuje
nekonec¢nékrat, feknéme, ze postupné na pozicich n1, n2, n3, ... Pak ale podposloupnost (zn, )72,
zfejmé konverguje k a;, nebot je konstantni.

15. Ze cvicCeni 14 vime, ze konecnd K je kompaktni. Pokud je naopak K nekonecnd, muizeme
zkonstruovat posloupnost (z5,)52; takovou, ze zadné dva jeji prvky nejsou stejné. Pak maji véechny
jeji body vzdalenost 1, takZe at zvolime podposloupnost jakkoliv, nikdy nebude cauchyovsk4, a tedy
ani konvergentni. Odtud plyne, ze K nemize byt kompaktni.

16. Necht (,)52; je posloupnost bodt z K. Protoze je M kompaktni, existuje vybrana konver-
gentni podposloupnost. No a nyni si vzpomeneme na charakterizaci uzavienych mnozin z prvniho
dilu seridlu (tvrzeni, Ze mnozina je uzaviend pravé tehdy, pokud je uzaviend na limity). Pokud
je K uzaviend, pak tato limita lezi v K a mame tedy podposloupnost konvergentni v K. Naopak
pokud neni uzaviend, pak si mizeme za (x,)32; zvolit posloupnost bodt z K, které konverguji
k bodu mimo K. VSechny podposloupnosti budou také konvergovat k tomu stejnému bodu mimo
K a z jednoznac¢nosti limit nebudou mit limitu v K.

17. Pro (0,1) se ndm nemusi podafit najit limitu cauchyovské podposloupnosti (xx, )72 ;, protoze
tento interval neni uplny. Pro (0, 00) je zase problém v tom, ze délka vSech dil¢ich pulenych intervala
je stale nekonecno, takze vybérem (zn, )72, nemusime dostat cauchyovskou podposloupnost.

Pro mnozinu (0,1) U (2,3) miZeme nejdfiv vybrat jeden z intervalt (0,1), (2,3), v némz lezi
nekone¢no bodi nasi posloupnosti (z,,)5%;, a na tento interval a téchto nekone¢no bodu pouzit
Bolzanovu—Weierstrassovu vétu.

18. Necht (25)52; je posloupnost bodu v K. Protoze mnozin K1, ..., K je koneény pocet, musi
existovat K, j € {1,...,m} takova, ze v K; lezi nekonecno bodt nasi posloupnosti. Ozna¢me jako
(Tny )52, = (Yk)72, ty body lezici v K. Protoze K je kompaktni, mizeme vybrat podposloupnost
(yk[ )2, konvergujici k y € K; C K. To je ale zaroven zase podposloupnost posloupnosti (zn)52
(konkrétné néjaky vybér z podposloupnosti (xn, )72 ), takze jsme ukazali, ze K je kompaktni.

Sjednoceni nekone¢na kompakti uz kompaktni byt nemusi — napiiklad sjednoceni uzavienych
intervalt (—n,n) dava nekompaktni R, nebo v nekoneéném diskrétnim prostoru {z1,z2,...} jsou
jednoprvkové mnoziny x, kompaktni, ale jejich nekonec¢né sjednoceni ne.

19. Nalezneme a € M a r > 0 takové, ze A C Ur(a). Pro € A bud x lezi v A, naéez p(z,a) <
r <r+1, nebo x € JA, nacez lze najit y € A vzdalené od x nejvyse 1. Pak ale

p(z,a) < p(z,y) + p(y,a) <1+

Tedy kazdy bod hranice A je vzdalen od a nejvyse o r + 1, takze A C Ury1(a).
20. Definujme na R3 funkeci f(z,y, z) = 22 +2y%+322—1. Pak lze mnozinu K (ktera je elipsoidem)
psat jako

K ={(z,y,2) €R® | f(z,y,2) = 0} = f ' ({0}).
Protoze {0} je uzaviend mnozina v R a f je spojitd funkce (je to soucet nékolika funkci typu
g(x) = x2, jejichz spojitost jsme piimo ukazovali), musi byt K uzaviena podle cviéeni 6.

Nyni ukdZeme omezenost K. Pro bod (z,y,z) € K mizeme odhadovat jeho vzdélenost od
pocatku jako

p2((,9,2),(0,0,0))* =2 + 4% + 22 <a? + 22 + 322 = 1,
takze K C U1((0,0,0)).

Protoze K je uzaviena a omezena podmnozina R3, je jiz dle Heineovy—Borelovy véty kompaktni.
21. Mnozina A (ktera je dvojkuzel) obsahuje celou ptimku {(t,t,tv/2) | t € R}, takZe neni omezena
— jakkoliv velky polomér r > 0 zvolime, stejné budou v A lezet body (—r, —r, —7v/2) a (r,r,rv/2),
které jsou od sebe vzdilené vice jak 2r, takze A nebude uzaviend v zadné kuli¢ce o poloméru r
(s libovolnym stfedem). ProtoZze A neni omezend, nemiize byt ani kompaktni.
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