Povidani k druhé podzimni sérii

V tomto textu se dozvis néco malo o posloupnostech. Nejprve si povime, co to vlastné
posloupnost je a zminime nékteré ze zpusobu, jak ji lze zadat. Potom se zamérime
na dva vyznamné typy posloupnosti.

Co je to posloupnost?

Posloupnosti rozumime nékolik (klidné i nekoneéné mnoho) ne nutné riznych reél-
njch &isel!, ktera jsou zadana v uréitém poradi. Cleny koneéné posloupnosti znac¢ime
ai,asg, ..., an, pro nekonecnou posloupnost pak piseme aq, as, ... Celou posloupnost
zna¢ime {a;}7_, piipadné {a;}$2,, coz nékdy zkracujeme na {a;}.

Pokud neni uvedeno jinak, posloupnosti budeme myslet nekoneénou posloupnost.

Jak lze posloupnost zadat?

Posloupnost lze zadat rtiznymi zptsoby. Jednim z nich je explicitni vyjadfeni po-
sloupnosti pomoci vzorce pro n-ty ¢len.

Piiklad. Explicitné vyjadiena je napiiklad posloupnost zadané pfedpisem a,, = n?

pro n > 1, tj. {n?}°° ;. Tuto posloupnost tvoii &fsla 1, 4, 9, 16, ... v tomto pofadi.

Jinou moznosti je zadat posloupnost rekurentné. To znamend, Ze (n + 1)-ni ¢len
posloupnosti vyjadiime pomoci nékterych z n piredchozich ¢lentt. Abychom posloup-
nost takto mohli vyjadfit, musime navic zadat pocatecni podminky.

Priklad. Posloupnost z pfikladu vyse bychom rekurentné zadali vztahem a,11 =
=a, +2n+1 pron > 1 s pocateéni podminkou a; = 1.

Piiklad. Asi nejznaméjsi rekurentné zadanou posloupnosti je Fibonacciho po-
sloupnost. V té je kazdy clen sou¢tem pfedchozich dvou clend, tedy

Ap+1 = Ap + Ap—1

pro n > 1, pficemz ap = 0 a a; = 1. Jeji explicitni vyjadfeni, které zacina 0, 1, 1, 2,
3, 5,8, 13,21, ..., nAm toho naopak moc nefekne.?

Bézné se pouzivaji oba zptlisoby a kazdy ma své vyhody a nevyhody. Za urcitych
podminek 1ze oba zapisy mezi sebou prevadét, ale obecné vsak posloupnost nemusi
jit vyjadrit zddnym z nich.

ITak tomu je alesponi pro nase ucely, obecné mohou byt &leny posloupnosti skoro jakékoliv
matematické objekty. Posloupnostmi v tomto obecnéjsim smyslu se vsak zabyvat nebudeme.

n n
2Ptekvapivé plati, ze a, = % {(%) — (#) ], kde se &islo 1+2\/5 nazyva zlaty vez.
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Vlastnosti posloupnosti

Vlastnosti posloupnosti jsou definovany obdobné jako vlastnosti funkci. Posloupnost
{a;} se nazyvd omezend, pokud existuje konstanta M takova, Ze pro vSechna n je
-M<a, <M.

Posloupnost {a,} je

(i) rostouct, pokud pro i < j je a; < a;;

(ii) neklesajict, pokud pro i < j je a; < aj;

(iii) klesajici, pokud pro ¢ < j je a; > aj;

(iv) merostouct, pokud pro i < j je a; > aj.

Posloupnost dale nazveme monotonni, pokud je neklesajici nebo nerostouci, a
striktné monotonni, pokud je rostouci nebo klesajici.

Aritmetické a geometrické posloupnosti
V praxi se nejcastéji setkdvame s aritmetickymi a geometrickymi posloupnostmi.

Posloupnost {a,}$2 ; nazveme aritmetickou, jestlize existuje takové redlné ¢islo
d, ze pro vSechna n € N plati
Un+1 = Gp + d.

Cislu d pak iikame diference aritmetické posloupnosti.
Podobné posloupnost {a, }5° ; nazveme geometrickou, jestlize existuje takové ne-

nulové realné cislo ¢, ze pro vSechna n € N plati

ap+4+1 = Qp * g,

kde cislo ¢ nazyvame kvocientem geometrické posloupnosti.

Pro obé posloupnosti zname explicitni vyjadieni. Pro aritmetickou posloupnost

plati vztah
ap=a1+(n—-1)-d
a pro geometrickou
ap = a1 - qnil-

Rovnéz jsme snadno schopni secist ¢leny obou zminénych posloupnosti. Soucet s,

prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti lze spocitat pomoci vzorce
n- (a1 + ap)

Sp = ————=.
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Pro soucet s,, prvnich n ¢lentt geometrické posloupnosti plati

. { aL prog# 1,
" nay pro ¢ = 1.




Pokud navic kvocient geometrické posloupnosti spliiuje |g| < 1, pak pro soucet s =
= a1 + as + ... vSech jejich ¢lent plati

Piejeme Ti hodné zdaru pfi feSeni druhé série!



