Restaurace

1. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Pét orgii — Alicka, Bara, Cdenék, David a Kata — se seslo v restauraci a kazdy z nich si objednal
bud rybu, nebo salat. Vime, Ze org, ktery si objednal rybu, vZdy lZe a org, ktery si objednal salét,
vzdy mluvi pravdu. Urcete, ktery org si objednal jaky pokrm, znate-li nasledujici vypovédi:

(a) Alicka: ,Traja moji kamardti si objednali Saldt a jeden rybu.“

(b) Béra: ,, Ctyfi mi kamaradi si objednali rybu.“
(¢) Cdengk: , Jeden mij kamardd si objednal saldt a tii rybu.“
(d) David: ,,Cty#i mi kamaradi si objednali salat.*

RESENT:
David a Bara jsou odividné ve sporu (nemtzeme mit étyfi salaty a ¢tyfi ryby zaroven). Alicka
a Cdengk si také protifeéi (opét nemiizeme mit t¥i ryby a t¥i saldty zaroveri). Z obou téchto dvojic
alespon jeden org musi lhat, tudiz mame alespon dva, ktefi si objednali rybu, takze David urc¢ité
1ze a ma rybu. Pokud by Bara méla salat, vSichni ostatni by méli rybu. To by ale znamenalo, ze
Cdenék mé pravdu — tfi jeho kamaradi by v tuto chvili méli rybu, coz je spor. Bara tedy sama
ma rybu. Alicky tvrzeni uz pravda byt nemize (salat uz muze mit pouze Cdenék a Kata), tedy je
rybozrout.

Podivame se na Kéatu: kdyby byla také rybozrout, Cdenék nemé zddného saldtového kamarada
a lze — ma rybu. To by ale znamenalo, ze Bara ma ¢tyfi rybové kamarady, a v tu chvili by méla
pravdu, coZ je opét spor. Z toho plyne, ze Kéta i Cdenék jsou jedinymi pravdomluvnymi saladtovniky.

Objednavky jsou tedy nasledovné: Alicka — ryba, Bara — ryba, Cdenék — salat, David — ryba,
Kéta — salat.

POZNAMKY:
Doslé feSeni byla spréavné. (Lucka Zinova)

Uloha 2.

Fofik a pan G cekaji, az jim prinesou jidlo, a tak si krati ¢as hrou. Hra ma pét kol a v kazdém kole
muze Fofik vsadit nezapornou celoc¢iselnou ¢astku. Pan G mu fekl, ze ve ¢tyfech kolech z péti mu
vsazenou castku zdvojnasobi a vrati, ale v jednom kole mu vSechny vsazené penize vezme. Jaka je
nejvyssi suma penéz, kterou miize Fofik zarucené po skonceni hry mit, ma-li pied hrou 3 K¢?
RESENT:

Méme nalézt nejvyssi moznou hodnotu, feseni se proto nutné skldda ze dvou ¢asti. V prvni ¢asti
ukézeme, ze Fofik si umi spravnym sdzenim zajistit, Ze po konci hry bude mit 16 Ké. V druhé ¢asti
pak dokazeme, ze vice nez 16 K¢ garantovat nelze.

Nalezeni kandidata

Staci, aby Fofik postupné v jednotlivych kolech cilil sazet ¢astky 2, 3, 4, 4, 0 K¢.
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Pokud mu pan G v zaddném z prvnich ¢tyf kol penize nevezme, nasleduje tento predpis sazek az
do konce. Vyvoj jeho bilance tedy bude vypadat 3 -5 — 8 — 12 — 16 — 16.

Pokud naopak sidzku v nékterém z prvnich ¢tyt kol ztrati, opusti Fofik po onom kole uvedeny
pfedpis sadzek a az do konce hry sazi ,all-in“ (tedy vSe, co ma). Snadno se spocte, ze ve vSech
takovych pripadech skon¢i Fofik hru s 16 K¢ v kapse — napt. pfi ztraté sdzky ve tfetim kole bude
vyvoj jeho bilance 3 -5 — 8 -4 — 8 — 16.

Potvrzeni optimality

Predné si vSimnéme, ze vsadi-li Fofik v libovolném kole vice, nez mu nakazuje strategie vyse, tak
panu G sta¢i v prvnim takovém kole sazku vzit.! Do té doby totiz Fofik vzdy sézel ¢astky stejné &i
méné vysoké jako v predpisu, jeho dosavadni jméni je proto mensi ¢i rovno dosavadnimu jméni pti
strategii pfedpisu. Proto poté, co mu pan G sizku vezme, nedokdze Fofik (i pfes néasledné sdzeni
all-in) mit na konci hry vice nez 16 K¢.

Fofik tedy nutné v kazdém kole sazi stejné ¢i méné, nez Fika predpis. Pak ale v té varianté hry,
kdy pan G sazku zabavi az v poslednim patém kole, Fofik do patého kola vstoupi s nanejvys 16 K¢.
V tomto kole nutné vsadi 0 K¢, a tedy hru zakond¢i s kapitalem nejvyse 16 K¢. Sazenim mensich
¢astek, nez rika predpis, tedy nelze garantovat vyhru vétsi nez 16 K¢.

POZNAMKY:

Vétsina Fesitelt se snazila o (néjak osekany) rozbor piipadd, ne vzdy se jim ale povedlo dostatecné
dobre zdivodnit, ze jimi nalezena hodnota je skutecné optimalni. Vzorové feseni je proto ukazkou
toho, jak toto odtivodnéni slo udélat rychle a pfitom kompletné. Velice pak chvalim ty FeSitele, ktefi
si ilohu prevedli do soustavy nerovnic a z toho jiz, bez dalsich pochybnosti o optimalité, odvodili
jediné mozné FeSeni. (Josef ,, José“ Soural)

Uloha 3.

V cisilkové polévce plave devét nezapornych realnych cisel splnujicich, ze soucet jejich druhych
mocnin je alespon 25. Dokazte, Ze existuji tfi z nich, jejichz soucet je alespon 5.

RESENT:

Cisla pojmenujeme od nejvétsiho po nejmensi a1, as, . .., ag. Pokud néktera trojice bude mit soucet
vétsi nebo roven 5, tak i a1 + as + a3 > 5, proto dava smysl se pfi feseni zamérfit na ni. Podivejme
se na vyraz

(a1 + a2 + a3)® = af + a3 + a3 + 2a1a2 + 2a2a3 + 2a103.

JelikoZ a1, a2 a a3 jsou vétsi nebo rovna ostatnim (a vSechna &isla jsou nezdpornd), plati také
aman > a pron,m € {1,2,3} a £ > 4. N4§ vyraz tedy umime odhadnout nasledovné:

9
(a1 + a2 + a3)? = a? + a2 + a2 + 2a1a2 + 20203 + 2a1a3 > Za? > 25.
i=1
Odtud (a1 +a2 +a3)? > 25, coz diky nezapornosti ¢isel miizeme odmocnit, a dostdviame kyzené
a1 +az +az > 5.

PozNAMKY:

Vétsina feseni postupovala stejné jako vzorové. Spatna feseni obvykle néjakym zpiisobem piedpo-
kladala, ze pramér druhych mocnin ¢isel je to samé jako jejich aritmeticky priamér na druhou, coz
bohuzel neplati. (Anic¢ka Trnkova)

ITo vzdy muze. Pokud uz totiz pan G sebrani pouzil, bude Fofik zjevné az do konce hry sizet
all-in, pfesné jak mu strategie nafizuje. Situace vsazeni vice nez dle predpisu tedy nastane jen
tehdy, kdyz pan G jesté muze sebrani pouzit.



Uloha 4.

Hedvika si rysuje do kase. Nejprve nakreslila pravidelny pétitithelnik ABCDE. Poté zkonstruovala
kruznici k se stfedem v bodé A prochazejici bodem B. Obdobné kruznice { ma stfed v bodé C
a prochdzi bodem B. Bud P prisecik k a { riizny od B. Dale bud m kruznice se stredem v P
prochézejici bodem D. Nakonec at X je jeji priisecik s £ riizny od D a'Y jeji priisecik se stranou
AEFE ruzny od E. Dokazte, Ze v Hedvi¢iné kasi plati |AX| = |AY|.

RESENI:

Vime, ze veskeré strany pétithelniku jsou si rovny, tedy |AB| = |BC|. Dale ze zadani vime, Ze
B # P a ze diky kruzmici k plati rovnost |AB| = |AP| a diky kruznici ¢ plati |BC| = |CP].
Z toho plyne, ze ABCP je kosoctverec. Diky tomuto kosocétverci jsme schopni snadno ukazat, ze
P je prusec¢ik ptimek AD a CE. Z kosoltverce vime, ze AB || CP a z vlastnosti pravidelného
pétithelniku plyne, ze AB || CE, tedy CP || CE, nutné tedy P € CE. Analogicky pak dokdzeme,
ze P € AD.

Ted dokézeme, ze X lezi na pfimce AC. Necht si ted oznacime t¥etinu velikosti thlu pfi vrcholu
pétithelniku jako o = 36° (tedy tfeba |[<ABC| = 3a a 180° = 5«). Jelikoz zadany pétithelnik
je pravidelny a jeho vrcholy lezi na jedné kruznici, Ghlopficky CE a C A urcuji obvodové uhly
|<DCE| = |<ECA| = % = . Zaroven z véty sss plyne, ze APDC = APXC, ponévadz sdileji
stranu PC, |CD| = |CX]| (z kruznice ¢) a |PD| = |PX]| (z kruznice m). Z této shodnosti vime, ze
|<PCD| = |<PCX]|. Zéroven ale diky tomu, ze P lezi na C'E, plati, ze |[<PCD| = |[<ECD| = «,
proto tedy |[<PCX| = |<PCA| = a. Jelikoz ze zadani plyne, ze D # X, lezi X na piimce AC.

Zbyva ndm ukazat shodnost AAY P = AAXP. Z kruznice m plati |[PX| = |PY| a oba troj-
thelniky sdileji stranu |AP|, musime tedy dokézat rovnost |<Y PA| = |[<APX]|, resp. |[<DPY| =
|<X PD|. Uhel XPD je obvodovy tihel u kruznice ¢, plati tedy z véty o obvodovych a stfedovych
thlech

|<DCA]|

=180° — =180° — a = 4a.

DCX
|<XPD| = 180° — %

Uhel DPY je zase stiedovy thel v kruznici m k obvodovému thlu DEY, tedy

|<DPY|
2
|<DPY| = 360° — 2|<DEY],
|<DPY| = 360° — 6 = 4av.
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Ukézali jsme tedy rovnost thlt |[<DPY| = |[<XPD| as tim i shodnost AAY P =~ APXA, z niz
uz plyne rovnost |AX| = |AY].

POZNAMKY:

Vétsina feSeni byla spravné. Nejcastéjsi chyby, které se objevovaly, byly vynechavani ¢asti dukazu
(hlavné u tvrzeni, ze X lezi na AC a podobné), zamériovani pismenek v FeSeni, kterd nékdy ani
nebyla definovana, nebo aritmetické chyby. (Ondrej Sedlécek)

Uloha 5.
Ivan ma bortvkovou vafli, ktera ma prohlubné tvaru ¢tverce. Tyto prohlubné tvori obdélnikovou
tabulku m X n a v kazdé z nich je maximalné jedna bortvka. Pro i-tou z celkovych k bortvek
necht r; znac¢i pocet boruvek v témze Fddku (véetné samotné borivky i) a q; znaci pocet borivek
v témze sloupci. Pomozte Ivanovi dokazat, ze plati

k

1 <m+n.

1rita T 4

1=

RESEN(:
Ozna¢me A mnozinu obsazenych poli¢ek a pro bortvku na pozici (¢,j) € A znaéme R; pocet
boriivek v i-tém fadku a S; pocet boriivek v j-tém sloupci. Dokazujeme tedy

Z 1 < m+n
pea it Si— 4

Ukézeme, ze pro libovolna kladna cela ¢isla a, b plati nerovnost:

1 < 1/1 n 1
a+b =~ 4\a b))’
Vynésobenim obou stran ab(a + b) > 0 dostaneme a? + > > 2ab. Co% se snadno upravi na

(a —b)2 >0.
Aplikaci na kazdy s¢itanec s a = R;, b = S; obdrzime

1 1 1 1 1
Y a5t X mti g
< R;+S; — 4 4 R, 4 - S;
(i,5)€A (i,5)€A (i,5)€A
Podivejme se na prvni sumu. Tu preusporadame podle radka: v i-tém radku lezi pravé R; bortvek,
kazda prispiva nejvyse #-. Piispévek celého fadku je tedy nejvyse R; - 4 = 1. S&itame jen pres

neprazdné radky, kterych je nejvyse m, takze
1
> R S™
(i,5)€A "

Zcela analogicky preusporadanim podle sloupct dostaneme Z( < n. Dohromady tedy

1
i,j)EA S

1 1 1
Z S*m"!‘z”l:m—’—nv

(ipyea it Si T4 4
coz jsme chtéli dokazat.
POZNAMKY:
Vétsina feSeni byla spravné, aZ na ta, co nebyla. (Vojta ,,Dldza“ Gadurek)



Uloha 6.

Johy pti dekani na jidlo usnula. V jejim snu ji navstivil souvisly graf? s 2026 vrcholy, z nich# k jich
bylo obarveno cervené, zbylé modie. Johy chtéla umazat nékteré jeho hrany tak, aby po jejim
zakroku vsechny cCervené vrcholy mély lichy stupen a vSechny modré stupen sudy. Pro ktera k se ji
to vzdy muze podarit, nezavisle na puvodnim rozmisténi hran a obarveni vrcholu?

RESEN(:
Nejprve dokdzeme, ze k je sudé. Pro kazdy graf plati, ze soucet stupni vSech jeho vrcholi je sudy
(kazda hrana prispiva jednickou ke stupni obou svych koncovych vrcholl). Modfe je obarveno
2026 — k vrcholu a kazdy z nich mé sudy stupen, takze soucet jejich stupnu je také sudy. Aby byl
celkovy soucet stupni sudy, musi mit i zbylych & cervenych vrcholt sudy soucet stupnu. Jelikoz
stupen Cervenych vrcholu je lichy, tak jejich pocet musi byt sudy, ¢ili k£ je sudé, a proto muzeme
psat k = 20.

Dale ukizeme, ze pro libovolné sudé k < 2026 to jiz lze. Protoze kazdy souvisly graf obsahuje
strom jako podgraf (tzv. kostru), staci toto tvrzeni dokdzat pro stromy s 2026 vrcholy. Z libovolného
jiného souvislého grafu s 2026 vrcholy totiz mize Johy umazat néjaké hrany tak, aby vznikl strom.

Méjme tedy graf G's 2026 vrcholy, ktery je strom. Zadefinujeme si nasledujici pomocné znaceni:
Predpokladejme, Ze na zacatku maji vSechny hrany ¢ernou barvu. V okamziku kdy rozhodneme, zda
tam Johy hranu neché, nebo ji smaze, pfebarvime hranu budto na ¢ervenou (hrana bude smazana)
nebo na zelenou (hranu tam ponechd). Déle kazdy vrchol ozna¢me kiizkem. Kdyz bude mit né&jaky
vrchol vSechny svoje hrany Cervené nebo zelené, preznacime k¥izek na kolecko.

Nyni budeme pokracovat nasledovné: Jelikoz G je strom, existuje v ném alespon jeden list.
Pokud je listt vice, vybereme jeden z nich a podivame se na jeho barvu. Z listu vede pouze jedna
hrana, tudiz je-li dany list ¢erveny, hranu, co z néj vychazi, obarvime zelené. Pokud je modry,
obarvime vychézejici hranu cervené. Tim méame obarveny vSechny hrany, které vychazi z daného
listu, a proto u néj prepiSseme kiizek na kolecko. Pocet zelenych hran u tohoto vrcholu ma jiz
spravnou paritu vzhledem k jeho barvé. Takto postupné vyfesime vSechny listy v grafu G.

Dale se podivame na graf, ktery je tvofen pouze vrcholy oznacenymi ki¥izky a hranami s ¢ernou
barvou. Ozna¢me si ho G’. ProtoZe G’ vznikl z G po odstranéni listi, je to opét strom. Existuje
v ném zase alespon jeden list, na ktery se zaméfime. Podivame se na paritu poc¢tu zelenych hran,
které z néj vedou, jez jsme obarvili uz predtim. (Tyto hrany nejsou soucéasti G’. Jsou to hrany, na
kterych ,visi* listy z predeslého odstavce.) Pokud je parita tohoto po¢tu spravné vzhledem k barvé
vrcholu, tak jedina hrana, ktera vede z daného vrcholu a pat¥i do G’, dostane &ervenou barvu, jinak
dostane barvu zelenou.

Tento postup budeme opakovat dale, az dostaneme strom se dvéma vrcholy a jednou hranou.
Vybereme libovolny ze dvou vrcholt a udélame s nim to samé, co doposud. Tim vsechny vrcholy
kromé jednoho maji spravnou barvu vzhledem ke své parité (pokud bereme, Ze Cervené hrany v
grafu vlastné nejsou, protoze to jsou ty, co Johy potom smaze). Zbyva nam tedy ukazat, Ze i tento
posledni vrchol, ozna¢me si ho v, ma spravnou barvu.

K tomu vyuzijeme, ze k je sudé. Pokud je v Cerveny, tak z ostatnich vrcholi je k —1 =2¢—1
Cervenych a 2026 — k = 2026 — 2¢ modrych, diky tomu, ze jsme na zacatku polozili k = 2¢. Modré
vrcholy maji soucet stupni sudy a 2¢ —1 cervenych vrcholi méa soucet stupni lichy. Aby byl celkovy
soucet stupnt sudy, musi mit vrchol v lichy stupen, takze jeho barva je spravna.

Pokud je v modry, pak ma k = 2¢ vrcholt ¢ervenou barvu a zbytek modrou. Cervenych 2¢
vrcholi i 2026 — 2¢ — 1 modrych vrcholit mé tedy sudy soucet stupnt. Aby i celkovy soucet stupnt
byl sudy, musi mit v sudy stupen, a tudiz je jeho barva opét spravna.

2Vice o grafech, souvislosti a stupnich se mtizes dodist tfeba v nasledujicim piispévku:
https://prase.cz/library /Uvod TeorieGrafuKG/Uvod TeorieGrafuKG.pdf.
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POZNAMKY:

Prakticky vSechna feSeni spravné dokazovala, ze k musi byt sudé. Tak pfiblizné polovina zvladla
ukézat, ze pro vSechna suda k to jiz lze. Za dukaz, ze k je sudé, jsem udélovala bod. Poté jsem
udélovala 1 az 4 body za to, jak moc spravny byl zbytek dikazu. (Tereza Matéjkova)

Uloha 7.

Kladna cel4 ¢&isla jsou obarvend k barvami, kde k > 0. Bud d,(n) pocet délitelii ¢isla n, které maji
barvu x. Predpokladejme, Ze pro kazdé kladné celé n a kazdé dvé barvy x,y plati |dz (n)—dy(n)| < 1.
Urcete vSechny mozné hodnoty k.

RESEN{:
Tvrdime, ze k € {1,2,3}.

Nejprve ukazeme, ze k < 3. Pro spor predpokladejme, ze k > 3. Vezmeme libovolné obarveni k
barvami pro libovolné k > 3. Jelikoz existuje nekone¢né mnoho prvocisel a k je konec¢né, tak néjaka
dvé riizna prvoéisla, oznacme je p, ¢, musi mit stejnou barvu. Ozna¢me tuto barvu b. Cislo n = pq
ma 4 délitele — 1, p, ¢, pq a alesponi dva z nich maji barvu b. Barev je ale vice nez 3, tedy néjakou
z barev nema zadny délitel pq, oznaéme ji c. Potom |dy(pq) — dc(pg)| > 2, coz je spor. Zbyva nam
zkonstruovat obarveni s postupné jednou, dvéma a tfemi barvami.

Pro k = 1 staci obarvit vSechna pfirozenéa ¢isla stejnou barvou.

Dale definujeme funkci Q : N — Ny, kterd kazdému ptirozenému éislu n = p; - - - pm,, kde p; pro
1 € {1,2,...,m} jsou (ne nutné riznd) prvodisla, ptifadi ¢islo m. (Prazdny soucin je roven 1, tedy
Q(1) = 0.) Tato funkce je dobfe definovana z jednoznacnosti a existence prvoéiselného rozkladu.

Pro k = 3 pojmenujeme barvy 0, 1,2 a ¢éislo n obarvime barvou Q(n) mod 3. Pro kazdé &islo n
oznacime p, trojici Cisel, kde prvni ¢len trojice je roven poctu déliteld n s barvou 0, druhy c¢len
poctu délitelt n s barvou 1 a tfeti ¢len poctu déliteld n s barvou 2. Usporadanou trojici celych
Cisel nazveme vyvdZenou pravé tehdy, kdyz plati, ze rozdil libovolnych dvou jejich prvku je nejvyse
jedna. Ze zadani nam staci ukazat, ze Vn € N je p, vyvazena. To dokazeme indukci podle poctu
ruznych prvociniteld v rozkladu n.

Pro n =1 (tedy pfipad s nula prvodéiniteli) je p1 = (1,0,0). Pfed indukénim krokem si uvédo-
mime, Ze trojice je vyvazena pravé tehdy, kdyz je jednoho ze sedmi tvart: (a,a,a+1), (a,a+1,a),
(a+1,a,a), (a,a,a—1), (a,a—1,a), (a —1,a,a), (a,a,a) pro n&jaké celé ¢islo a (implikace zprava
doleva je ocividna, opacnou implikaci dostaneme naptiklad jednoduchym rozborem pripadti, které
¢éislo z trojice je neostie nejmensi). Déle si uvédomime, ze rozdily mezi ¢leny trojice, tedy i to, zda
je vyvézend ¢i nikoliv, se nijak nezméni, kdyz od trojice odecteme nasobek trojice (1,1,1) (trojice
s¢itame i nasobime ¢islem po slozkéch).

Nyni indukéni krok. Necht je pn vyvazena. Chceme ukazat, Ze ppa.y,, pro p libovolné prvocislo
takové, ze pt n a a € N, je vyvazend. Délitele n ozna¢ime dy, . . ., di. Uvédomime si, Ze jelikoz p t n,
tak vSechny délitele p® - n budou pravé délitele n pienasobené p’ pro 0 < i < o. Tim myslime:

di,da, ..., dg,pd1,pda,...,pdy,...,p%d1,p¥da,...p"dy.

Spoétenim vyskyti jednotlivych barev mezi ¢isly di, . . ., dx dostaneme trojici éisel p,, = (a, b, ¢).
(Dale budeme fikat, Ze (a,b,c) odpovidd mnoziné ¢isel dy, ..., d). VSimneme si, ze kdyz (a,b, c)
odpovid4 &slam di, ..., d, tak (¢, a,b) odpovida ¢islim pds, . .., pdy. Tedy plati, Ze trojice odpo-
vidaji ¢isliim pi-krat délitele n bude rovna py, s i-krat cyklicky permutovanymi &leny. (Cyklickou
permutaci myslime provedeni i-krat operace (a,b,c) — (c,a,b).) Pro pn = (a, b, c) tedy bude ppoy,
rovna souctu nékolika prvnich ¢élent posloupnosti

(a,b,¢),(c,a,b),(b,c,a),(a,b,c),(c,a,b),(bca),... (%)

Nyni jiz mizeme dokazat vyvazenost ppa,. Diive jsme si vSimli, ze vyvazenost neméni odecteni
nasobku trojice (1,1,1). Spo¢teme tedy ppa, minus néjaky nami vhodné zvoleny nasobek trojice
6



(1,1,1). To, jaky nasobek odecteme od ppan, rozhodneme az pii vypoctu ppar,. Jelikoz je pn
vyvézend a od kazdého ¢lenu posloupnosti (%) odeéteme A - (1,1,1), kde A je takové ¢islo, aby
trojice (a— A,b— A, c— A) obsahovala pravé jednu plus nebo minus jedni¢ku a dvé nuly nebo pravé
tfi nuly. Dohromady od ppa, odeéteme (a+1)A - (1,1, 1). Trojice ppapn — (@ +1)A-(1,1,1) bude
tedy rovna souctu (a + 1) po sobé jdoucich élenti nasledujicich cyklickych posloupnosti:

(0,0,0),(0,0,0),...
(1707 0)7 (07 1, 0)’ (07 0, 1)7 s
(_17 07 0)7 (07 _17 0)7 (07 07 _1)7 s

a téch posloupnosti, které dostaneme, vymazanim prvniho nebo prvnich dvou ¢lenii. Nakonec do-
staneme vyvazenou trojici. Stac¢i si uvédomit, ze souc¢ty zminéné vyse budou vyvazené. To je jiz ale
opravdu o¢ividné (pravé v tomto kroku by ale selhala obdobna konstrukce pro k < 4). Tedy pp.pa
je vyvazena a z principu indukce jsme hotovi.

Pro k = 2 obarvime kazdé ¢islo n barvou (n) mod 2. Dikaz korektnosti mizeme vést analogicky
jako pro k = 3, jen toho budeme méné k ovérovani.

Necht p,, bude znaéit dvojici, kde prvni ¢len je roven poctu déliteltt n barvy 0 a druhy poctu
délitelt barvy 1. Vyvéazené dvojice maji stejnou definici jako vyvazené trojice.

Indukci dle poctu riznych prvociniteli v rozkladu n ukazujeme, ze Vn € N je p, vyvazena.
Plati, ze p1 je vyvéazena. Dvojice je vyvazena pravé tehdy, kdyz je tvaru (a,a + 1), (a,a) nebo
(a,a — 1). Odeétenim nasobku (1,1) se vyvazenost nezméni. Indukéni krok: p, je jednoho z typh
(0,1), (0,-1), (0,0) chceme ukazat, ze py.pe je vyvazena (p { n). Viechny délitele n-p® budou délitele
n prenasobené p* pro 0 < i < . S¢itanim &lent cyklické posloupnosti

(0,0), ...
(0,1),(1,0), ...
(0, -1), (~1,0),...

dostaneme vyvazenou dvojici. Tedy pn.pa je vyvadzend a z principu indukce jsme hotovi.

PozNAMKY:

Vétsina feSeni dokazala, ze k nemuze byt vétsi nez 3, nasla konstrukci pro 1, 2, 3 a dokazala, ze
funguji ty pro 1 a 2. To ze funguje (v FeSeni uvedend) konstrukce pro k = 3 ukézalo jen velmi malo
Fesitelu. (Ivan Zemlicka)

Uloha 8.

Fofik a pan G se stale nedockali svého jidla, a tak hraji dalsi hru. Na zacatku si Fofik vymysli
polynom P(z) s celoé¢iselnymi koeficienty. Pan G se pak v kazdém svém tahu miize zeptat na celé
¢islo a a Fofik mu fekne pocet celoc¢iselnych kofentt P(x) = a. Pan G vyhraje, kdyz Fofik zopakuje
néjaké ¢islo dvakrat (pan G se nemiize ptat na stejné ¢islo vice nez jednou). Kolik nejméné dotazii
musi pan G polozit, aby vynutil vyhru?

RESEN(:

Nejprve ukazeme, ze panu G staci vzdy 4 otazky. K tomu budeme potfebovat nasledujici lemma.
Lemma. Necht P(z) = a mé alespor 3 celo¢iselné kofeny. Poté P(zx) =a—1a P(z) =a+1
nema zadné celociselné koreny.

Dikaz. VyuZijeme zndmého tvrzeni, Zze pro libovolny polynom P(z) s celo¢iselnymi koeficienty
a cela ¢isla z,y plati z — y | P(z) — P(y). Oznacme si n&jaké t¥i rlizné kofeny P(z) = a jako
r1,72,73 a pro spor necht P(x) = a — 1 ma néjaky celodiselny kofen ¢. Pak

ri —L|P(r;) —P)=a—(a—1)=1,
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tedy |r; — €] = 1 pro kazdé ¢ € {1,2,3}.

Muzeme si ale vSimnout, ze pokud méame 3 riizna cela ¢isla, tak neexistuje zadné celé ¢islo, které
by od vSech mélo vzdalenost 1. Mame tak spor a P(z) = a — 1 nem4 celoéiselné kofeny. Obdobné
muzeme ukazat, ze ani P(z) = a + 1 nem4 celociselné kofeny. O

Pan G se zepta postupné na ¢isla 1,2, 3. Predpokladejme, Ze dostane postupné rtizné odpovédi
b1, b2, bs. Rozlisime dva piipady podle toho, jestli néjakd odpovéd byla alespon 3.

Pokud je n&jakd odpovéd alesponi 3, tak to ur¢ité nemtize byt bs. Poté by by i bg z naseho
lemmatu byly nula, tedy by se ndm néco zopakovalo. Pokud je by > 3, tak z lemmatu by = 0,
a pokud se pan G dopté jesté na P(z) = 0, tak se podle lemmatu zopakuje nula. Obdobné pokud
bz > 3, tak se pan G doptd na P(x) = 4 a zopakuje se nula.

Pokud jsou vSechny odpovédi mensi nez 3, tak se jednda o ¢isla 0,1,2 v néjakém potradi. Tedy
musi nastat alespori jedno z by # 0 a b3 # 0. Pokud b1 # 0, tak se pan G doptd na P(z) = 0. Musi
ale dostat odpovéd mensi nez 3, jinak by z lemmatu bylo b = 0. Z Dirichletova principu se ndm
tak muselo néjaké ¢islo zopakovat. Obdobné pokud bz # 0, tak se pan G muze doptat na P(x) = 4.

Jesté ndam zbyva ukazat, ze 3 dotazy panu G nestaéi. Neboli, ze at se pan G zeptd postupné
na jakakoliv riznd &isla ai,az,as, tak existuje polynom P(z), ktery si mohl Fofik na zacétku
vybrat, aby vSechny odpovédi byly rizné. Bude se jednat napiiklad o nasledujici polynom P(z) =
a1 + (a2 — a1)2?*, kde k je néjaké piirozené ¢islo takové, ze % < 22k,

Na otazku P(z) = a1 dostane pan G odpovéd 1, protoze a1 + (a2 7a1)zzk = a1 ma zjevné pouze
jedno feSeni z = 0. Na otdzku P(z) = a2 dostane odpovéd 2, protoze upravou ai + (a2 —al)z% = as
ziskdme z2F =1, coz mé feSeni c =1 a z = —1.

Nakonec na otédzku P(z) = a3 dostane odpovéd 0. Z a1 + (a2 — a1)z?* = a3 ziskdme z
. Cisla —1,0, 1 uréité nejsou fesenim, protoze P(—1), P(0), P(1) # asz. Uréité tedy |z| > 2,

2k _

az—
tj. 337‘“ = g2k > 22k > % coz je spor. P(z) = a3z tak opravdu nema zadné feseni.

Pan G tak od Fofika po libovolnych tfech otazkach muze dostat rtizné odpovédi, takze opravdu
nejmensi potfebny pocet dotazu je 4, coz jsme chtéli ukazat.

POZNAMKY:
Vétsina doslych reseni byla spravné a vSechna byla velmi origindlni, jak ve strategii a dikazu jeji
spravnosti, tak v konstrukci polynomu, na ktery 3 otazky nestaci. (David Hromédka,)



