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Mily piiteli!

Jist& uz jsi nedockavé vyhlizel(a) prvni letosni komentéfe, nastésti
uz nemusi$ déle ¢ekat. V prvni serii jsme potkali UFO, o tom jak
setkani dopadlo se vice dozvis dale v komentarich. At uz jsi zbé&hly
fesitel nebo jsi tu mezi nadmi novy, nevahej se pustit do ¢teni ko-
mentiiti. Mame pro Tebe vzorova feseni tloh prvni podzimni série
a k tomu i jeji vysledkovou listinu. Kromé toho probéhlo koncem
zaFi podzimni sousfedéni. Pokud chces s nami na dalsi soustfedéni
vyrazit i Ty, nejvyssi ¢as pustit se do feSeni dalsi série!

Cekaji na Tebe také nové tlohy, ke komentaitm pfipojujeme za-
déni 3. a 4. podzimni série, tentokrat s tématy Opakovani a Arran-
gements. Jak je naSim zvykem, 4. podzimni série je cizojazyc¢na.
Zadani je v angli¢tiné a body budeme déavat také pouze za feSeni na-
psané anglicky. Ale neboj se, bodujeme jen matematiku a za jazykové
chyby nikdy body nestrhavame. Navic pro Tebe méame pripraveny
avodni text, ktery Té seznadmi se vSemi dutlezitymi pojmy, které pii
psani feseni budes potfebovat.

Na konci komentait také najdes prvni dil naseho nového seridlu.
Ten pro Tebe letos pisi Majda Misinovd, Matéj DoleZdlek a Tom
Flidr. Zavedou Té do svéta Polynom, ukazou Ti jak s pomoci ko-
fenu faktorizovat polynom na souéin, jak se od kofenti vratit zpét ke
koeficientim polynomu a jak si poradit pfi hledani nezndméo poly-
nomu. V serialu také najdes spoustu prikladd a cviceni, diky kterym
si procvici$ nové osvojené znalosti. Kromé textu jsou pro Tebe pfi-
pravené také t¥i soutézni tulohy, nevahej se pustit do jejich feseni.
Doufame, ze T¢€ tlohy budou bavit a pfejeme hodné Stésti pfi jejich
feseni!

Za organizatory,

Klarka Grinerova
Co je dale v komentarich?

e Jak feSit tilohy korespondenéniho seminéie?

e Vzorové feseni 1. podzimni série

e Anglické povidani ke ¢tvrté podzimni sérii

e Seridl — Polynomy 1 — Ke kofenlim a zase zpatky

e Vysledkova listina 1. podzimni série

e Priloha: Zadani 3. a 4. podzimni série a 1. seridlové série

Rezeni dloh
Cekal(a) jsi plny pocéet bodii za vsechny tilohy a pohled na vysledko-
vou listinu Té zklamal? Nenechej se tim odradit a radéji si precti text

s nadzvem Jak resSit tlohy korespondenéniho seminéafe. Potom
nevahej a pust se do feseni s novou vervou!
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A pokud uz tesis dlouho, zkus si ho precist také — jisté v ném najdes$ tipy, jak psat jesté 1épe.
Stejné tak si nezapomeri peclivé projit vzorova feSeni uloh prvni série. I kdyz jsi tfeba ziskal(a)
plny pocet bodi, mozné se dozvis, jak se dal postup sepsat elegantnéji nebo tplné jinak.

Den otevienych dveri

Uz za nedlouho, ve ¢tvrtek 28. listopadu, se v Praze kona Den otevienych dvefi Matematicko-
fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy. Na této kazdoro¢ni akci se dozvi§ spoustu zajimavosti a uzi-
teénych informaci o moznostech studia na nasi domovské fakulté. Také mtzes nejen u PraSeciho
stanku potkat mnoho organizatorti a ostatnich resiteld. Vice podrobnosti véetné programu najdes
ve spravny ¢as na adrese |https://mff.cuni.cz/verejnost/dod.

Novi organizatofi MKS

I letos PraSatko posilili novi organizatori. Pfidali se k ndm Alica Domdnyovd, Sylvie Fiirstovd,
Barbora Klusdkovd, Johana Kubatovd, Lenka Poljakovd, Ondiej Popouvsky, Martin Sindeldr, Martin
Stépdnek, Ondra Trinkewitz, Lukd$ Trojan, Stépdn Varhanik a Anna Weberovd. Do prace v seminaii
uz se mnozi z nich zapojili, nékteré z nich jsi dokonce mohl potkat na podzimnim soustiedéni. Timto
je oficialné vitadme i zde, at vi3, kdo novy Ti letos bude opravovat a vymyslet ulohy.

PraSeci konference

Chces mit jistotu, Ze nezmeskas zddnou seminafovou akci? Chces, abychom Ti dtlezité informace
posilali e-mailem? Pak piesné pro Tebe tu je e-mailova konference jucastnici@mks.mff.cuni.cq (je
to zpusob, jak poslat néjakou zpravu mnoha lidem — kdyz na uvedenou adresu prijde e-mail,
automaticky se rozesle vSsem odbératelim). A jak se pfihlasis? Na adresu posli své
jméno a e-mailovou adresu, kterou chces k odebirani konference pouzivat. A kdybys ndhodou ¢asem
zjistil(a), ze Té nase zpravy nezajimaji, mizes se stejnym zplsobem zase odhlasit.

Zahrajes si rad ve volném case frisbee a chceS mit moznost si zahrat s ostatnimi PraSatky?
Méme e-mailova konferenci i pro takové ucely. Pokud se do ni chce$ pridat a nezmeskat uz zaddnou
frisbee akci s PraSatky, nevahej napsat Péfovi na e-mail faladik.petr@outlook.con].

DalSi seminare a tabory

Bavi Té¢ kromé matematiky i fyzika nebo informatika? Pod zastitou Matemticko-fyzikalni fakulty
najdes i dalsi seminafe. Pokud mezi Tvé zajmy patii fyzika, mohl by Té bavit fyzikilni kore-
spondencni seminar Fykos (ttps://fykos.cd). Pro zkugené i zacinajici programatory je tu KSP —
korespondenéni seminaf z programovani (fattps://ksp.mff.cuni.cq). Jestli Té bavi zkoumat rfizné té-
mata z matematiky, fyziky nebo informatiky, mrkni na mezioborovy koresponden¢ni seminai M&M

(https://mam.mff.cuni.cq4). Pokud Té& bavi soustiedéni, miize$ jesté vyrazit na Zimni nebo Letni
skolu matematiky a fyziky (lttps://smf.mfF.cuni.cz/).

Mathrace

MathRace je matematickd tymova online soutéz pro studenty stfednich skol. Leto$ni ro¢nik pro-
béhne ve stiedu 27. listopadu od 16:00 do 19:00. Sta¢i najit jednoho az tfi kamarady a zare-
gistrovat se. V nesoutézni kategorii pak obvykle najdes tymy byvalych a soucasnych organizatort
PraSete, muzes tak kromé dalsich stfedoskolakt zméfit sily i s nimi. Vice informaci najde$ na
lhttps: //brkos.math.muni.cz/mathrace/.

PraSeci pulmaraton

V nedéli 17. listopadu poradame pro vSechny, ktefi radi sportuji, Praseci a kolejni ptulmaraton.
Pobézi se od 9:30 hodin od koleji 17. listopadu v Praze a kazdy muze bézet celou vzdalenost
sam, a nebo jen ¢ast vzdalenosti ve stafeté. Vice informaci brzy posleme do Gcastnické e-mailové
konference. Budeme se na Tebe tésit!

2


https://mff.cuni.cz/verejnost/dod
ucastnici@mks.mff.cuni.cz
info@prase.cz
hladik.petr@outlook.com
https://fykos.cz
https://ksp.mff.cuni.cz
https://mam.mff.cuni.cz
https://smf.mff.cuni.cz/
https://brkos.math.muni.cz/mathrace/

X Matematicky koresponden¢ni seminar, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1 I

Podzimni soustiedéni

21. a7 29. zaii probéhlo v Zasadé podzimni PraSeéi soustiedéni. Ctyiiadvacet vesmirnjch kovbojt
a kovbojek dalo do sluzeb véhlasného kapitana Callahana na jeho cesté za bohatstvim, dobro-
druzstvim a dalsim bohatstvim. Na cestach z pristavu na NeoMercuru, pfes dinosaury se hemzici
dzungle Saurory, ucené saly Elysia, hazardni stoly i tane¢ni saly Infortuny 3, pustinu planety XF-43
az na vyprahlou poust Demeter a mrakodrapy Gideonu se nasi hrdinové kromé nejedné presttelky
chté nechté zapletli do rozhodovani o osudu celé galaxie. Doufame, Ze se rozhodli spravné anebo
jsou aspoii s rozuzlenim svého pfibéhu spokojeni. Ale ted uz odzvonil (kravsky) zvonec, soustiedéni
je konec a stara krava uz spi ...

Pro ¢tyfiadvacet nejlepsich z podzimni ¢asti nadchézejiciho ro¢niku (ktera jiz tradiéné konci
anglickou sérii) chystame v terminu 22. az 30. bfezna také jarni soustfedéni. Je tedy na co se t&sit!
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Jak reSit Glohy korespondencniho seminare?

Tento text je primarné urc¢en méné zkusenym resitelam. Jeho cilem je v kratkosti popsat zpusob
uvazovani a vyjadrovani, bez kterého se pfi feseni matematickych tloh nelze obejit.

Pokud se rozhodnes fesit tlohy korespondenc¢niho seminéfe, nestaci je pouze vypocitat. Body
ziska$ jen v pfipadé, Ze svij postup néjak rozumné dostanes na papir. Je tedy dobré si uvédomit,
co se vlastné s feSenim dé€je poté, co jej odesles. Dostane ho do ruky nedivérivy opravovatel, jehoz
snahou je jej pochopit a nechat se presvédcit o jeho spravnosti. Neni to tedy jako opravovani
kvizovych otéazek, u nichz se da rychle ovérit, zda byly zodpovézeny spravné. Zkus si proto sva
feSeni precist o¢ima nékoho, kdo zadanou tlohu vidi poprvé v zivoté.

Co po Tobé aloha chce?

Uloha ¢asto vybizi , Dokazte!“, , Ukaste!“, , Zdivodnéte!“. To znamena, Ze chceme, abyste ze zadani
vyvodili dokazované tvrzeni pomoci logickych krokt podlozenych padnymi argumenty. Nestaci tedy
nakreslit obrazek, v némz uhel ze zadani vyjde pravy, ¢i ovérit platnost nerovnosti na kalkulacce
nebo na pocita¢i pro 150 raznych hodnot. Je totiz potfeba ukéazat, Ze tvrzeni plati pro vsechny
mozné konstelace, kterych je obvykle nekone¢né mnoho.

Jiné ulohy na ftesitele apeluji , Rozhodnéte!“, napriklad ,rozhodnéte, zda plati“, ,rozhodnéte,
kdo ma vyhrdavajict strategit“ nebo ,rozhodnéte, které z cisel je vétsi“. Samotné rozhodnuti nestaci,
je tfeba jej zdtivodnit. To znamena tvrzeni dokazat, pfipadné najit protipfiklad.

Casto se setkas s tilohami typu ,,Najdéte!“, ,Najdéte viechny ... !“. V prvnim ptipadé staci,
kdyz najdes néjaké vyhovujici feseni. Je potfeba ukazat, ze odpovida pozadavkiim v zadani, ale
najit vSechna vyhovujici feseni, a navic dokazat, ze zddné jiné uz neexistuje. Obménou muze byt
napiiklad , Najdéte nejmensi ... !“, kde je potfeba najit feSeni a ukdzat, Ze mensi neexistuje.

Co nemame radi?

Do feseni pi$ jasna tvrzeni a zduvodnuj je. Zadani opisovat nemusis. Pokud tvrdi$ néco, co neni
pravda, pak je to idealni prilezitost pro opravovatele strhnout Ti body. Navic to, co z nepravdivého
tvrzeni vyvodis, nejspis také neplati. Mas-li hypotézu, kterou neumis dokazat, priznej, ze je to
hypotéza. Sice pravdépodobné nedostanes plny pocet bodi, ale opravovatel bude rad, Ze nemusi ve
Tvém Feseni zbytecné hledat vysvétleni.

Dej si pozor na nésledujici formulace:

o je zrejmé“, ,je vidét® — Tyto obraty lze v feSeni pouzit. Resitelé je ale ¢asto pouzivaji
v pfipadech, kdy dané véc neni vibec zfejma, ba dokonce, kdyz neplati.

e  provedeme analogicky“ — Tuto formulaci mzes pouzit pouze v pfipadé, ze staci v pfedchozich
argumentech lehkd zména znaceni. Analogie rozhodné neznamenda zobecnéni, naptiklad z diukazu
pro 3 nelze takto vyrobit dikaz pro 50, ¢i dokonce pro obecné n.

e .z obrdzku je patrné“ — Obrazky jsou velmi dobré k tomu, aby se opravovatel lépe orientoval
v FeSeni a mohl jej snaze pochopit. Postup by vsak mél byt srozumitelny i bez néj, nikdy se na
ného neodkazuj jako na nedilnou soucast feSeni. Pokud v obrazku zavedes néjaké znaceni, mél bys
ho vysvétlit v textu, ne ho jen zacit pouzivat.

e _staci prozkoumat nejhorsi variantu® — Sice by to mohlo stacit, ale dokud neprozkoumame
vSechny varianty, nelze fict, Zze tato konkrétni je nejhorsi. Muzeme si to myslet, ale musime to
dokézat. Stejny problém nastava i u dalsich formulaci (,,nejlepsi bude, kdyz“ a podobné).

Pokud tedy nékterou z téchto frazi pouzivas, rozmysli si, zda se nejedna o jeden z vySe uvedenych

nesvard.
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Co a jak dokazovat?

V této sekci se nejprve podivame, jak spravné interpretovat zadani, a poté uvedeme nékteré zdkladni
dukazové techniky, které muazes ve svych reSenich pouzit.

Dikaz by mél vychazet z predpokladi a postupovat k zavértim tlohy. Dej si pozor, abys béhem
feSeni nepouzil néco, co nevyplyva z predpokladii nebo predchozich ivah, zejména ne dokazované
tvrzeni!

o jestlize, pak®, ,pokud, pak®, ,Dokazte, Ze pokud plati A, pak plati B.“ — Kdykoliv se v zadani
vyskytne véta tohoto typu, znamena to, ze A je predpoklad (to, z ¢eho vychazime a co mtizeme pii
feSeni pouzivat), zatimco B je zavér (to, co chceme dokézat).

Predpoklad a zavér nesmis za zaddnych okolnosti zaménit! Srovnej néasledujici tvrzeni:

Jestlize je ¢islo délitelné ¢tyfmi, pak je sudé. (plati)
Jestlize je ¢islo sudé, pak je délitelné ¢tyfmi. (neplati, napf. pro 2)

o pravé kdyz“, ,pravé tehdy, kdyz“, ,tehdy a jen tehdy, kdyz“, ,Dokazte, Ze A plati prdvé
tehdy, kdyz plati B.“ — V tomto pfipadé se vlastné jednd o dvé ulohy. Je totiz potieba dokazat
nasledujici dvé tvrzeni:

(i) Pokud plati A, pak plati B.
(ii) Pokud plati B, pak plati A.

Platnost tvrzeni se nezméni, kdyz A a B prohodime, viz nasledujici pfiklad.

Dané ¢islo je délitelné deseti, pravé kdyz jeho posledni cifrou je nula.
Posledni cifrou daného ¢isla je nula, prave kdyz je délitelné deseti.

Dikazovych technik je mnoho a my si zde ukdzeme dvé zakladni — pfimy dtikaz a diikaz sporem.

V ptfimém diikkazu postupujeme od predpokladii, z nichz logickymi tivahami vyvozujeme dil¢i
zaveéry, az dospéjeme ke kyzenému vysledku. Naproti tomu v dikazu sporem si na zacatku pied-
stavime, co by se stalo, kdyby tvrzeni neplatilo, a z tohoto pfedpokladu pak odvodime evidentné
neplatné tvrzeni (spor). Pouziti této techniky si ukdzeme na piikladu:

Priklad. Dokazte, ze kazdé prvocislo vétsi nez 2 je liché.

Reseni. Pro spor predpokladejme, Ze jsme nasli sudé prvoéislo p vétsi nez 2. Dvojka je jeho délitel,
ktery neni roven ani jedné, ani p. To je spor s predpokladem, Ze p je prvocislo. Dokazované tvrzeni
tedy plati.

Vyznam vyrazi

Kdyz matematik napiSe vzorecek, nepredstavuje si pod nim nic jiného nez bézné tvrzeni. Pro upravy
vyrazi, rovnic apod. tedy plati stejnd pravidla jako pro obyc¢ejné dokazovani.

Definuj vSechny proménné, které ve vzoreccich pouzivas a nejsou v zadani. Opravovatel jinak
tézko pozné, co jsi jimi chtél fict. Se znacenim to vsak neni tfeba prehanét, a proto si oznac¢ vzdy
jen to, co v feSeni budes potfebovat. Ptili§ mnoho pismenek prehlednosti neprospiva.

Dale pripominame, ze je v diikkazu tfeba vychézet z predpokladi, ne z dokazovaného tvrzeni.
To ukadzeme na piikladu:

Priklad. Dokazte, ze pro libovolnd kladna ¢isla a, b plati Vab < (a + b)/2.

Spravné feSeni muze vypadat takto:
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Reseni. Kdykoli umocnime realné ¢islo na druhou, ziskdme nezaporné éislo. Tedy

0< (WVa—Vvb)?2=a—2Vab+b,
2vab < a + b,

b < a-2|-b7

coz jsme chtéli dokazat.
Jind moznost je tato:

Reseni. Pro spor piedpokladejme, e mame dvojici &isel a, b, pro ktera tvrzeni neplati, tedy
Vab > (a + b)/2. Pak ovSem
b 2
ab > m,
4
4ab > (a + b)? = a? + 2ab + b2,
0> a® —2ab+b% = (a — b)%.

To je spor, nebot umocnénim realného &isla nemtzeme dostat zaporné ¢islo. Dokazované tvrzeni
tedy plati.

Oba tyto postupy byly v pofddku. Prvni (pfimy) dikaz vychézel pouze ze zndmych fakta a
dobral se kyzeného vysledku, druhy dikaz (sporem) predpokladal neplatnost tvrzeni a dosel k né-
¢emu, co neplati.

K feseni ale neni mozné pristupovat zcela primocare, tedy jen upravovat dokazovany vzorecek.
To proto, e jakmile do FeSeni napiSes vab < (a + b)/2, znamena to, Ze jiz predpokladas, ze dana
nerovnost plati. Jenze to nemuzes predpokladat, nebot Tvym cilem je to teprve dokazat.

Uvedme jesté jeden priklad, na kterém si ukdzeme dvé rtizna pouziti proménnych.

Piiklad. V zavislosti na parametrech a, b, ¢ vyfeste kvadratickou rovnici axz? + bz 4+ ¢ = 0.

Zadani ¥iké, ze pro libovolné, ale pevné zvolena ¢isla a, b, ¢ hledame vSechna z, kterd vyhovuji
zadané rovnici. Proménné a, b, ¢ oznacuji v celém piikladu stale tataz t¥i (ne nutné rizna) realna
¢isla. Kazda konkrétni volba parametri vlastné uréuje jinou tulohu, ale pritom chceme vyftesit
vSechny tyto tlohy naraz, obecné. Proménné x hraje zcela odlisnou roli — jeji hodnota je neznamé
a nasim cilem je ji urcit.

PouZivani znamych tvrzeni

Miuze se stat, ze v literatufe nebo na internetu narazi$ na tvrzeni, které Ti usnadni feseni tlohy.
Pokud je to néjaka véta, kterd ma jméno (naptiklad Cevova véta), nezapomen jeji nazev do feSeni
uvést. Pravdépodobné ji budeme znat, a kdyz ne, dovedeme ji alespon najit. Duikaz pfitom opisovat
nemusis. V pripadé, Ze se jednd o nepojmenované tvrzeni, napis nam zdroj, kde jsi ho nasel.

Vzorova feseni

V neposledni fadé bychom Té chtéli povzbudit k feseni nasich tloh. Pokud nas seminar vidis poprvé,
nedej se odradit pripadnymi pocatecnimi netispéchy. Prostuduj si sva opravena feSeni a nezapomen
se podivat také na vzoraky. Vzorové reseni Ti ma ¢asto co nabidnout i tehdy, kdyz jsi tlohu vyfesil
spravné. Muzes v ném najit razné zajimavé pristupy ¢i myslenky, a néco nového se tak naudit.
V poznamkéch opravovatele si pak muzes precist, jak se s FeSenim potykali ostatni.

Vérime, ze Ti tento text usnadni FeSeni tloh v semindfi i jinde a pomize Ti osvojit si zaklady
matematického uvazovani. To, co se naucis, neni jen schopnost Fesit matematické ulohy, ale také
schopnost samostatné hloubéji pfemyslet. To se Ti urcité bude nékdy hodit, a to i tehdy, kdyz se
matematikou déle zabyvat nebudes.

Prejeme Ti mnoho radosti pfi objevovani taju matematiky!



UFO

1. PODZIMNI{ SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Terka si do roviny kresli planek kolonizace Marsu. Nejprve si do planku umisti 6 triangulac¢nich bodit
a nésledné kazdy s kazdym propoji tiseckou. Poradte Terce, jak body rozmistit, aby po propojeni
vzniklo pravé 17 nedegenerovanych trojuhelnikii s vrcholy v triangulac¢nich bodech.
RESEN(:
Uvazujme nejprve, ze mame 6 bodu v tzv. obecné poloze, tedy méjme body rozmisténé tak, ze kazdé
t¥i body tvofi nedegenerovany trojihelnik. Potom z bodd umime vytvorit pravé (g) trojuhelnikda,
protoze libovolna trojice téchto bodi ndm vytvori trojuhelnik. Jelikoz (g) = 20 a my chceme, aby
trojihelnikt bylo jen 17, musime praveé tri trojuhelniky degenerovat. Trojuhelnik je degenerovany,
kdyz vSechny jeho vrcholy lezi na jedné pfimce. Degeneraci t¥i trojuhelniku tedy muzeme udélat
tak, Zze si vybereme tfi trojice bodi a kazdou z nich polozime na jednu pfimku. Tim se ndm tii
trojuhelniky zdegeneruji, jejich pocet se tedy skuteéné snizi o 3 a budeme hotovi. Pozor na to, ze
kdybychom na jednu pfimku umistili ¢tvefici boda nebo vic, zdegenerujeme tim alespon (g) =4
trojuhelniky, coz je pro nés prilis.

Priklad spravného rozmisténi bodu je napfiklad:

POZNAMKY:

Dosla feseni byla vesmés spravna, téméf vSem se podafilo najit vyhovujici konstrukci. Vyjimkou
bylo pouze par feSeni, ve kterych fesitelé dokazovali trosku jinou ulohu, protoze zadani pochopili
jinak. (Lenka Poljakova)

Uloha 2.

Z hlubin vesmiru doputovala na Zemi nasledujici zprava:
102030---04320[04321.

Dopiste do ni znaménka + nebo — tak, aby vysledna hodnota byla co nejmensi kladna.
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RESENI:

Nejmensi kladné ¢islo je 1, proto chceme v idedlnim pfipadé najit takové doplnéni znamének, aby
byl soucet praveé 1. Jednicka na zacatku se vzdy pricita, jeji znaménko nemuizeme ovlivnit. Nasim
cilem je tedy dostat ve zbytku fady soucet 0. VSimneme si, ze ¢tyfem po sobé jdoucim c¢islim
muzeme doplnit znaménka tak, aby se seCetla na nulu, naptiklad +, —, —, +, protoze plati

n—n+1)—n+2)+(n+3)=n—n—-1-n—-2+n+3=0.

Cislo 4320, coz je poéet znamének, kterd musime doplnit, je délitelné étyfmi. To znamena, ze
muzeme Cisla od 2 do 4321 rozdélit na ¢tvetice po sobé jdoucich ¢isel, v rdmci kterych umime dostat
soucet 0. Soucet celé zpravy tedy bude 1 a vysledné doplnéni muze vypadat napiiklad takto:

14 (2-3—445)4(6—7—8+9)+---+ (4318 — 4319 — 4320 + 4321) = 1.

POzZNAMKY:
postup, ktery vétsinou také vedl ke spravnému vysledku. Nejcastéjsi chybou bylo neuvédoméni si,
ze zménou znaménka pred néjakym ¢islem se soucet zméni az o dvojnasobek tohoto ¢isla.

(Anna Weberova)

Uloha 3.

Misko se ocitl na vesmirném parkovisti tvaru tabulky 4 x 4. V kazdém z jeho Sestnacti sektoru
parkoval nezaporny pocet létajicich talifii. Misko spocital, kolik taliiti se nachazelo v kazdém radku
a kazdém sloupci a vysly mu samé mocniny dvojky. Dokazte, Ze se nemohlo jednat o osm riiznych
mocnin dvojky.

RESENI:

Diikaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze pocet létajicich talifa v kazdém sloupci a v kazdém
fadku je jind mocnina dvojky. Oznaéme poéty taliftt v ¥adcich a sloupcich 2%, 20, ..., 2" kde
a,...,h € Ng jsou nezaporna celd ¢isla. Dale si vSimnéme, Ze soucet talift ve vSech sloupcich musi
byt stejny jako soudet talifti ve viech Fadcich. Tedy: 2% 420 +2¢ +2¢ = 2¢ 4 2f 1 29 4 9" Vzhledem
k tomu, ze se jedna o rizné mocniny dvojky, jedna z osmi mocnin musi byt nejmensi. Necht to je
BUNO 2¢. Kdy# celou rovnici vydélime 2%, dostaneme

1+2b—a+2c—a+2d—a:2e—a+2f—a+2g—a+2h—a.

Vzhledem k tomu, Ze a byl nejmensi (nezdporny cely) exponent, jsou rozdily v exponentech celd
kladna cisla. Na levé strané tedy zustal soucet jednicky a t¥i sudych cisel, coz je ¢islo liché. Na
pravé strané pak zustal soucet ¢tyt sudych ¢isel, coz je ¢islo sudé. A to je spor, nebot liché ¢islo se
nikdy nemuze rovnat ¢islu sudému.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni byla spravna a podobala se vzorovému feSeni nebo méla alespon podobnou
myslenku. Kli¢ové bylo uvédomit si, ze pocet 1étajicich talifa ve sloupcich je roven poctu létajicich
talifa v radcich. (Johana Kubatova)
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Uloha 4.

Naty si vybrala pfirozené ¢islo n a ndsledné si vypsala viechna n-pismenna sloval slozens z pismen
U, F a O. Dokazte, ze téch, v nichz se kazdé z podslov UF a UO vyskytuje sudékrat, je mezi
vypsanymi slovy ostie vice nez téch, v nichz se kazdé z téchto podslov vyskytuje lisekrat.

RESEN:
Slova, v ktorych sa podslova UF' aj UO vyskytuju neparnekrat, budem volat nepdrne a tie, kde sa
vyskytuji parnekrat, budem volat pdrne.

Najprv si vS§imnime, Ze podslova zo zadania sa nedaju zapisat za seba tak, aby sa prekryvali
(napriklad UF a FO by sa tak dali zapisat). To znamend, Zze mdzem vymenit niektoré UF za UO
a hoci nepoznadm zvysok slova, viem, ze poéet vyskytov ostatnych UF a UO to nezmeni (¢o by pri
UF a FO neplatilo, napriklad pri slove UF O, ak zmenime F'O za OF, zmeni to aj pocet vyskytov
podslova UF).

Teraz sa mozeme pozriet na nejaké neparne slovo. O neparnom slove vieme, ze ma aspon jedno
podslovo UF alebo UO. Ak vymenime posledny vyskyt podslova za to druhé (UF za UO, alebo
UO za UF), pocet vyskytov jedného podslova klesne a pocet druhého stiipne o jedna, takze sa
oba pocty zmenia na parne. Takto sme ku kazdému neparnemu slovu priradili parne. Okrem toho,
ked zoberieme nejaké takto vzniknuté parne slovo, tak mézeme zmenit posledny vyskyt UF alebo
UO naspit, ¢o ndm vrati povodné neparne slovo. To znamend, Ze to neparne slovo je jediné, ¢o sa
mohlo zmenit na toto parne a teda rozne neparne slova sa nam priradia ku réznym parnym. To
znamend, Ze parnych je aspon tolko, ¢o neparnych.

Okrem poparovanych parnych slov existuju aj také, kde pocty vyskytov UF aj UO st rovné
nule, teda maji pocet vyskytov parny. Tie ur¢ite nie st sparované so ziadnym neparnym (neda sa
na ne dostat zmenou podslova UF alebo UO, kedZze ziadne nemaji). Vdaka nim je poéet parnych
urcite vacsi ako pocet neparnych.

POZNAMKY:

Mali sme viacero rdznych rieSeni, tak by som tu rad spomenul niektoré funkéné. Vela riesitelov
spocitalo pre kazdy mozny stucet poctov vyskytov UF a UO, kolko moznosti tvoria parne a neparne
slova. Este jedna moZnost bola indukciou sa pozriet na krok zo slova dlhého n na slovo dlhé n + 1.
Na toto bolo treba vytvorit si nezndme pre kazda kombindaciu parit a podla toho, ¢i sa slovo kon¢i
na U. Potom sa dalo spravne zratat z nezndmych pre n nezndme pre n + 1, no toto riesenie bolo
o nieco zdlhavejsie a zlozitejsie. (Martin Sindel4i)

Uloha 5.
Luxusni ¢étvrt na Marsu tvofi (2m + 1) X (2n + 1) &tvercovych parcel. Na kazdé parcele stoji
vila, kterou obyva jeden Martan. Kazdy Martan m4 bud &ervenou, nebo zelenou barvu. Hlavni
barvou Tddku (resp. sloupce) rozumime barvu Martand, kterd je v fadku (resp. sloupci) zastoupena
v nadpoloviéni vétsing. Dokazte, Ze alespori m~+n-+1 Martanit ma hlavni barvu svého iadku i svého
sloupce.

RESENI:

Necht je luxusni &tvrt tvorena BUNO 2m +1 fadky a 2n+ 1 sloupci. V kazdém tadku, resp. sloupci,
pfitom vzdy existuje nadpoloviéni vétsina téch Martant, ktefi maji hlavni barvu svého fadku, resp.
sloupce, nebot &isla 2m + 11 2n + 1 jsou licha (jinak Fedeno, pocty Cervenych a zelenych Martant
se nemohou rovnat). V kazdém fadku je tak vzdy alespori n + 1 Marfand majicich jeho barvu,
v celé ¢tvrti je proto alespon (2m + 1)(n + 1) Martant, ktefi maji barvu svého fadku. Podobné
miizeme Fici, Ze v kazdém sloupci je nanejvys m Martant nemajicich jeho barvu, v celé ¢tvrti je

1Za slovo povazujeme jakoukoliv posloupnost pismen. Podslovem pak rozumime tsek nékolika
po sobé jdoucich pismen v daném slové.
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proto nanejvys (2n+ 1)m Martant, ktefi nemaji barvu svého sloupce. Ze vSech Martand, ktefi maji
barvu svého fadku, tudiz alespon

Cm+D(n+1)—Cn+1)m=2mn+2m+n+1—-2mn—m=m+n-+1

musi mit i barvu svého sloupce, coz jsme chtéli ukizat.

Alternativné mtizeme ptidat odhad poétu Martant, ktefi maji barvu svého sloupce; téch musi
byt alespont (2n + 1)(m + 1). Celkem takto napoéitdme alespori (2m +1)(n+1) + (2n+1)(m+1)
Martant, z nichZ ovSem alespon

@2m+1)n+1)+2n+1)(m+1)—2m+1)2n+1)=2m+1)(n+1)—2n+1)m=m+n+1

muselo byt zapocitano dvakrat. To jsou ale pravé ti Martané, ktefi musi mit barvu svého fadku
i sloupce, takze jsme hotovi.

POZNAMKY:

Mnoho fesiteli se vydalo podobnou cestou jako vzorové feSeni a zpravidla s tspéchem; néktefi
tesitelé prehazeli fadky a sloupce, zavedli pro né specifické znaceni a za vyuziti podobnych odhadt
jako ve vzoréku (a obdcas i trochy rozebirani) dosli také k cili, jini zase pouzili dikaz sporem. Zbyla
feSeni jsem ohodnotil bud ¢aste¢nymi body za trefnd pozorovani, nebo 0 body, pokud se objevily
pouze konstrukce konkrétnich prikladua ¢i byla dokazovana neplatna tvrzeni. (Stépan Varhanik)

Uloha 6.
Na poli se zdhadné objevily kruznice k a £ se stejnym polomérem. Protinaji se v bodech A a B.
Primka prochazejici bodem A protina k a £ postupné v bodech C' a D. Kolmice z B na piimku C'D
protina k a £ postupné v bodech E a F. Dokazte, ze CEDF je rovnobéznik.
RESEN(:
Nejprve si vSimneme, Ze zalezi, jestli bod A lezi mezi C' a D. Toz nastane pravé tehdy, kdyz C i D
lezi na delsich obloucich AB. Pokud je jeden z nich na krat$im oblouku, potom bod A lezi mimo
tsecku BC'. Stejnd situace je i u bodt B, E a F'. Celkové tedy existuji 3 rizné konfigurace (podle
toho, na kterych obloucich jsou body), kterékoli jiné lze na tyto snadno ,prepismenkovat“2.
Prvni konfigurace vypada tak, ze zadny z bodu C, E, D, F nelezi na kratsim z obloukid AB. Pak
z véty o obvodovém thlu plati, ze |[<ACB| = |<ADB)| (kruznice maji stejny polomér, takze stejné
dlouh4 tétiva bude p¥isluset stejné velkému obvodovému thlu), a proto je ABCD rovnoramenny
a |BC| = |BD|. Vyska z vrcholu B v ABCD lezi na kolmici na tsecku CD prochézejici bodem
B, a tedy i na pfimce EF. Pata této vysky lezi z rovnoramennosti v poloviné usecky CD, tudiz
pfimka EF puli tsecku CD. Naprosto analogicky |<AEB| = |<AFB|, AAEF je rovnoramenny,
tedy i C'D puli tsecku EF.

2Pifepismenkovanim je minéno to, #e mizeme piepsat body C <+ D a zaroveii E <+ F' (a potazmo
nazvy kruznic k <> 1) a nic se nezméni, protoze je vSe osové soumérné podle AB. Stejné tak mizeme
prohodit A <+ B a s nimi i nazvy pfislusnych bodu C <+ E a D < F, protoze to je osové soumérné
podle spojnice stfedu k a l. Takto muzeme situaci upravit tak, aby byly na kratsich obloucich stejné
body jako ve zminénjch BUNO.

10
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Druhd konfigurace vypadéa tak, Ze na kratsich obloucich AB lezi pravé 1 z bodu C, D, E a F.
BUNO necht je tento bod C. Pak z véty o obvodovém thlu plati, ze |[<ADB| = © — |<ACB]|.
Soucasné plati m — |[<XTACB| = |<BCD| a odsud |[<ADB| = |<BCD|, a tedy ABCD je rovno-
ramenny a EF puli tse¢ku DC. Stejné jako v prvni konfiguraci |<AEB| = |<AFB|, AAEF je
rovnoramenny, a tak i C'D puli tsecku EF'.

Tteti konfigurace mé na kratsich strandch pravé dva ze zminovanych bodi (snadno nahlédneme,
Ze t¥i nebo ¢ty¥i tam byt nemohou) a vyuziva stejné myslenky jako predchozi dvé. BUNO necht jsou
tyto dva body C a E (alternativné by to mohla byt jen dvojice D a F) a stejné jako v pfedchozi
konfiguraci plati, ze |[<ADB| = m — |[<ACB| a m — |[<ACB| = |<BCD)|, coz naprosto totozné
dokazuje, ze ABCD je rovnoramenny a EF puli Gse¢ku CD. Plati, ze |[<AEF| = © — |<AEB|
am — |[<AEB| = |<AFB], coz naprosto totozné dokazuje, ze AAEF je rovnoramenny a C'D puli
tsecku EF.

Nehledé na konfiguraci, ¢tyfuhelnik, jehoz thlopricky se navzajem puli, je rovnobéznik, takze
tvrzeni mame dokdzano pro vSechny tfi konfigurace.

POZNAMKY:

Vétsina fesitelu ulohu fesila podobné jako vzorak, akorat mnoho z nich nefesilo, Ze existuje vice
konfiguraci. Tomuto problému se Sikovné vyhnulo par Fesiteld, ktefi pouzili (nebo alespon zminili)
orientované uhly. Naslo se také par péknych feseni, kterda pouzivala posunuti bodd, pomoci kterého
se dokazovaly rovnobéznosti, nebo tieba mocnost bodu ke kruznici. Ulohu slo fesit i analyticky, ale
jak jeden fesitel ovéril, bylo to zbytecné slozité. (Barbora Klusakové)

Uloha 7.

Kuba objevuje mimozemskou kulturu. Dozvédél se, Ze jsou pro ni posvatna cisla x, p, n, ale nikdo
mu nechce Fict, jaka ¢isla to jsou. Vi jenom, ze x je celé ¢islo, p je prvocislo a n je prirozené ¢islo
a ze spliuji vztah 23 + 2? + z + 1 = p™. Pomozte Kubovi najit véechny mozné takové trojice.
RESEN(:

Nejprve si levou stranu rovnice rozlozime, ¢im# dostaneme (x 4 1)(x2 4+ 1) = p™. Diky tomu vime,
ze v prvociselném rozkladu levé strany rovnice je pouze prvocislo p, a tedy plati tyto rovnice:

(z+1) =p%,
(z* +1) =p,
11



B<I Matematicky korespondenéni seminf 44.ro¢nik (2024/2025), 1. komentdie B<

kde a, b jsou nezadporna celd ¢isla. Zaroven plati, ze 22 > x, tedy 2 +1 > z + 1, a proto b > a. To

2
znamena, ze zzjll je celé cislo. Pokud tento polynom vydélime, dostaneme x — 1 + Til
Jelikoz tento vyraz mé byt celoCiselny a x — 1 je vzdy celé, musi byt %_H také celé. To nastane

pouze pro Ctyfi razné hodnoty z, a to —3, —2, 0 a 1. Po jejich dosazeni do levé strany ptuvodni
rovnice ziskame ¢isla —20, —5, 1 a 4, ktera se maji rovnat p™.

to tedy muze byt pouze 4, a tedy jediné x, které vychazi, je x = 1. Lze snadno ovéfit, ze jediné p
a n, pro které p™ = 4 jsou p = 2 an = 2. A tedy jedind trojice spliujici zadani je x = 1, p = 2
an=2.

POZNAMKY:

Neékteri Fesitelé ve svém FeSeni tvrdili, ze p?~1 a p@~1 jsou cela &isla (nebo, ze p déli P a p%), coz
ovSem neplati, pokud se a nebo b rovnaji 0. (Lukés Trojan)
Uloha 8.

Ctyithelnik ABCD je vepsan do kruznice w. Bod M nazveme neidentifikovanym létajicim, po-
kud ‘Iﬁgl‘ = Iljl\b;g\‘ Dokaz, ze existuji ¢tyfi neidentifikované létajici body lezici na w takové, ze

ctyruhelnik, ktery tvori, ma kolmé uhlopiicky.
RESENT:
Oznac¢me si prieseénik uhloprie¢ok $tvoruholnika ABCD ako X . Dalej si vyznacime osi uhlov AX B

a BXC. Ich prieniky s kruznicou w na oblikoch AB, BC, CD, DA oznac¢ime postupne Mi, Ma,
M3, My. Plati

|<My X M| = |[<My X B| + |[<BX Ma| = 90°.

|<AXB| N |<BXC| |<AXC|
2 2 n 2 o

Uhlopriecky stvoruholnika M7 Mo Ms My st teda na seba kolmé. Staci teraz dokazat, ze jeho vrcholy
s zaroven naozaj neidentifikované lietajuce.

Dokéazeme to najskor pre bod M;. Zo sinusovej vety vieme, Ze pomer strany ku sinusu pro-
tilahlého uhla je pre vSetky strany v trojuholniku rovnaky. Preto, ked sa pozrieme na trojuholnik
AM; X, vidime, ze

| X M| _ |M1 A
sin (|<XAM|) ~ sin(|<Mi1 X A])’

(1
12
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Podobne z trojuholnika BX M7 a nésledne rovnosti velkosti uhlov M1 X A a M1 X B vidime, ze

| X M| _ | M1 B| B | M1 B| @)
sin (]<XBM|) sin(|<M1XB|) sin(|<M1XA|)

Teraz lava stranu rovnosti (1) predelime lavou stranou rovnosti (2) a pravu stranu (1) pravou
stranou (2). VSimneme si, Ze na lavej strane sa Citatele a na pravej strane menovatele vykratia.
Dostavame, ze

sin (|<XBM|)  [M1A4]

sin (|<XAM;|) ~ |[M1B|

Teraz sa pozrieme na trojuholnik C M1 D. Zo sinusovej vety vieme, zZe

|M:1C| _ |M1D|
sin (j<M1DC|)  sin(|J<M1CD|)’

Z vety o obvodovom uhle vieme, ze |<M;DC| = |<M; AC| = |<XAM,|. Podobne |<M1CD| =
|<M1BD| = |<XBMj|. Podme teda tieto uhly dosadit do predoslej rovnosti a upravovat dalej.?

|M1C)| |M1D|

sin (|<XAM;|)  sin(|<XBM;i|)’
Sin(‘<{XBM1|) _ ‘MlD‘

sin (|<XAM;i|)  |MiC|’

Ked rovnosti spojime, dostavame, Ze
b b

‘M1A| - Sin(|<IXBM1|) _ ‘M1D‘
IMiB|  sin(|<XAM:|) |MiC|’

¢o sme chceli dokazaf. Rovnaky postup vieme aplikovat aj na body Ma, M3 a My. Stvoruholnik
My Mo MsMy mé teda vrcholy v neidentifikovanych lietajicich bodoch na w aj kolmé uhlopriecky.

POZNAMKY:
Aj ked tie rovnosti vyzeraji mozno na prvy pohlad hrozivo, netreba sa ich bat. Vzorové riesenie sa
oplati precitat, nezje ta. (Alica Doményova)

3Pri prendsani obvodovych uhlov sa ndm moéze stat, ze uhol bude na opa¢nom obliku, a teda
ked mal povodny uhol velkost «, novy bude mat velkost 180° — «. To ndm ale nevadi, kedze

sin a = sin (180° — «).
13
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Of Permutations

In this series, we shall deal with problems involving various arrangements, orderings and rankings.
All of these can be easily formalised using permutations.
A permutation 7 on a set A is a function 7w : A — A that is bijective, i.e. it is

(1) surjective (or onto A), which means that for each y € A, there exists * € A such that
n(z) =y,

(2) ingective, which means that if 7(x) = 7(y) for some z,y € A, then z = y.
We denote the set of all permutations on the set A as S4. Specifically, for n € N and A =
{1,2,...,n}, we denote this set of permutations on A as S,,. We call the “permutation” w(z) =z
that leaves every element of A in place the identity permutation (or just identity), which we denote
id4 or just id.

Sp, contains exactly
nl=n-(n-1)---2-1

permutations — number 1 can be mapped to any number (1) from among 1, 2, ..., n, number 2
can then be mapped to any such number which is not (1), number 3 can be mapped to any such
number which is not 7(1) or 7(2) etc.

We formulated what a permutation is on an arbitrary set A, but we will mainly work with finite
sets. In that case, it is easier to show that a given function acting on this finite A is a permutation,
as this theorem shows:

Theorem. Let A be a finite set of size n and let f : A — A be a function on A. Then, f is
injective if and only if f is surjective.

Proof. (=) Because f is injective, every element of A is mapped to a different value, which
means that there are n different values in the form f(a), a € A, each of them lying in the set A,
which has n elements. That means that among those f(a), a € A, every element of A is represented.
In other words, for arbitrary y € A, there must exist an € A such that f(z) = y.

(<=) If f was not injective, there would exist distinct z1,z2 € A such that f(z1) = f(z2).
That would mean that there are at most (n — 1) different values f(a), a € A, contrary to the fact
that f is surjective. O

A corollary of this theorem is that for a finite set A, every injective function A — A is a per-
mutation, and similarly, every surjective function A — A is a permutation.

Because permutations are bijections, we may refer to their inverses — for m € S 4, there exists
a mapping 7~ ! such that 7—! maps b € A to the unique element a € A satisfying m(a) = b.
Because 7 is a bijection acting on A, 7! is also a bijection defined on A, i.e. it is a permutation
again.

It also holds that the composition of permutations 7,0 € S4, defined by

(roo)(a) =m(o(a)), a€A,

is a permutation. If we compose 7 with itself k& € N times, we write this composition as 7*.

14
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Cycles

Suppose we have a permutation 7 on a finite set A and we choose an element a3 € A. Then 7
might map a; to itself, or it can map it to another element az = m(a1). Next, az can be then
mapped to a; or some other element a3 of A, but it cannot be mapped to a2, because 7 is injective
and aj is already being mapped to as.

More generally, suppose that a1, ag, ..., ai are all distinct elements of A and it holds that
m(a;) = aijq1 fori € {1,2,...,k—1}. Suppose also that ay is mapped to an already visited element,
say ay for some ¢ € {1,2,...,k} — this has to eventually happen, because A is finite. Now, if £ > 2,
then we would have 7(ay) = a; and also w(ag—1) = ag. But ax # ag_1, so m would not be injective,
and thus not a permutation. This means that £ = 1 must happen and therefore 7 creates a cycle

al—» a2 +—» - ag — ay.

It can be the case that A also contains some other elements which are not part of this cycle. With
the same procedure, we can again choose some b; € A\ {a1,...,a}, which will construct another
cycle — let us dispense with the arrows and just write the cycle as (b1 b2 ... by). Continuing like
this, we can decompose the permutation m into disjoint cycles as

7= (a}al ... a}ﬂ)(a% a3 ... aiz)...(a{” ay’ ... ap ),

where the elements af are all distinct — this notation lists all the individual cycles, (a{ al ... af;j)
being the j-th cycle. Moreover, these cycles are uniquely determined for the given permutation.
Usually, we omit cycles of length 1 for simplicity.

As an example, the permutation m € Sg which is given by (1) = 4, 7(2) = 2, 7(3) = 6,

w(4) =5, m(5) = 1 and 7w(6) = 3 is represented by the cycles
7= (145)(2)(36)=(145)(36)

(we omit the cycle (2) of length one). This gives us a better idea how the permutation behaves —
for example, we see that 76 = id (more generally, it is not hard to see that the smallest positive
exponent with this property is equal to the least common multiple of all the cycle lengths). We
can also immediately determine the inverse of m — we just have to reverse the order of elements
in individual cycles, so 7! = (5 4 1)(6 3).

If m(a) = a for a € A, we say that a is a fized point of w. If m consists only of one cycle, it is
called cyclic. If # = (ba) € Su, i.e. if 7 swaps a with b while leaving the remaining points fixed,
then we say that 7 is a transposition.

Counting Permuted Values

When several numbers are summed or multiplied together, it does not matter how we order these
numbers — 1 4+ 2 4 3 is the same as 2+ 1+ 3 or 3 4+ 1 + 2. Thus, if we have a permutation 7 on
a finite set of numbers A, it holds that*

Z a= Z m(a) and H a= H m(a).

a€A acA acA acA

This simple fact can serve as a surprisingly powerful tool, as we will now illustrate:

Theorem. (Fermat’s little theorem) Let p be a prime and a € {1,2,...,p — 1}. Then a?~1 =1
(mod p).

43~ denotes the sum and [] the product.
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Proof. Let A={1,2,...,p—1} and 7 : A — A defined as 7(xz) = (ax mod p). We claim that 7
is injective — to that end, suppose that z,y € A satisfy 7w(z) = w(y). Then az = ay (mod p), and
because a and p are coprime, it follows that = y (mod p). However, x and y are from A which
contains only numbers between 1 and p — 1, so x = y. We showed that 7 is injective, and so it
must be a permutation thanks to the finiteness of A.
Now, the product
II =@ ==(1)-7(2)---x(p - 1)

T€A

must be equal to

Hx=1-2~~(p—l),

z€A

because both run over the whole A and 7 is a permutation, so every element of A appears exactly
once in each product, regardless of whether we multiply the values 1, 2, ..., p — 1 in ascending
order or in the permuted order given by .

Finally, we calculate

Hx: Hﬂ'(l‘): H(am mod p) = Ham:apfl- Hx (mod p),

z€A z€A z€A z€A z€A

and so 1 = a?~! (mod p) thanks to the fact that individual elements of A are coprime to p, hence
their product is also coprime to p. O
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Polynomy 1 — Ke kofeniim a zase zpatky

Mily priteli,

vitej u prvniho dilu leto$niho seridlu, v némz budeme brouzdat svétem polynomu. Polynom, nebo
téZ hezky ¢esky mnohodlen, je pojem, ktery uz jsi dost mozné nékdy potkal(a). Schovava se za nim
vyraz s proménnou z a s koeficienty ao, a1, ..., an, ktery muze vypadat néjak takhle:

-1
anx" + apn—12" " 4+ -+ a1x1 + ao.

Matematiky casto zajima hledani kofent, tedy jaka Cisla za x muzeme dosadit, aby cely vyraz
nabyl nulové hodnoty. I nas budou kofeny na nasi cesté provazet: po osvojeni zakladnich pojmu si
v tomto dile ukdzeme, jak s pomoci kofenu faktorizovat polynom na soucin a k ¢emu je to dobré.
Poté prozkoumame, jak se od kofenu vratit zpét ke koeficientiim, a na tplny zavér predstavime par
hezkych i Spinavych trik na tlohy, v nichz hleddme neznamy polynom.

Pokud jsi potkal(a) polynomy ve $kole, pravdépodobné jste jako proménné, kofeny i koeficienty
brali realnd ¢isla. Spousta zajimavych tloh ale vznikne tak, Ze misto o realnych ¢islech za¢neme
pfemyslet jenom o téch celych nebo racionalnich. Nebo si naopak muzeme svét realnych cisel zvétsit
na komplexni éisla. Abychom podchytili co nejvic z této rozmanitosti, budeme se teorii snazit
budovat trochu obecné. Diky tomu pak budeme schopni snadno pfepinat, zda zrovna hovofime
o polynomech ,nad“ redlnymi, celymi, raciondlnimi, ... ¢i jakymikoliv exoti¢téjSimi Cisly.

Serial pro Tebe letos pisi Majda MiSinova, Matéj Dolezalek a Tom Flidr. Zavrta-li se Ti do
hlavy pfi cteni jakdkoliv otazka ¢i nejasnost, nevidhej se na nas obratit na mailovych adresach
magdalena.misinova@gmail.com, matej@prase.cz a tomas@flidr.name. Pfejeme piijemné cteni!

O prikladech, cvicenich a tlohach

V seridlu bychom Ti radi pomohli procvicit si pocitani a FeSeni tloh. V textu jsou k tomuto
ucelu rozesety tii druhy pomitcek. P¥iklady jsou feSené ukazky, na kterych Ti chceme osvétlit
nejtypictéjsi metody, které se pti feSeni tloh hodi znat. Cvi€eni jsou zamysleni, ktera by Té méla
ubezpedit v osvojeni zavedenych pojmu, ¢i mensi tvrzeni, ktera je podle nas hodnotnéjsi si nejprve
zkusit sdm/sama. Pokud by se Ti to nedafilo, nezoufej, na konci dilu najdes nédvody k nékterym
z nich a jesté o kousek dal feSeni uplné viech. Koneéné Ulohy jsou problémy olympiidniho typu,
podobné jako bézné muzes potkat na soutézich. Nékteré mohou byt tézsi nez Cviceni, na oplatku
zase ale byvaji hezéi. Stejné jako cviceni jsou pak i ulohy opatfeny navody a feSenimi na konci
textu.

Zakladni definice

V tomto seridlu budeme polynomy uvazovat jen s koeficienty branymi z mnozin, kterym frikdme
obory. Obor je ve zkratce struktura, v niz vyznac¢né prvky 0 a 1 a ve které muzeme nasobit, s¢itat
a odecitat tak, jak jsi zvykly/zvykld. Tim myslime tfeba to, Ze pfi s¢itani nezavisi na pofadi ani na
uzavorkovani, Zze mizeme roznasobovat zavorky jako a - (b + ¢) = ab + ac nebo ze soudin ab mize
byt nulovy, jen kdyZ je a nebo b (nebo oboji) nula. Pozor, schopnost délit v oboru nevyzadujeme.
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Piiklady obort jsou cela ¢&isla Z, racionéalni &isla Q, realna é&isla R nebo komplexni ¢&isla® C.
Pokud by Té béhem cteni seridlu pojem ,obor“ znervéznoval, klidné si predstavuj, ze je to jen
néktery ze Z, Q, R & C, nebot stejné myslenky budou povétsinou fungovat jak s jednim konkrétnim
oborem, tak s libovolnym jingm. Pokud jsi uz nékdy potkal(a) moduldrni aritmetiku, mizes si jako
bonus pro kazdé prvoéislo p predstavovat také Z, (celd ¢isla modulo p), nebot to je téz oborem.

Definice. Je-li R obor, pak polynomem nad R myslime vyraz tvaru P(z) = apz™ + -+ + a1z +
ag, kde n je néjaké nezaporné celé cislo a ap,ai1,...,an € R. Mnozinu vSech polynomd nad R
v proménné z znaéime R[z].

Pokud a, # 0, nazyvame a, vedoucim koeficientem polynomu P. Naproti tomu a¢ nazyvame
konstantnim nebo téz absolutnim ¢lenem polynomu P. Domluvme se také, ze si v zapisu polynomu
dovolime vynechavat jednickové koeficienty a ¢leny s nulovym koeficientem a ze zdporna znaménka
bude psat pomoci rozdilu: napi. tedy napiseme x2 — 1 namisto striktné forméalniho 122 + 0z + (—1).
Podobné se domluvme, ze pokud se odkazeme na koeficient s indexem véts$im nez n, bereme, Ze je
to nula.

Na polynomy se primarné divame jako na vyrazy s promeénnou. Prirozené je ale taky vnimat
polynomy jako funkce: kdyz mame polynom P(z) = anz™ + -+ - + a1z + ap € R[z] a néjaky prvek
r € R, mizeme jej dosadit a ziskat tak néjaky novy prvek P(r) = anr™ +---+air+ao € R. Kdyz
napiSeme P(z) = Q(z), budeme tim myslet, ze P a Q maji stejné koeficienty u kazdé mocniny
z. Pozor, to obecné neni ekvivalentni s tim, ze P(r) = Q(r) pro kazdé r € R. V tomto dile tuhle
situaci nepotkéame, ale nad nékterymi obory mohou existovat polynomy, které jsou riazné, ale presto
dosazenim libovolného prvku dévaji vzdy stejnou hodnotu. (Pokud si rozumi§ s obory Z,, muzes
si rozmyslet, ze x2 a x davaji nad Za vzdy stejné hodnoty, ale pfesto jsou to rtizné polynomy:.)

Definice. O « € R fekneme, Ze je kofenem polynomu P, pokud P(«) = 0. Pokud takové o € R
existuje, fikame, ze P md koten v R.

Definice. Je-li P € R[z] polynom P(z) = apz™+---+ai1z+ag a an # 0, pak n nazveme stupném
P, coz znadime jako deg(P) = n. Specialné definujeme deg(0) = —oo.

Pro nizké stupné existuji zazité nazvy: polynom nazyvame konstantnim, pokud mé stupen 0
nebo je nulovy, linedrnim, pokud ma stupen 1, kvadratickym, pokud ma stupen 2, kubickym, pokud
ma stupen 3, atd.

Vsimni si, ze kazdé celé ¢islo je racionalni a kazdé raciondlni ¢islo je redlné. Mame-li tedy
polynom s celoéiselnymi koeficienty, mizeme ho interpretovat jako polynom nad Z, nad Q i jako
polynom nad R. Podobné u polynomu nad Z miZzeme koeficienty interpretovat jen jako zbytkové
tfidy modulo néjaké p a ziskat tak polynom nad Z;. Zapis bude mit porad stejny, ale jeho vlastnosti
se muzou znacné lisit.

Cviceni 1. Najdi polynom s celoéiselnymi koeficienty takovy, ze
(i) mé& koten v Q, ale ne v Z,
(ii) m& kofen v R, ale ne v Q,

)
(iii) (jen pokud zna$ Z,) ma kofen v R, ale ne v Zs,
(iv) (jen pokud znas Z,) ma kofen v Zs, ale ne v R.

Uloha 1. At je dan nenulovy polynom P(z) = anx™ + --- + a1z + ap € Q[z] a &islo 0 # r € R,
které je jeho kofenem. Najdi néjaky polynom nad Q, jehoz kofenem je %

V tomto dile se budeme zabyvat hlavné polynomy nad R (a pozdéji nad C), v zadjmu obecnosti
se toho vSak budeme snazit co nejvice zformulovat a dokdzat nad obecnym oborem.

5Pokud se s komplexnimi &isly zatim nekamaradis, nevés hlavu — v tomto dilu vas sezndmime.

18



X Matematicky koresponden¢ni seminar, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1 I

Sumy

Polynomy typicky piSeme jako soucty jejich ¢lenti. Zatim jsme pro to pouzivali notaci s tfemi
teckami, kterd ma ale jisté nevyhody. Zabird vice mista, a hlavné neni vzdy jednoznacna: 3 4+ 5 +

-+ 11 muze byt jak soucet lichych ¢isel od 3 do 11, tak soucet prvocisel v témze rozsahu. Oba
tyto problémy fesi zapis pomoci sum: mame-li vyrazy fi, fk+1,-- -, fn, jejich soucet miizeme napsat
jako Z?:k fi = fx + frs1 + -+ - + fn. Napfiklad tedy polynom

anx” + -+ ai1r1 +ag muzeme napsat jako Z ajxj.

Vsimni si, ze v tisténé podobé se pocatecni a koncovy index piSou jak nad a pod sumacéni symbol,
tak i vedle — co do vyznamu v tom neni zadny rozdil. Abychom mohli sumami pohodlné zapisovat
polynomy, domluvme se, ze 2° vzdy znamen4 1, jinak bychom striktné vzato p¥i dosazovani z = 0
dostéavali nedefinovany vyraz 0°.

Na poradi séitanct nezalezi a proménnd, pres kterou sc¢itame, je pouzita pouze uvnitf sumy.
Miuzeme tak s podobou sumy trochu ¢achrovat — musime si ale dat pozor, aby byl kazdy séitanec
zahrnut pravé jednou. Napiiklad

n+1 n
Zf] = Zf] 1= faj
7=0
Scitat miuzeme i pres vice proménnych, to si lze predstavit jako s¢itani hodnot zapsanych v polickach
néjaké tabulky. Sumy pies rizné proménné muzeme prohazovat, tak jako v tabulce nezalezi na tom,
jestli s¢itame pres fadky, nebo pies sloupce:®

SEm-EEm

k=1j=1

Operace s polynomy
Kdyz dostanes dva polynomy, P(z) = anz™ + -+ + a121 + a0 a Q(x) = bpmz™ + - -+ + biz1 + bo,
jsou v zasadé tii véci, které s nimi muzes udélat:

(1) Secist je. Potom prosté sectes jejich koeficienty u pfislusnych mocnin proménné:

max{m,n}
(P+Q)@) = > (aj+bja’
5=0
(2) Vyndsobit je. Pro mocniny neznamé pak miize existovat hodné zpisob, jak ji ziskat jakou
soucin ¢lenu v p a ¢lenu v ¢:

n m + Y4
(P-Q)(x Z Z bkxj+k = "2’:” Z ajby_; 2.
=0 k=0 =0 \j=0

(3) Slozit je, neboli dosadit jeden do druhého. Potom se stane néco hodné divokého, nebot
budeme hodné nasobit:

J

PQ) =3 0,Q() = Z “ (Z e ) ‘
7=0

Miuze se zdat, Ze jsme obéas pouzili néjaky nedefinovany koeficient. Pokud nés ale zajiméa koeficient

na pozici vyssi, nez je stupen polynomu, fekneme prosté, Ze je to nula.

SKdybychom zkouseli séitat nekoneéné mnoho prvki, mohli bychom se dostat do problémt.
Nastésti je ale kazdy polynom soucet konec¢né mnoha ¢élena.
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Tvrzeni. (operace s polynomy a stupné) Necht P a Q jsou nenulové polynomy nad oborem R.
Potom:

(i) deg(P - Q) = deg(P) + deg(Q),

(i) deg(P(Q(x)) = deg(P) - deg(Q),

(iii) deg(P+Q) < max{deg(P),deg(Q)}. Pokud deg(P) # deg(Q), pak uz dokonce v piedchozi
nerovnosti nastane rovnost.

Cvigeni 2. Najdi nad R polynomy P a Q takové, Ze deg(P(z) + Q()) < max{deg(P),deg(Q)}.

Koreny

Kdyz dostaneme néjaky polynom, nejpfirozenéjsi otazkou je, jaké ma kofeny. S feSenim kvadratické
rovnice ses jisté setkal(a) ve skole, tim Té& tu proto nudit nebudeme :-). Pro polynomy vyssich stupmi
je hledani kofend vyrazné tézsi a pro polynomy patého a vyssiho stupné je dokonce nemozné najit
formulku, kterd by kofeny polynomu vyjadrila pomoci jeho koeficienti. Pfesto mizeme o kofenech
obecného polynomu Fict spoustu véci.

Tvrzeni. Je-li R obor a P € R[z] polynom s kofenem « € R, pak existuje polynom Q € R|[z]
takovy, ze P(x) = (z — ) - Q(z).

Diikaz. Uvazujme ,posunuty“ polynom 15(x) = P(z + o) a oznac¢me si jeho koeficienty jako
ls(x) = anz™+---+a1x+ag. Dosazenim x = 0 se vynuluji vSechny ¢leny kromé absolutniho, takze
ziskdme ag = P(0). Na druhou stranu ale vime P(0) = P(a) = 0, protoZe o je kofenem P. Clen
ap = 0 ndm tak zmizi a mizeme zapsat

P(x):anx"+---+alz:x-(anx"_1+---+a1),

=Q(x)

kde jsme oznagenim polynomu v posledni zavorce jako Q ziskali P(z) = x - Q(z). Nakonec jesté
pojmenujme Q(z) = Q(z — &), ¢imz uz dostaneme

Plz)=P((z—a)+a)=Pz—a)=(z—a)Q(z —a) = (z — a)Q(z). O

Tvrzeni. Nenulovy polynom P stupné n nad oborem R méa v R nanejvys n kofenu. Pokud ma
n ruznych kofent a1, ...,an € R, pak uz jej lze zapsat ve tvaru P(x) = c¢(x — a1) -+ - (£ — an) pro
néjaké c € R.

Dukaz. Budeme postupovat matematickou indukci. Jako zékladni pfipad vyresme n = 0, pak je
P konstantni a nenulovy, tedy P(z) = ¢ pro néjaké 0 # ¢ € R. Automaticky tudiz P nemuze
mit kofen, protoze at dosadime cokoliv, vyslednd hodnota bude c. Skute¢né tak P ma nanejvys 0
kofenti, navic jsme jej vyjadiili v odpovidajicim souéinovém” tvaru P(z)=c.

Dale predpokladejme, ze P je polynom stupné n a vSechny polynomy stupné n — 1 maji nejvyse
n — 1 kofenid. Pokud P neméa zaddny kofen, pak uz jsme vyhrali. Pokud ma kofen a € R, pak
z pfedchoziho tvrzeni plati P(z) = (z — a)Q(z) pro néjaky polynom Q. Stupeni P je o jedna vyssi
nez stupen @, takze Q mé stupen n — 1, a tudiz nejvyse n — 1 kofent. Kazdy koien P je bud «
nebo kofen @, takze P ma nejvyse n kofend. Navic pokud P méa presné n ruznych kofent, pak
jich @ také musel mit n — 1 rtznych, takze Q(z) = c(x — a1) - -+ (£ — an—1) pro néjaké ¢ a kofeny
al,...,0n—1. Pojmenovanim o, = « a pfidanim ¢initele (z — o) pak mame souéinovy tvar i pro
P(x). O

Specialnim dusledkem tvrzeni je, Ze kdyz mé polynom kofenu vice, je to uz nutné nulovy poly-

nom. Diky tomu muZeme poznat, jestli jsou dva polynomy P a Q stejné: jejich rozdil ma stupen

"Ptedstavujeme si, Ze soudin s nula &initeli je prosté 1.
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nejvyse max{deg(P),deg(Q)} a jeho kofeny jsou argumenty, pro néz se P a @ shoduji. Pokud se

tedy P a @ shoduji v alespoii max{deg(P),deg(Q)} + 1 bodech, je jejich rozdil nulovy polynom,

tedy P a @ jsou tentyZz polynom. Jesté specialnéji, pokud se P a @ shoduji v nekoneéné mnoha

bodech, pak pfedchozi argument funguje i bez toho, abychom néco védéli o jejich stupnich.
Pojdme si to ukazat na prikladech z praxe:

Priklad. Nenulovy polynom P € R[z] stupné n nazveme vterinovym, pokud mé n riznych re-
alnych kofenti ri,...,rn, a navic pro kazdé j € {1,...,n} spliuje P(r; + 1) = 1. Najdi vSechny
vtefinové polynomy. (PraSe 39-3j-5)

Reseni. Nenulové konstantni polynomy vyhovuji trividlné vsechny (nemaji zadné koteny, takze
podminka ,pro vSechny kofeny“ automaticky plati), nadale se proto zabyvejme jen nekonstantnimi
P. UkéZzeme, %e mezi nimi vyhovuji pravé ty tvaru P(z) = x+-c pro c € R. Ze viechny tyto vyhovuji,
je zjevné.

Uvazujme tedy nekonstantni vtefinovy polynom P stupné n a ozna¢me Q(z) = P(x+1) — P(z).
Tvrdime, Ze Q(z) mé stupeii n — 1. K tomu rozepisme P(z) = S°7_, axz”. Roznasobenim zavorek
(z + 1)* podle binomické véty® bude zapis polynomu P(z + 1) za&inat

P+1)=an @ +nz" P4+ Vdan_1 @ T4+ )+
~— —————— N————
(z+1)™ (z41)n—1

pficemz pod trojteckami se vzdy skryvaji Cleny stupné n — 2 ¢i nizSiho. Podobné nam zacind
P(x) = anz™ + an—12" "1 + .- -, takZe jejich odedtenim ziskdme

Q(z) = (an — an)z™ + (ann + an—1 — an_1)x”71 +oo=napz” 4.

JelikoZz ay,, muselo byt nenulové (protoze deg(P) = n), znamena to, ze deg(Q) =n — 1.
Nyni si ale povSimneme, Ze podle zadané podminky pro kazdé j € {1,...,n} plati

Q(rj)=P(rj +1) = P(rj)=1-0=1.

Jinymi slovy, polynom @ a konstantni polynom 1, jez maji oba stupen nanejvys n — 1, se shoduji
v n riznych bodech. To znamend, Ze uz musi byt totozné, tedy Q(x) = 1 je konstantni polynom.

Uz zbyva jen vydedukovat, jak mohl vypadat ptivodni P. Ze stupiit mame n — 1 = deg(Q) =
deg(1) = 0, takze P byl linearni. Navic jsme pfi dikazu deg(Q) = n — 1 mimodék odhalili, zZe
vedoucim koeficientem @ je na,. Vedouci koeficient konstantniho polynomu 1 je 1, takze 1 =
nan = 1 a1 ndm prozrazuje jeden ze dvou koeficient linedrniho polynomu P. Musi tak byt
P(z) = = + ¢ pro néjaké ¢ € R, coz uz jsme ovéfili, ze vyhovuje zadani. Nasli jsme tak vSechna
feseni: nenulové konstanty a linearni polynomy s vedoucim koeficientem 1.

Priklad. Polynom P € R[z] stupné 2024 spliwuje P(k) = % pro kazdé k € {1,2,...,2025}. Uréi
P(2026).

Reseni. Uvazme polynom Q(z) = z - P(z) — 1. M4 o 1 vé&tsi stupeii nez P, takze deg(Q) = 2025.
Zéroven pro k € {1,2,...,2025} mame

Q(k):kP(k)flzk-%fI:O.

Nalezli jsme tak 2025 rtznych korent tohoto polynomu stupné 2025, musi se proto uz jednat
o vSechny jeho kofeny. Navic dostavame soucinovy tvar

Q(z) =c(z — 1)(z —2) - (z — 2025)

8Binomickd véta ¥ika (a + b)™ = Y p_g (3)a™"*b*, kde (}) jsou kombinaéni &fsla.
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pro néjaké zatim neznamé ¢ € R. Toto ¢ dopocitame dosazenim x = 0, dostaneme

Q(0) = ¢(—=1)(=2) - - - (—2025) = ¢(—1)20252025!,
ale zéroven Q(0) =0-P(0) —1 = —1, z ¢ehoz uz plyne ¢ = ﬁ. Vime tedy uz presné, jak vypada
Q(x). Abychom se dopidili P(2026), dosadime tento argument do @ a dopocteme

1

2026 - P(2026) — 1 = 2026) = 2026 — 1)(2026 — 2) - (2026 — 2025) = -2025! =1,
(2026) Q(2026) = 5 - ( ) ) ( )= Som
1+1 1
P2026) = ~+1_ 1
2026 1013

Uloha 2. Af jsou a, b, ¢ navzajem rtizna realnd ¢&isla. Nahlédni bez roznasobovani, na co se
zjednodusi soucet polynomu

(z—b)(xz—c) (z—c¢)(z —a) (x —a)(z —b)
@a—t)(a—0c)  b-ob-a)  (c—ayc—b)

Uloha 3. Jsou déna navzdjem rizna realna &isla a1, az, az a dalsi realné &islo ¢. Pokud vis, ze

feSenimi rovnice
(z—a1)(z—a2)(zx—a3z) =c

jsou tfi rdzna by, ba, b3 € R, urci vSechna realna feseni rovnice
(x4 b1)(z 4 b2)(z + b3) = c.

Jeden trend, kterého si mizes povSimnout v dosavadnich tvrzenich, je to, ze vzdy nejprve
predpokldadame, Ze néjaky kofen méame — obecné totiz neni garantovano, ze néjaky kofen existuje
(to bylo k vidéni ve Cvigeni 1). V né&kterych konkrétnich situacich ale existenci kofenu garantovat
umime:

Cviceni 3. Kazdy linearni polynom nad Q ma v Q kofen.

Cviceni 4. Necht ma polynom P € R[z] lichy stuperi. Dokaz, Ze potom ma P kofen v R. (Muzes
predpokladat nasledujici: pokud éisla ri,r2,c € R spliuji P(r1) < ¢ < P(r2), pak existuje b € R
spliiujici P(b) = c.)

v

‘ 1 b 1o
Uloha 4. Af maji oba P,Q € R[z] stupeii 10 a vedouci koeficient 1. Je-li znamo, Ze rovnice
P(z) = Q(z) nema realné feseni, dokaz, ze P(x + 1) = Q(z — 1) uz realné feSeni ma.

Uloha 5. Uvazujme dva kubické polynomy F,G € R[z] s vedoucimi koeficienty 1. Dejme tomu,
Ze rovnice

F(z) =0, G(z) =0, F(z) = G(x)

maji dohromady 8 rtiznych realnych feseni. Rozhodni, zda to nejvétsi a to nejmensi z nich mohou
obé byt feSenimi F(z) = 0. (PraSe 38-4p—4)
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Odbocka do komplexni roviny

Nyni uz dovedeme namotivovat komplexni ¢isla a seznamit Té s nimi, pokud se jesté neznate.
Polynomy lichého stupné nad R maji vzdy kofen, ty se sudym stupném vSak mohou kofeny stale
postradat. Snad nejjednodussim moznym piikladem je polynom z2 + 1, ktery vSude na relné ose
nabyva kladnych hodnot, a proto nikde nema koren. Tento stav véci matematiky raného novovéku
trapil natolik, az se jej rozhodli vyresit neortodoxnim zpisobem — prosté si tento chybéjici kofen
vymysleli a zacali zkoumat, k ¢emu dalsimu to povede.® Pojdme nasledovat jejich cestu.

Zacéneme tim, Ze prohlasime, ze existuje jakési ¢ (fikejme mu imagindrn? jednotka), které splituje
i2 = —1. To znamen4, Ze i bude kofenem polynomu z? + 1. Kompleznimi ¢isly budeme rozumét
¢isla tvaru a + bi, kde a,b € R, a mnozinu vSech komplexnich ¢isel oznac¢ime C. Podobné jako
u polynomi se domluvme, ze v zapise komplexnich ¢isel dovolime pfirozena zjednodusSeni, napft.
tedy budeme psét ¢ misto 0 + 14, 0 misto 04 0¢ ¢i 1 — ¢ misto 1 + (—1)i.

Pojdme si rozmyslet, jak s komplexnimi ¢isly poéitat, k tomu uvazujme a + bi a ¢ + di. S¢iténi
je snadné:

(a+bi) 4+ (c+di) = (a+ ¢) + (b + d)i,

podobné tak i od¢itani. Pfi ndsobeni dostaneme roznésobenim

(a+ bi) - (¢ + di) = ac + adi + bei 4 bdi?,
coz s vyuzitim i2 = —1 zjednodusime na (ac — bd) + (ad + bc)i, takze jde opét o komplexni é&islo.
Z hlediska uprav vyraziu funguji tyto pocty s komplexnimi ¢isly stejné jako pocitani v realnych
&islech — vSechny obvyklé poucky jako komutativital® a asociativitall séitani a nasobeni &i rozna-
sobovéani zavorek zistdvaji v platnosti. Ted by bylo pfirozené osvétlit jesté déleni, ale to se ndm
prozatim vyplati odlozit a misto toho si nakreslit obrazek.

Komplexni ¢isla jsme zavedli jako a + bi pro a,b € R, je tedy pfirozené se na né divat jako na
dvojice redlnych ¢isel. Ty muzeme interpretovat jako soufadnice bodu v roviné — fikame ji komplexni
nebo téz Gaussova rovina. Typicky ji kreslime s vodorovnou, z-ovou osou reprezentujici realnou
slozku a svislou, y-ovou osou reprezentujici imaginarni slozku.

a=m+1

Pro a = a + bi definujeme jeho komplezné sdruené &islo jako @ = a — bi (¢ti jalfa s pruhem*).
V obrazku komplexni roviny to odpovidd osové soumérnosti podle realné osy. Déale si muzeme
vSimnout, ze
a-a= (a+bi)(a—bi) =a? — (bi)? = a® +b?
9Tady velice, velice zjednodusujeme, historie je o néco slozit&jsi. Prosime, odpust nam to :-).
10 Nezévisi na poradi.“
11 Nezévisi na uzavorkovani.“
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je vzdy redlné ¢islo. Presnéji feceno je to dokonce druhd mocnina vzdélenosti bodu [a, b] od poéatku.
Obvykle se proto timto definuje absolutni hodnota komplexniho ¢isla jako |a| = vVaa = va? + b2,
jez je pro kazdé a # 0 kladné.

Cviceni 5. Ovér, ze pro «, 8 € C plati

(a+pB)=a+8, (a-B)y=a-pB.

7 ptedchoziho cviceni také plyne, ze || = 1/(af)(af) = Vaa - VBB = || - |8]. To specialné
znamend, ze af = 0 miZe nastat pouze tehdy, kdyz 0 = |a8| = |a] - |B], coz je pravé tehdy, kdyz
jedno z a, S ma nulovou absolutni hodnotu neboli je nulou. S timto poslednim st¥ipkem skladacky
jsme tak opravnéni tvrdit, ze C je obor — mizeme tedy nad C zvesela vypustit vSechnu polynomialni
masinerii, kterou si vybudujeme.

Cviéeni 6. Najdi vechny kofeny polynomu z* 4+ 1 v komplexnich &islech.

Cvicéeni 7. Rozmysli si, ze v C dovedeme délit libovolnym nenulovym ¢islem pomoci rozsifeni
komplexné sdruzenym c¢islem: % = a8
BB

Zatim jsme osvétlili, jak pracovat v komplexnich c¢islech, nemusi byt ale stile jasné, pro¢ se

to vyplati. Nase motivace zapocala tim, ze vyrobime koren pro jeden konkrétni polynom. Nastava

vSak velkd magie (jejiz dikaz je bohuZzel nad naSe moznosti) — v komplexnich &islech uz najednou

maji kofen vSechny (nekonstantni) polynomy. A to dokonce nejen vSechny polynomy s redlnymi

koeficienty, ale i vSechny ty, které maji komplexni koeficienty:
Véta. (zékladni véta algebry) Kazdy nekonstantni polynom P € Clz] ma v C kofen.

Se zékladni vétou algebry v rukou uz se muzeme — alespon kdyz pracujeme nad C — zbavit
podminek stylu ,,pokud néjaky kofen existuje ...«
bezpodminecné:

a vyslovit rozklad polynomu na soucinovy tvar

Dusledek. Nenulovy polynom P € C[z] stupnén Ize zapsat ve tvaru P(z) = c(z—o) - - - (x—an),
kde ¢ € C je vedouci koeficient a a1, ...,an € C kofeny (ne nutné rizné).

Dikaz postupuje prakticky stejnou indukci jako ve verzi, kdy jsme nad obecnym oborem meéli
existenci kofenu jako predpoklad — nebudeme jej tu proto opakovat.

Cviceni 8. Uvazujme polynom P € R[z] jako polynom nad C. Nahlédni, Zze pokud je a € C
kofenem P, pak je i @ kofenem P.

Uloha 6. Jsou dany polynomy F,G, H € R[z] spliiujici rovnost
(@2 + 24+ 1)F(z) = G(z®) + zH ().
Dokaz, ze 1 je kofenem G i H.

Vietovy vztahy

N&s dosavadni pohled na véc nabada k tomu, ze za¢neme s polynomem zapsanym pomoci koeficienti
a chceme najit jeho kofeny. Neméné uZiteénd (a navic snazsi) je vSak cesta opanym smérem —
predstavujeme si, ze uz zname kofeny, a dopocitdvame pomoci nich koeficienty. Pfesné toto zafrizuji
tzv. Vietovy vztahy.

Domluvme se, ze kdyz fekneme, ze polynom P md koteny r1,...,ry, myslime tim, ze se fak-
torizuje jako P(z) = c¢(x — r1)---(x — rn) pro néjaké c. Pointou je, Ze by se nemuselo jednat
o n navzajem ruznych kofent, nékteré by se mohly opakovat — vCetné téchto opakovani se ale
dohromady nastfada n kofenu.
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Tvrzeni. (Vidtovy vztahy) Méjme polynom nad komplexnimi ¢isly P(x) = anx™ + an—12” "1 +
-+ a1z + ao, ktery mé kofeny r1,72,...,mn. Pak pro kazdé k € {1,2,...,n} plati

_ k On—k
§ iy Tp Ty, = (=1) e
1<j1 < <jp<n "

Vyraz na levé strané muze vypadat désivé, ale je to jenom sumacni zapis toho, ze vezmeme
vSechny souciny obsahujici pravé k riznych korenii a seCteme je. Zejména pro nékteré ,krajni
koeficienty vypadd vysledna formulka celkem hezky: pro k = 1 a k = n dostaneme po fadé

an—1

—n 0,

ritret Ty = — a T2 = (

an Qn
Dalsi zjednoduseni pfichdzi v ptipadé a, = 1: pak je absolutni ¢len (az na znaménko!) soudinem
kofentl, zatimco druhy nejvyssi koeficient je minus soucet kofenti.
Cviceni 9.
(i) Napis si Vietovy vztahy pro polynom stupné 2 a pro polynom stupné 3.
(ii) Najdi koeficienty né&jakého polynomu, jehoz kofeny jsou 2, 3 a 5.

Polynom ve formulaci Vietovych vztaht vyse jsme vzali nad komplexnimi ¢isly, protoze tam
mame zajisténo, ze opravdu ma n kotfent. Taky je ale mozné postupovat obecnéji:

Cviceni 10. Zformuluj Vietovy vztahy nad libovolnym oborem pro polynom stupné n s kofeny
r1,...,Tn v piipadé, Ze ma vedouci koeficient a, = 1.

Pojdme si nyni ukdzat, jak Vietovy vztahy pouzit v tlohach. Sice ndAm nepomohou v Feseni
polynomidlni rovnice, ¢asto ale umoznuji vytesit tlohy tykajici se kofent, aniz bychom kofeny
explicitné pocitali.

Priklad. Ozna¢me a a 3 (komplexni) kofeny rovnice 222 — 4z + 9 = 0. Uréi o? + 82.

Reseni. Vime, ze oo+ 8 = — (f%) =2aaf= % Nyni je nasim tikolem vyrobit a? 4+ 82 z o+ 3
a af. K tomu si stagi uvédomit, ze (a + 8)? = a? + 2a8 + 2, tedy

9
a2+ﬁ2:(a+ﬁ)2—2aﬁz22—2-5:—5.

Na prvni pohled muze vypadat prekvapivé, ze soucet dvou ¢tverct vysel zaporné. To je ale jen tim,
ze a a (3 jsou ve skutecnosti komplexni ¢isla.

Priklad. Ozna¢me (komplexni) kofeny polynomu 3 —32241 jako a, 3, 7. Najdi kubicky polynom
s koteny o2, 52, v2.

Reseni. Nejprve si shriime Vietovy vztahy pro z3 — 322 4 1. Pro koeficienty u 2

dostavame

, x a 1 postupné

atft+r=—(-3)=3  aB+By+ya=0, aBfy=-L

Nyni chceme pomoci téchto vyrazii vyjadiit vzorecky pro o2, 82, v2. Za¢neme souétem kofenti, coz
je a% na znaménko koeficient u z2. Vyuzijeme vztah (a+8+7)2 = o2+ 2 ++2 +2a8+ 287 +2va
k vyjadreni

A+ 82+ =(a+B+7)? -2B+By+y2)=3"-2-0=9.

Nésleduje koeficient u z, zde podobnym vyuzitim zavorky mocnéné na druhou ziskdme

o?B% + B%y% +v%a? = (aB + By + va)? — 207 By — 208y — 2047 =

= (@B + By +7a)> —2aBy(a+B+7) =0 —2-(-1)-3=6.
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Konecné absolutni ¢len, ktery odpovida souéinu kotfent, coz da
0?22 = (aBy)? = (~1)? = 1.

Na zavér uz ke spoctenym vyraziim musime pfidat stfidajici se znaménka, ¢imz ve vysledku dosta-
neme, ze a2, 52, 42 jsou koieny polynomu z3 — 922 + 6z — 1.
Cviéeni 11. Bud P € Q[z] polynom, ktery ma v C kofeny r1,...,rn. Pokud vi§, Ze r1,...,rn—1
jsou ve skutecnosti racionalni, nahlédni, ze i r,, musi byt racionalni.
Uloha 7. Jsou dana komplexni &sla a, b, ¢, d takova, ze a +b = c + d a zaroveni ab = cd. Dokaz,
ze {a,b} = {c,d}, tedy Ze se jedna (moZné az na poradi) o stejné dvojice.
Uloha 8. Pokud vis, 7e realna &isla a # b spliuji a? +4a + 1 = b2 4+ 4b+ 1 = 0, urdi % + g.
Uloha 9. Jsou dana a,b,c € R takova, e plati nerovnosti

a+b+c>0, ab+ bc+ca > 0, abc > 0.
Dokaz, ze a,b,c > 0.
Uloha 10. Jsou dany kvadratické polynomy P(z) a Q(z) takové, Ze P(Q(x)) mé &tyii rizné
realné koteny r1 < ro < r3 < rq. Dokaz, ze r1 +r4 =12 +73. (PraSe 43-1p—4)
Uloha 11. Jsou dana a,b,c,d € R, z nichz alesponi jedno je nenulové. Dokaz, Ze polynom
28 4+ ax® 4 bz? 4 cx + d nemé viechny kotfeny realné.

Uloha 12. Uvazujme celd &islan > 2 a p, g > 0. Dokaz, ze pokud existuje polynom z" —pz™~1 4+
qz" "2 +ap_32" 3 4+ .- + a1z + ap € C[z], jehoz viechny komplexni kofeny jsou nezaporna celd
¢isla, pak lze do roviny nakreslit p primek protinajicich se v ¢ raznych bodech.

Hledani polynomu

V olympiadé muzes najit tlohy nésledujiciho typu: dostanes$ rovnici, v niz vystupuje néjaky ne-
znamy polynom, pfipadné polynomy. Tvym tkolem je pak pfijit na to, které to mohou byt.
Co lze s takovou ulohou délat:
(1) Porovnat stupné. To je pomérné jednoduché a muze to moznd FeSeni znacné omezit.
(2) Porovnat jednotlivé koeficienty. Nejsnadnéji se typicky dopocitavaji ,krajni“ koeficienty,
tzn. vedouci, absolutni, linearni, ...
(3) Porovnat hodnoty v uréitych bodech. Casto miize byt Sikovné dosadit kofen nékterého
polynomu, ktery se v tloze vyskytuje.
Kromé téchto obecnych rad mizeme nabidnout uz jen prani kuraze a houzevnatosti — polynomialni
rovnice dovedou byt rozmanité a mnohdy si v nich poraddné zapocitadme. UkdZeme na ptikladu:

Priklad. Najdi vSechny dvojice nekonstantnich polynomi P, Q € R[] spliujici
P(Q2)?) =z P(z) Q2)°.
(PraSe 41-4p—6)
Reseni. Piipometime, Ze rovnosti polynomt na levé a na pravé strané myslime to, ze maji stejné
koeficienty u kazdé mocniny z. To ale implikuje i to, ze dosazenim libovolného ¢isla davaji stejné
hodnoty, coz pozdéji vyuzijeme.

Zaénéme porovnanim stupid, oznacme n = deg(P), m = deg(Q). Jelikoz hleddme nekonstantni
polynomy, pujde o kladna celd cisla. Pak na levé strané méame stupen n - 3m, zatimco na pravé
1 4+ n + 3m. Postupné upravime

3nm=n+3m+1,
3nm —-—3m—n+1=2,
Bm—-1)(n—-1)=2.
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Méme tedy 2 rozlozeno na soucin dvou (nezdpornych) celych éisel, coz jde jen dvéma zpisoby: 1-2
a 2-1. Jelikoz 3m — 1 = 1 neni mozné, zbyva jenom 3m —1=2an—1=1nebolim=1,n=2.
Nyni vime, Ze @ je linearni. JakoZto redlny polynom s lichym stupném tak mé néjaky realny
kofen r. Dosazenim 2 = r do zadané rovnice ziskame P(0) = P(Q(r)3) = r- P(r) - Q(r)3 =
r- P(r)- 03 =0, takze 0 je kofenem P.
Vytknéme ¢initel x odpovidajici tomuto kofenu, tim dostaneme P(z) = zR(z) pro néjaké R €
R[z]. Dosazenim tohoto vyjadfeni P pak dostaneme

Q(2)*  R(Q(2)%) = 2 - R(z) - Q(x)*.

Proa € Rrizné od r je Q(a) # 0, protoze @ ma jen jeden koten, takze v té&chto bodech zjednodusime
Q(a)?-R(Q(a)?) = a®-R(a)-Q(a)® na R(Q(a)?) = a®?R(a). Toto m4 platit ve viech realnych bodech
kromeé jednoho, tedy v nekone¢né mnoha bodech, coz nam umozinuje tuto rovnost zesilit na rovnost
polynomu

R(Q(2)%) = 2 - R(x)

(jinymi slovy, i kdyZz jsme nejprve museli vyloué¢it bod = r, pozdéji ho dostaneme zpatky).

Jelikoz P mél stupen 2, R musi mit stupen 1, takze ma v R pravé jeden koren, oznacme jej s.
Dosazenim = = 0 nyni dostaneme R(Q(0)3) = 0, takze Q(0)2> = s. Obdobné ale taky dosazenim
x = s dostaneme R(Q(s)3) = s2R(s) = 0, takze i Q(s)®> = s. Dohromady jsme ziskali Q(0)3 =
Q(s)3, takze také Q(0) = Q(s). Oznadime-li si koeficienty @ tfeba jako Q(z) = uz + v, kde u # 0,
pak uz snadno vidime, ze z v -0 4+ v = us + v plyne 0 = s.

Odhalili jsme tedy, ze kofenem R je opét 0, takze mame R(z) = cx pro néjaké 0 # ¢ € R,
a tedy P(z) = cz?. Navic jsme méli Q(0)3 = s = 0, tedy Q(0) = 0. Jelikoz Q bylo taktéz linearni,
zbavime se absolutniho ¢lenu, ¢imz zbude Q(z) = ux. Dosazenim do R(Q(x)3) = x2R(z) dostaneme
c(u:):)3 = 22 . cx, z ¢ehoz porovnanim koeficientii dostaneme cu® = ¢, tedy u® = 1, tedy v = 1.

Dokézali jsme tak, Ze viechna Feseni musi byt tvaru (P, Q) = (cx?, ) pro 0 # ¢ € R. Zkouskou
uz ovéiime, ze vSechny dvojice tohoto tvaru vyhovuji ptivodni rovnici:

PQ@)) =c@®? =cab =z -c2? - 2® =2 P(z) - Q(2)5.

Prochroustal(a) ses tispésné fesenim? Dobra prace, na dalsich tlohach se mtzes procviéit:
Uloha 13. Najdi vSechny nenulové polynomy P € R[z], jez spliuji P(z?) = 22(x2 + 1) P(z).
Uloha 14. Najdi vSechny polynomy P € R[z] spliiujici zP(z — 1) = (x + 1) P(x).

(PraSe 34-2j-3)
Uloha 15. Najdi vSechny polynomy P € R[xz], které spliiuji P(0) = 0 a zaroveii P(z2 + 1) =
P(x)? + 1.
Uloha 16. (tézka) Jsou dany polynomy P, Q € R[z], jez spliuji P(Q(z)? + = + 1) = Q(P(x)? +
z+1). Navic je zndmo, ze P ma néjaky realny kofen a @ ma néjaky redlny koren. DokaZ, ze potom
uz P = Q.
Zavér
Vitej na konci prvniho dilu, jsme radi, ze ses docetl(a) az sem. Ptas se, co o¢ekdvat v dile dru-
hém? Namisto redlné primky ¢i komplexni roviny zabrousime do svéta celych ¢isel a prozkoumame
zakouti, kde se polynomy potkavaji s teorii Cisel — tésit se muzes napiiklad na poucku ,rozdil
argumentu déli rozdil hodnot“ ¢ na vétu o racionalnim korenu.

Piejeme hodné uspéchu pii feseni tloh 1. seridlové série a téSime se na zdarnou shledanou
u druhého dilu!
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Navody ke cvicenim
2. Cleny nejvyssiho stupné se musi navzajem vyrusit.
3. Umime délit.

4. Dokaz, ze pro dost velkd kladna r je P(r) kladné a pro dost mald zadporné r je P(r) zdporné. ..
anebo naopak.

8. P(a) = (P(w)).
10. Pokud ay, = 1, skoro nic nezméni. Jen chceme, aby sis rozmyslel(a), ze kromé zaruky existence
kofent jsme nepouzili nic specifického pro C :-).

11. Soucet kofenu je...?

Navody k Glohdm

1. Obrat poradi koeficientt.

2. Dosad postupné = = a, b, c.

3. (z—a1)(x—az2)(zx—a3) —c=(z—>b1)(z—b2)(z — b3).

4. Co se v rozdilech déje s ¢lenem stupné 97

5. Nemuze — zkoumej, kde polynomy F';, G a F' — G nabyvaji kladnych a zdpornych hodnot.
6. Dosazuj komplexni kofeny polynomu =2 + z + 1.

7. Kofeny kvadratického polynomu.

8. Vietovy vztahy pro polynom x* 4 4z 4 1.

9. (z+a)(x+b)(z+c).

10. Divej se na Vietovy vztahy polynomi Q(z) — s, kde s je kofen P.

11. Predpokladej, ze vsech Sest kofenu 71, ...,7rs je redlnych, a vyjadfi 7‘% + -4 rg.

12. Interpretuj koreny jako skupinky rovnobézek.

13. Stupen uréi$ snadno. Potom hledej kofeny P dosazovanim takovych argumentt, aby se prava
strana vynulovala.

14. Polynom (z + 1)P(z) ma vzdy stejné hodnoty vr—1ar.
15. Induktivné najdi nekoneéné mnoho pfirozenych m, pro néz P(m) = m.
16. Nejprve najdi bod, kde se P a @ shoduji. Potom vyrabé&j dalsi a dalsi.

eSeni cviceni
P¥ikladt je mnoho, my jsme si vybrali nasledujici: (i) 2z — 1, (ii) 22 — 2, (iii) 2 -2, (iv) 22+ 1.

Funguje napt. P(z) =z + 1 a Q(z) = —z, nebot pak P(z) + Q(z) = 1.
Oznacime-li si polynom ax + b, kde a # 0, pak je —g € Q kofenem.

Ll -

Rozepisme P(z) = >-p_, arz”, pfi¢emz an # 0 a n je liché. BUNO necht a,, > 0. Nejprve si
rozmyslime, Ze pro néjaké dost velké r je P(r) kladné, jelikoz &len a,r™ ,pfebije vSechny ostatni.
To je intuitivné celkem zjevné, ale abychom to dokézali pofddn€é, budeme si muset vyhrnout rukavy
— pokud by Ti nasledujici odstavec délal potize, klidné se jen intuitivné smif s tim, ze ¢len vétsiho
stupné prebije ty mensi, a pokrac¢uj dal :-).

Postupujme tieba néasledovné: nejprve oznaéme A = max {%, |:1171\, . ‘a:%l‘} + 1. Potom
n n n
zvolme r = max{l,n - A}. Tim nasledné dovedeme pro kazdé k € {0,1,...,n — 1} odhadnout

lagr®| < %anr”: pokud a; = 0, pak to plati trivialné, a pokud aj # 0, tak dostaneme

n—1 n ‘a‘k| n |ak| n
< gpn. 12k L Gel 2 .
ey
an

larr®| = ag|r® < |axlr
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Seétenim tohoto odhadu pfes nulty, prvni, ..., (n — 1)-ty €len v P(r) a aplikovanim trojihelni-
kové nerovnosti pak ziskame, ze vedouci ¢len v absolutni hodnoté skutecné prebiji vsechny ostatni
dohromady, nebot

n—1 1
< Z |ak7"k| <n-—apr™ =anr”.
b= n

n—1
Z akrk
k=0

Tudiz v tom nejnestastnéjsim mozném piipadé, kdy by vSechny nizsi ¢leny pfispivali do P(r)
zapornymi prispévky, dostaneme

n—1 n—1
P(r) =anr™ + Z akrk > anr™ — Z akrk > anr™ —anpr” =0,
k=0 k=0

takze P(r) je kladné.

Diky tomu, Ze n je liché, bude obdobné a,(—r)"™ natolik malé (daleko v zadporném sméru na
éiselné ose), Ze ostatni Cleny jej nedokdzou piebit, takze P(—r) bude zaporné. Vime tedy, ze P
nékde nabyva zaporné a nékde jinde kladné hodnoty. Jelikoz je to redlny polynom, musi nékde
mezi nabyvat i nuly, a tento bod je potom nasim hledanym kofenem.

5. Oznacme a = a + bi a f = ¢+ di, pak pfimocare ovérime:
(a+B8)=(a+c)+(b+dyi=(a+c)—(b+d)i=(a—bi)+ (c—di)=a+ 5,
(a-B) = (ac — bd) + (ad + bc)i = (ac — ed) — (ad + be)i = (a — bi)(c — di) =a - f3.

6. Jsou to vSechny ¢tyfi kombinace znamének v :t% + %2

7. Je to skutedné tak, nekecali jsme. Jelikoz predpokladame B # 0, je B8 = |B|? kladné realné
&islo. Stadi tedy spocitat soucin a8 a poté obé slozky podélit timto redlnym &islem |3|2.

8. At P(z)=3%,_, crz®. Jelikoz ¢, € R, plati ¢, = ¢, takze dostaneme

n n
P@) =Y cp@" =) (ckak) = (Z ckak) =(P(a))=0=0.
k=0 k=0 k=0
9. (i) Pro kvadraticky polynom P(x) = a22? + a1z + ag s kofeny r1, ro dostaneme
r1+7"27—a—1 a 7‘17’2:&—0.
ag a

Pro kubicky P(x) = azx® + az2x? + a1x + ag s kofeny 71, r2, r3 to pak bude
a2 al ao
ri+re+ry3=——, rirz +rar3 +r3ry = —, a T1T2T3 = ——.
as as as
(ii) Kyzené kofeny si miizeme zafidit tfeba tim, Ze si polynom zvolime v soucinovém tvaru jako
(z —2)(z—3)(z —5). Roznasobenim zavorek, coz odpovida pocitani Vietovych vztahi, pak ziskdme
—(243+5)z>+(2-34+3-5+5-2)z—2-3-5 =25 — 1022 + 31z — 30.

10. Miuzeme zformulovat tfeba takto: At je P(z) = 2™ + Z;L;Ol a;x’ polynom nad oborem R
a necht ma v R kofeny r1,...,rn. Potom pro kazdé k € {1,2,...,n} plati

Z iy g = (1) Ra, g

1<i1<--<jg<n

11. Oznatme P(z) =Y 1_, apzh, kde jednotliva ay, jsou raciondlni. Z Vietova Vztahu PTo Gn—1

an—1
a

mame 71+ +rp_1+7rn = — , COZ upravime na r, = — <r1+~ +rpo1+ 2 > V tomto

vyrazu jsou na pravé strané sama racionalni ¢isla, takze i r, je racionalni.
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Reeni dloh
1. BUNO!2 piedpokliddejme a,, # 0. Stejné tak piedpoklidejme ag # 0, v opa¢ném piipadé
bychom vytknuli z a vzali za P polynom s mensim stupném.

Pak oznaé¢me Q(z) = apz™ + a1z" 1 4+ - +an_1z 4+ an € Q[z] polynom, ktery z P vznikne
obracenim potradi koeficientii. Pro 0 # ¢ € R pak plati Q(t) = t"P (%) Specialné tedy pro t = %
dostaneme Q (%) = T%P('r) = T% =0, takze % je kofenem Q.

2. Ozna¢me zadany soucet jako polynom P(z). Kazdy ze tii s¢itanci ma stupen 2, takze také

deg(P) < 2. Dosazenim = = a dostaneme v prvnim séitanci % = 1, zatimco v kazdém ze

zbylych dvou séitanct objevime nulovou zavorku (a — a). Celkem tedy P(a) = 1 a obdobné méame
téz P(b) = P(c) = 1. Polynomy P a 1 (konstantni polynom), oba stupné nanejvys 2, se tak shoduji
ve 2 + 1 rliznych bodech, takZe uz se musi rovnat. Zjednodusime tedy P(z) = 1.

3. Zname koteny polynomu (z —a1)(z — a2)(xz — a3z) — ¢, takZe jej mizeme vyjadrit souc¢inem jako
(z — b1)(z — b2)(z — b3). Presunutim c pak hned méame, Ze kofeny (z—b1)(x—b2)(z—b3)+c jsou a1,
a2, a3. Nase puvodni t¥i éisla jsou tak FeSenimi (z — b1)(xz — b2)(z — b3) = —c. Dosazenim —z misto
z a pfendsobenim rovnice minus jednic¢kou pak ziskdme pfesné rovnici (x + b1)(x + b2)(z +b3) = ¢,
jejimiz fesenimi tak jsou —ai1, —a2, —as.

4. Podminka o (ne)fesitelnosti rovnic ndm fikd, ze P(xz) — Q(z) nema redlny kofen. Polynom nad
R miize nemit kofen jen tehdy, kdyZ ma sudy stupeti. Pokud P(z) = 210 + aga® + -+ + a1z + ao
a Q(x) = 210 4+ bgz? + - -- + byx + bp, pak ndm toto specialné ¥ika, Ze v rozdilu

P(x) — Q(x) = (ag — bo)® + - -

musel zmizet ¢len stupné 9, takze ag = bg. Ted uz staci jen vyvodit, ze v P(x + 1) — Q(z — 1) uz
¢len stupné 9 nezmizi. K tomu spocitame

P(z+1)7Q(zfl):((leJrleg+---)+ag(x9+---)+--->f
— (@0 =100 4 )+ bg(@® =) 40 ) =
:((10+a9)*(*10+b9)z9+---=20$9+"'

protoze ag —bg = 0. Diky lichému stupni tak P(z+ 1) — Q(z — 1) ma realny kofen, tedy P(x+1) =
Q(z — 1) m4 Feseni.
5. Reseni F(x) = G(x) jsou presné kofeny polynomu F' — G. Viimnéme si, diky shodnym vedou-
cim koeficientim se kubické ¢leny v F' — G vyrusi, takze ptjde nanejvys o kvadraticky polynom.
Dohromady nam nase tfi rovnice tedy nemohou dat vice nez 3 + 3 + 2 = 8 ruznych feseni. To, Ze
mame vSech osm, znamend, ze uz se dohromady jedna o vSechny kofeny téchto polynomu a také
ze F — G ma skute¢né stupen 2 (a nikoliv nizsi).

At je a ten nejmensi a b ten nejvétsi z kofent. Pro spor predpokladejme, ze jsou to oba kofeny
F. Jelikoz mé& G vedouci koeficient 1, nabyva dostateéné daleko vlevo na ¢iselné ose (v zdpornych
éislech) zaporné hodnoty. Zarovenl na intervalu (—oo, a) nemize ménit znaménko, protoze vsechny
kofeny G jsou vétsi nez a. To znamena, ze G(a) < 0, takze (F —G)(a) = F(a)—G(a) = —G(a) > 0.
Taktéz F — G nemuze na intervalu (—oo,a) ménit znaménko, takze také vSude dostatecné daleko
vlevo na ¢iselné ose nabyva kladnych hodnot. Protoze je F' — G kvadraticky polynom (mé sudy
stupeti), znamena to, Ze jeho vedouci koeficient je kladny.

Analogickou argumentaci na druhé strané ¢iselné osy zjistime, ze G(b) > 0, takze (F—G)(b) < 0,
coz ale implikuje, ze F' — G mé zaporny vedouci koeficient. To je spor, takze a i b nemohly byt
soucasné kotfeny F.

127kratka pro ,bez tjmy na obecnosti“. Mysli se tim, Ze ¢inime né&jaké zjednoduseni nebo volbu,
ktera nic podstatného nezméni.
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6. Uvazujme komplexni kofeny polynomu z2 +  + 1: dosazenim snadno ovéfime, Ze to jsou oy =
_1';i‘/§ aqg = _1_2i‘/§. Navic to pak musi byt rovnou i kofeny (x —1)(z2 + = +1) = 23 — 1, takze
a$ =1 = o3. Jejich dosazenim do zadané rovnosti tak pro j € {1,2} dostaneme 0 = G(1)+a; H(1).
Na to se muzeme divat jako na soustavu dvou rovnic s neznamymi G(1) a H(1). Odectenim rovnic
od sebe dostaneme 0 = (a1 —a2)H (1) = iv/3- H(1), takze H(1) = 0. Z toho uz pak snadno vyplyva
G(1) =0.

7. Uvazme P(z) = (x —a)(z — b), Q(z) = (z — ¢)(z — d). Pouzitim Viétovych vztahi zjistime, ze
P a Q maji totozny linearni koeficient —(a + b) = —(c + d) i totozny absolutni ¢len ab = cd, takze
uz P(z) = Q(z). Musi tedy mit i stejnou sadu kofent {a, b} = {c,d}.

8. Chceme vyraz % + g vztdhnout k vietovskym vyraziim ab a a+ b, ¢ehoz docilime tfeba pomoci

+é_ a?4+b2  (a+b)?—2ab _ (a+b)? B
a

2.
ab ab ab

@
b

2
Dosazenim a + b = —4, ab = 1 tak ziskame (7;1) —2=14.

9. Uvazme polynom P(z) = (z + a)(z + b)(z + ¢). Podle Vietovych vztahii (anebo prosté roz-
nasobenim zévorek) obdrzime P(x) = 23 + (a + b + ¢)z? + (ab + bc + ca)x + abc. Jedna se tedy
o polynom se samymi kladnymi koeficienty, specialné tak dosazenim jakéhokoliv r > 0 dostaneme
P(r) > 0. Pfitom ale z definice vidime, Zze P mé kofeny —a, —b, —c. Ty tak musi byt zdporné, coz
uz je ekvivalentni a, b, c > 0.

10. Vsimneme si, Ze P mé realny kofen s1 = Q(r1). Rozklad4 se potom tedy na P(z) = (z —
s1) - (ux + v) pro n&jaky linedrni polynom uzx + v. Z toho pak plyne, ze méa P i druhy redlny kofen
s2 = — 2. Nyni miizeme zménit thel pohledu a na kofeny P(Q(x)) se divat jako na kofeny jednoho
z polynomt Q(z) — s1 a Q(z) — s2, naéez vime, Ze r1, r2, r3, r4 se mezi tyto dva polynomy néjakym
zpusobem rozdéli do dvou dvojicek.

Jelikoz v8ak Q(z) — s1 a Q(z) — s2 maji stejny koeficient u z (lisi se totiz jen o konstantu),
znamena to, Ze tyto dvé dvojicky kofenu daji stejny soucet. To uz ale vzhledem k sefazeni r; <
ro < r3 < rgq jde jenom tehdy, kdyz se sparuje nejmensi s nejvétsim a poté dva prostfedni spolu,
tedy r1 + 714 =12 + 73.

11. Af jsou kofeny polynomu ri,...,rs. Koeficienty u ° a z¢ jsou nulové, coz znamena
P
k=1 <j<k<6

6 2
Zr§=<zrk> -2 > | =0"-2.0=0
k=1

1<j<k<6

Nyni pro spor predpokladejme, ze vSechny ri1,...,r; jsou redlné. Pak mame soucet Ctvercu
nékolika realnych cisel nulovy, coz mohlo nastat jen tehdy, pokud jsou vSechny nulové, tedy r1 =

. = rg = 0. Pak je ale cely polynom roven z°
b, ¢, d je nenulové.

, coz je spor s predpokladem, Ze alespon jedno z a,

12. Ogznacme si kofeny r1,...,7ry,. Vyberme si v roviné n navzajem nerovnobéznych primek a pri-
dejme ke kazdé néjaké jeji rovnobézky tak, abychom nakonec v k-tém sméru méli r; rovnobézek.
Provedme to navic tak, aby se zaddné tii z vybranych pfimek neprotly v jednom bodé — kdyby se
to stalo, prosté vezmeme jednu z inkriminovanych pfimek a nahradime ji za jinou rovnobézku.
Pfimek je nyni dohromady >}, ry, coz je podle Vigtovach vztaht —(—p) = p. Pruseciky pak
odpovidaji dvojicim pfimek z rozdilnych skupinek, takze jejich celkovy pocet ziskdme poscéitanim
vSech souéind ruznych 7, coz podle Vietovych vztaha da presné q.
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13. Oznac¢me n = deg(P), potom na levé strané mame stupenl 2n a na pravé 2 + 2 + n, z éehoz
vyvodime n = 4. Nyni zkusime dosazovat: x = 0 vynuluje pravou stranu, takze P(02) = 0. Déle
budeme chtit za x dosazovat i komplexni hodnoty — to muzeme z toho divodu, ze i kdybychom
védéli jen to, ze P(z?) = x2(x2 4 1)P(x) plati ve vSech realnych bodech z, stale to znamena, ze
polynomy na levé a na pravé strané uvazované nad C maji nekoneéné mnoho bodt, kde se shoduji,
takze uz to musi byt stejné polynomy i nad C. Mtuzeme tedy dosadit tfeba = = ¢, ¢imz bude na
pravé strang i2 4+ 1 = 0, takze v dusledku P(i?) = 0. Dohromady jsme tak odhalili, Ze P m4 koteny
0 a —1, takze P(z) = z(xz + 1)Q(z) pro n&jaky Q € R[z].

S timto vyjadfenim v rovnici dostaneme 2 (22 +1)Q(z?) = x2(22 +1)z(z+1)Q(x). Pro vSechna
nenulové a € R je a?(a? + 1) # 0, takzZe v tdchto bodech dostaneme

a®(a® +1)Q(a?) = a®(a® + 1a(a +1)Q(a) = Q(a?) = a(a+ 1)Q(a).

Vzhledem k tomu, Ze to je rovnost v nekone¢né mnoha bodech, dostavame Q(z2) = z(z + 1)Q(z).
Nyni provedeme néco podobného jesté jednou: dosadime z = 0 a x = —1, abychom vynulovali
pravou stranu, ¢imz zjistime, ze 02 a (—1)2? = 1 jsou kofeny Q. Vzhledem k deg(Q) = deg(P)—2 = 2
pak uz musi byt Q(x) = cx(z—1) pro n&jaké 0 # ¢ € R, takze P(x) = cx(z+1)x(x—1) = cx?(z2—1).
Zkouskou snadno ovéfime, ze vSechny polynomy tohoto tvaru jsou fesenimi.
14. P(z) = 0 zjevné funguje. UkdZzeme, Ze zddné nenulové polynomy uz nevyhovuji. Oznac¢me
Q(z) = (z 4+ 1)P(z). Zadani nam iikd Q(z — 1) = Q(x), takze pokud oznacime t¥eba ¢ = Q(0),
polynom @ nabyva této hodnoty v nekoneéné mnoha bodech

e=Q0)=Q(1) = Q) =

To uz znamend, ze Q(z) a konstantni polynom c jsou totozné. To je ale mozné jen pro P = 0,
protoze jinak by mélo Q stupen deg(P) + 1 > 1, coz pro konstantu neni mozné.
15. Tvrdime, Ze vyhovuje pouze P(x) = x. Ze toto skuteéné vyhovuje, je zjevné.

Nyni at P spliiuje podminky zadéani. Definujme posloupnost ag,ai,... pomoci ap = 0 a reku-
rence an+1 = a2+ 1. Snadno pozorujeme, Ze to je rostouci posloupnost. Indukci dokazeme, Ze kazdy
¢len splituje P(an) = an. Pro n = 0 to plati hned ze zadani, protoze P(0) = 0. Dale dokdzeme
indukéni krok: pokud P(an) = an, pak uz taky

P(ant1) = P(a2 +1) = P(an)?+1=0a2 +1 =ani1.

Dtikaz indukci je tim hotov. Diky nému mame nekoneéné mnoho riznych m € R spliujicich P(m) =
m. Polynom P(z) a z se tak shoduji v nekoneéné mnoha bodech, takze musi byt totozné.

16. Nejprve dokdzeme, ze v néjakém bodé a nastane P(a) = Q(a). Mame zadéno, ze P i Q
maji néjaky redlny kofen, at tedy P(u) = 0 a Q(v) = 0 pro né&jakd u,v € R. Uvazujme polynom
R(z) = P(x)?> — Q(z)2. V bodé z = v mé hodnotu R(v) = P(v)?2 > 0, takie R nékde nabyva
nezporné hodnoty. Podobné v bodé z = u dostaneme R(u) = —Q(u)? < 0, takze R nékde nabyva
taky nekladné hodnoty. ,,Nékde mezi“ (viz Cvi€eni 4) uz proto musi nabyvat nulové hodnoty,
tedy R mé realny kofen, nazvéme ho r. V ném plati P(r)2 = Q(r)?, takze kdy# oznacime a =
P(r)?2 +r+1=Q(r)2 +r+ 1, dostaneme dosazenim x = r v zadané rovnosti, ze P(a) = Q(a).

Nasli jsme tak jedno redlné a spliujici P(a) = Q(a). Ted ukazeme, Ze jich dokonce musi byt
nekonecné mnoho. Pro spor tedy predpokladejme, Ze jich je jen konecné mnoho. Potom si muzeme
vybrat to nejvétsi z nich a oznaéit si b = P(a) = Q(a). Dosazenim z = a v zadané rovnici pak
zjistime, Zze P a Q se shoduji téz v b? + a + 1. P¥itom ale b2 +a+1 > a+1 > a, coz je spor s tim,
ze a bylo nejvétsi cislo, kde se P a @ shoduji. Takovych boda proto muselo existovat nekonecné
mnoho, a tudiz P = Q.
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1. podzimni série — UFO

VYSLEDKOVA LISTINA

20.—22.
20.—22.
20.—22.
23.
24.
25.
26.
27.-28.
27.-28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

jméno
Patrik
Lukas
Jakub
Jakub
Stépan

Alexis Théodore

Arne
Jakub

. Anna-Kristina

Vit Jiri

. Dan

Vladislav

. Michaela
. Jana
. Anna

Vojtéch
Petr

. Jakub

Tereza
Michal
Petr
Adam
Mikulas
Ondrej
Radim
Lukas
Alexander
Helena
Simon
Ema
Michal
Tomas
Veronika
Lucian
Ondrej
Petr
Tomas
Matus
Oldrich

prijmeni
Stencel
Komin
Trcka
Hiibal
Sikora
Dachary
Stoudek
Kuchaiik
Migel
Houfek
Skolai
Bredikhin
Urbanova
Feldbabelova
Kostdkova
Cerny
Hanak
Krivosik
Kubinova
Rocek
Stary
Vasek
Pater
Sedlacek
Aulicky
Koucky
Kostal
Muchova
Komara
Vikova
Imrisek
Zuzik
Mensikova
Poljak
Vocka
Karlik
Cerny
Pokorny
Marek
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skola
MendelG OP
GOpatovPH
GKepleraPH
G Beroun
GNadStolPH
LSG Letohrad
GJaroseBO
G Dobiis
SPSSmichov
GKepleraPH
SkBiezova,
GKepleraPH
GFXSaldyLI
KGTfrebic¢
GMensaPH
GKepleraPH
SPSTBatiZL
GJHroncaBA
GLitomérPH
SPSMasarLI
G Jirov CB
G Beroun
GKepleraPH
GOPavla PH
GNadAlejPH
GKepleraPH
GJaroseBO
GKepleraPH
G Gross BA
GKepleraPH
G Gross BA
G Gross BA
ArcibisGPH
GJSkodyPR
GJNerudyPH
GVodéraPH
G Gross BA
G Gross BA
GPatockyPH

12345678
---55555
---55555
--355555
3335555~
3335-55-
33355554
33355-5~-
3335505~
3335535~
3315535~
3335-43-
3335535~
33355-5-
333-535-
33355——~—
-3-5535-
0334555~
3--5555-
3--5535~-
3335255~
33355352
33351535
033-535~-
33-5555-
-335555—
3--5535-
3335535~
-3-5555-
33-5-35-
3331534~
-3-5555—
33-5-35-
-3-5555-—
-334555 -
3335554~
333-5-5-
33-1-55-
33355-5-
333-5-4-

X

ret+im celkem

25
25
25
23
21
24
21
21
21
21
18
21
21
19
19
21
22
23
21
21
21
21
19
23
23
21
21
23
19
18
23
19
23
22
22
19
17
21
18

25,00
25,00
25,00
23,92
23,88
23,62
23,42
22,79
22,79
22,72
22,66
22,51
22,45
22,43
22,43
22,41
22,33
22,29
22,28
22,17
22,17
22,17
22,16
22,14
22,09
22,08
22,07
22,07
22,00
21,88
21,77
21,70
21,61
21,59
21,46
21,37
21,30
21,13
20,84
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34

40.
41.
42.
43.—45.
43.—45.
43.—45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.—-55.
54.—55.
56.—57.
56.—57.
58.—59.
58.—59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.-72.
71.-72.
73.
74.
75.
76.
7.
78.
79.
80.
81.
82.
83.
84.
85.-90.
85.-90.
85.—-90.
85.—90.
85.-90.
85.—90.
91.

Ondrej
David
Svatava
Mykhailo
Jindrich
Filip
Katefina
David
Lucia
Tomas
Richard
Filip
Erik
Adam
Markéta
Rudolf
Matéj
Vit
Gabriela
Petra
Jiri
Irena
Martin
Tereza
Tomas
Petr
Anna
Johana
Lukas
Samuel
Jindrich
Matyas
Samuel
Adam
Katefina
Marek
Lucie
Jakub
Patrik
Gabriel
Simon
Barbora
Michael
Michail
Michal
Miriam
David
Daniela
ALEXANDER
Lada
Petr
Anna

Neveéril
Hytha
Simeckova
Degtyar
Heissiger
Riha
Kucerova
Hromadka
Chladna
Pazourek
Dobisek
Urban
Jezek
Pustka
Honsejkova
Krzystek
Bajgar
Kubal
Filipska
Straznicka
Prec
Bartova
Snejdar
Matéjkova
Havlin
Svorc
Trnkova
Stéchova,
Lipka
Probst
Kaplicky
Hazdra
Zubak
Dedek
Volna
Valkovi¢
Zunova
Klicnar
Senky¥
Hamrle
Svréek
Slavikova
Jarvis
Smirnov
Korcak
Baresova
Briet
Dobiskova
NALIMOV
Spoustova
Vojtéch
Haltufova

WHE R FRFFFFFRFRFNDNNDWNWWRRFRENDAE R RWOODWNRF WANWRNRE WFRFRFNNNDPRWWE R WR RAROWWWWRERW
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G Zabteh
BrooklineHS
GJaroseBO
GJNerudyPH
GDoppleraPH
GVodéraPH
GHeyrovPH
GNadAlejPH
G Gross BA
GJaroseBO
GMensaPH
GChodoviPH
SPSSmichov
GFXSaldyLI
GJeronymLI
GNadAlejPH
G Jirov CB
G CKrumlov
GJaroseBO
G Tisnov

G UherBrod
GKepleraPH
GKepleraPH
GVodéraPH
BiskG Brno
G PostupPH
GBudéjovPH
GHeyrovPH
SpMNDaG BA
PORG PH

G Celakov
GNadAlejPH
GTomkovaOL
GMensaPH
MendelG OP
GLesniZlin
GNVPlaniPH
G Jirov CB
G Sokolov
GKepleraPH
GJHroncaBA
G Vlasim
GSpitalsPH
GCeskoliPH
GJSeiferPH
G Dobruska
GMensaPH
PORG PH
GMensaPH
GKepleraPH
GKepleraPH
GKepleraPH

3335535~
33355351
33-55-5~-
33305-5-
333-5-5-
3335-35-
133--35-
3335555~
33--555~-
--35534-
3335535~
3335534~
-335535~-
333-5-4-
3335-355
33-4051-
333-1-5-
333-5011
313--051
333-031-
3335035~—
333---3-
333-5-———
33-3535-
331-4-4-
333-—--5-
3335-34-
333-501-
33-——-5-
2335-0—-—
33-515--

333-00--
333-—--5-
33205330
33350-5~-
33330-4-
333-3-——-
33--13--
333-—--5-
3-3--35-
333-—--3-
333-—--5-
333--3-—-
33-——-5-

333-—--5-

21
21
21
19
19
19
15
23
21
20
21
20
21
18
21
16
15
15
13
13
19
12
14
19
15
14
18
15
11
13
17

14
17
19
16
12
10

20,79
20,69
20,65
20,63
20,63
20,63
20,57
20,11
19,52
19,47
19,19
19,17
18,95
18,83
18,76
18,76
18,59
18,59
18,52
18,52
17,86
17,70
17,57
17,37
17,13
17,11
17,08
16,89
16,83
16,63
16,51
16,42
16,42
16,36
16,34
16,24
16,00
15,93
15,89
15,57
15,54
15,45
15,28
15,23
15,05
14,89
14,89
14,89
14,89
14,89
14,89
14,65
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92.

93.
94.-95.
94.-95.
96.—97.
96.—97.
98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.
108.—-110.
108.—-110.
108.-110.
111.

112.

113.

114.
115.-118.
115.-118.
115.-118.
115.-118.
119.

120.

121.
122.-123.
122.-123.
124.-125.
124.-125.
126.

127.

Dominik
Jan
Matej
Martin
Ema
Tomas
Noel
Natalie
Jozef
Anna
Lucie
Filip
Ella Michaela
Eliska
Eliska
Rozarka
Michael
Kristyna
Markéta
Samuel Gregor
Krystof
Luisa
Ludmila
Ondrej
Vojtéch
Matej
Vojtéch
Jana
Martin
Frantisek
Martin
Eva
Anna
Alzbéta
Petr
Barbora

Rigasz
Jedlicka
Kucharcik
Vavra
Cekalova
Olsinar
Probst
Jochova
Smolar
Musialkova
Belova
Sichrovsky
Patrasova
Sysrova
Vimmerova
Michalkova
Ambros
Pospisilikova
Tobolova
Kalicky
Kadlcak
Troupova
Kvasna
Adamec
Fila
Hladecek
Krizan
Uglickich
Soles
Nouza
Griinwald
Martikanova
Losonska
Reitmayerova
Molhanec
Salajova

W OO WWNWWWWE BRNFERARWNDNNDNWWNRFRWONRNOWWRFF WK

GJHroncaBA
CirkGPlzen
SpMNDaG BA
KGTfebic
GBudéjovPH

PORG PH

G MasNamTR
GNémestovo
GJSeiferPH
GOpatovPH
G CesLipa
GTajBanBys
G Ustin O
G Dobiis

G Celakov
GTomkovaOL
G Piibor
GStraznice
GNadAlejPH
1ITGPH
PORG PH
GSvobHumen
G Trutnov

G Litomysl
1ITGPH

G ValMez
GUstavniPH
SPSMasarLI
GRychnovKn
G Blansko
MendelG OP
GOhradniPH
GSpitalsPH
GKepleraPH
GLitomérPH

-—--5535-
3315—-———-
_3-___§5—

321---5-
~33-5-—-

3330-——-
3335 ———~—

033--01-
233-0—---

X

14,53
13,90
13,81
13,81
13,47
13,47
13,03
13,00
11,84
11,81
11,66
11,39
11,38
10,72
9,96
9,52
9,48
9,48
9,48
9,25
9,00
8,48
8,17
8,00
8,00
8,00
8,00
6,43
5,53
5,27
4,23
4,23
3,66
3,66
2,94
2,88
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adresa: Matematicky korespondenc¢ni seminar
KAM MFF UK

Malostranské namésti 25

11800 Praha 1

web: https://prase.cz/

e-mail: info@prase.cz



