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Branky, body, vteriny

3. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 6.DUBNA 2020

ULona 1. (3 BODY)
Housenka Hedvika spadla doprostied ctvercové sité. Rozhodla se, ze poleze ,do spiraly“ tak, jak
je naznaceno na obrazku. Kazdou vtefinu se posune o pravé jedno policko. Rozhodnéte, kterym
smérem poleze z 2020. na 2021. vtefinu.
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ULOHA 2. (3 BODY)

Petr dostal za ukol postavit na Sachovnici 2020 x 2020 n€kolik vézi tak, aby kazdé bilé policko bylo
obsazené nebo ohrozené. Umistit jednu véz mu trva vtefinu. Poradte Petrovi, jak rozestavét véze,
aby splnil zadani a zaroven umisténi probéhlo co nejrychleji.

ULOHA 3. (3 BODY)
Hokejového turnaje se ztacastnilo 8 tymu, hral kazdy s kazdym a nenastaly zadné remizy. Dokazte,
ze muzeme vybrat ¢tverici tyma A, B, C, D takovou, ze tym A porazil B, C'i D, tym B porazil C'
a D a tym C porazil D.

ULOHA 4. (5 BOD®)
Lenka hraje fotbal na lichobézniku ABCD, kde AB, CD jsou rovnobézné postranni ¢ary a na
tseckdch BC, DA jsou branky. Lenka stoji v bodé L na brankové ¢are BC. Nasledné Ondra
vykopne od rohového praporku B mi¢ na protéjsi branku smérem rovnobéznym s pfimkou LD.
Druhy Ondra vykopne od rohového praporku C' mi¢ smérem rovnobéznym s pfimkou LA. Dokazte,
ze oba mice prekroci brankovou ¢aru DA v témze bodé.

ULOHA 5. (5 BODD)
Polynom P stupné n s riznymi kofeny a1, ..., an nazveme vterinovy, pokud pro vSechna 1 <7 <n
plati, ze v bodé a; + 1 ma hodnotu 1. V zavislosti na n najdéte vSechny vtefinové polynomy P.



ULOHA 6. (5 BODD)
Radeéek napsal na tabuli ¢isla 1-2,2-3, ..., 2m - (2m + 1). V kazdé z nésledujicich m — 1 vtefin

si Anicka vybrala &isla a, b, ¢ z tabule, smazala je a misto nich napsala ¢islo Wbcica. Na konci

na tabuli zustala dvé ¢isla, z nichZ jedno bylo %. Dokazte, ze druhé z nich bylo vétsi nez 4, at uz
Anic¢ka vybirala jakkoliv.

ULOHA 7. (5 BOD®)
Zabék Pepicek skice po kamenech oéislovanych 1, 2, 3, ..., 2" tak, Ze za¢ina na kameni s éislem
1 a zddny kdmen nenavstivi vice nez jednou. Kazdou vtefinu pfitom skoc¢i z kamene s ¢islem = na
kédmen s ¢islem y tak, aby |z — y| byla mocnina dvojky. Timto skokem Pepicek ziskd |z — y| bodi.
Kolik nejvice bodu miize Pepicek ziskat?

ULOHA 8. (5 BoD)
Filip s Radem vyrazili na sjezdovku projet slalomovou trat. Traf obsahuje nékolik branek (ne
nutné stejné sirokych) rovnobéznych s vrstevnici, které musi oba zavodnici vSechny projet postupné
odshora dolti. Oba zac¢inaji ve stejném bodé. Kdyz Rado projizdi brankou, zatoc¢i tak, aby cesta do
nasledujici branky byla nejkratsi mozna (viz obrazek). Filip projizdi trasou optimalné. Dokazte, ze
Rado jel nejvyse v/2-ndsobné delsi cestou nez Filip.
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Projektivni geometrie Il

3. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 6.DUBNA 2020

Ulohy této série jsou fazeny podle témat, nikoliv podle obtiZnosti.

ULona 1. (5 BODD)
Méjme kruznice Q a w takové, Ze jsou kruznici opsanou, resp. vepsanou néjakého trojuhelnika. Na
Q zvolme bod A. Teény z A k w protnou Q v bodech BC. Platil, ze BC se dotyka w v D. Dokaite,
ze zobrazeni z A na 2 do D na w je projektivni.

ULOHA 2. (5 BODD)
Méjme trojahelnik ABC' s kruznici opsanou w. Na ose thlu u A zvolme bod P. Ozna¢me B, C1
druhé pruseciky postupné PB, PC s kruznici w. Na AB zvol bod X tak, ze |[<{XBi1B| = 90°.
Analogicky na AC zvol Y tak, ze |[<YC1C| = 90°. Dokazte, ze pfimka XY prochazi pevnym
bodem nezavisle na pozici P.

ULoHA 3. (5 BODD)
Uvazme trojuhelniky ABC, DEF sdilici kruznici opsanou 2 i vepsanou w. Pfimka BC' se dotyka
w v K, pfimka EF se w dotykd v L. Ozna¢me M = DK NQ a N = AL N Q. Dokazte, ze pfimky
AM, DN, BC prochézi jednim bodem.

ITohle neni t¥eba dokazovat, plyne to z véty, které se ¥ika, Ponceletovo porisma. Pokud Té o ni
zajima vice, precti si 3. dil seridlu Geometrie trojuhelnika: https://prase.cz/archive/36/uvod3s.pdf.



Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 4. KVETNA 2020

V této sérii nejsou tlohy Fazeny podle obtiznosti, ale podle témat (v ramci kazdého tématu je jedna
uloha snazsi a jedna obtiznéjsi). Pozor, poditaji se body za vSechny tlohy!

ULoHa 1.

(a) V jidelnég je kulaty sttl a kazdy z alespon t¥i zakd okolo stolu ma na talifi néjaky pocet
brambor. Ve chvili, kdyz si néjaky z nich vSimne, Ze oba jeho sousedi maji méné brambor, muze
jednu svou bramboru snist a skodolibé& zavolat kuchaiku, at obéma jeho sousediim po brambofe
prida. Brambory jsou tak nechutné, Ze je jindy nejedi. Existuje pocateéni rozdéleni brambor, pro
které si takto muzou provadét naschvaly donekoneéna? (2 BODY)
(b) U vedlejsiho kulatého stolu sedi n > 3 uditelti. Kucharka pfipravila n rizné velkych porci o
velikostech 1 az n klobasek. Kolika zptsoby jim muze kuchatrka rozdat porce tak, aby pro kazdého
ucitele platilo, ze pocet jeho klobasek déli soucet poc¢tu klobasek jeho sousedi. (3 BODY)

ULOHA 2.

V fadé je napsand koneénd posloupnost alespon dvou celych ¢isel. Kouzelnice Anicka prijde k
posloupnosti a muize s jejimi ¢leny dé€lat nasledujici operaci. Pokud ma ¢len za souseda stejné velké
¢islo, zvétsi ho o dva, v opa¢ném pripadé pouze o jedna.

(a) Miuze Anicka z libovolné poéateéni posloupnosti vytvofit konstantni, pokud miZe operace

provadét na libovolna éisla, kolikrat chce? (2 BODY)
(b) Pokud Ani¢ka musi operaci provést na kazdé ¢islo pravé jednou, existuje pocatecéni posloup-
nost, ze které umi takto vytvorit konstantni? (3 BODY)
ULoHA 3.

(a) Terka dostala tabulku 3 X 3 vyplnénou samymi nulami. V kazdém kroku vybere dvé sousedni
policka a bud k obéma pfi¢te 1, nebo ji od obou odecte. Ukazte, ze timto postupem nikdy nedostane
tabulku se samymi dvojkami. (2 BODY)

(b) Necht n je pfirozené ¢islo. Hedvika chtéla vyplnit tabulku 1 Xn ervenymi, zelenymi a modrymi
Ctverecky. Zjistila ale, ze misto modrych ¢tvereckt koupila modra domina, kterd neumi lamat.
Necht p, zna¢i pocet zpusobt, jak umi (za pouziti Cervenych ctverecki, zelenych &tvereckl a
modrych domin) vyplnit tabulku tak, aby kazdé poli¢ko bylo pokryto pravé jednim utvarem a nic
neprecnivalo. Ukazte, Ze py,, déli pap41. (3 BODY)

ULOHA 4.

(a) Budiz ABC trojuhelnik se stiedem kruznice vepsané I a kruZznici opsanou w. Pfimka Al
protind w podruhé v bodé M. Necht D je prusecik BI a kruznice opsané C'M I ruzny od I. Ukazte,
ze BD = CD. (2 BODY)

(b) Bud w kruznice se stfedem O a polomérem ri. Necht £ je pfimka dotykajici se w v daném
bodé P a necht Q je libovolny bod na £. Usecka OQ protind w v bodé S. Oznaéme R prisecik

PS a kruznice opsané OPQ rtzny od P a necht ry je polomér kruznice opsané O PQ. Dokazte, ze
% = % (3 BODY)



4 4
ULona 5 —%.

4
(a) Urcete hodnotu s (s <s (s (444 >>)>, kde s(n) znadi ciferny soucet ¢isla n. (2 BODY)

(b) Mg¢jme trojihelnik se stranami délek a, b, c. Dale vime, Ze ab + bc + ca = 1. Dokazte, ze

(a+1)(b+1)(c+1) <4
(3 BODY)

ULoHA 6.

(a) Lenka si napsala na tabuli pfirozené ¢islo n a hrala si s nim. V kazdém kroku napsané éislo
nahradila sou¢inem jeho cifer. Po néjaké dobé bylo na tabuli napsano ¢islo 1. Najdéte vSechna
moZné n. (2 BODY)

(b) Martin dostal k narozenindm nekone¢nou mfizku a snazi se do m¥izovych bodd umistit p¥i-
rozend Cisla tak, aby kazdé bylo pouzito pravé jednou. Zaroven musi pro kazdé n platit, ze soucet
¢isel v kazdém ctverci n X n je ndsobkem n. Muze se mu to podafit? (3 BODY)

ULOHA 7.

(a) Na sachovnici 2020 x 2020 je umisténo 2020 Sachovych dam tak, Ze se zaddné dvé navzajem

neohrozuji. Ukazte, ze v kazdém z rohovych ¢tverci 1010 x 1010 se nachdazi alespon jedna dama.
(2 BODY)

(b) Pepa sbird kartic¢ky fotbalovych brankait. Kazdy brankaf ma na dresu nékteré z ¢isel 1, ..., n.
Navic plati, ze soucet ¢isel brankait na vSech kartach je roven k-n! pro néjaké pfirozené k. Dokazte,
ze Pepa dovede rozdélit svoje karty do k hromadek, v kazdé z nichz je soucet Cisel brankait roven
nl. (3 BODY)



