7. série
Dirichletiiv princip

1. ULOHA
Ctverecky nekoneéného ¢tvereckovaného papiru jsou obarveny tfemi barvami. Zjistéte,
zda existuje sto Ffadek a sto sloupcii tak, ze vSechny jejich priseciky maji tutéz barvu.

2. ULOHA
Zjistéte, zda mezi libovolnymi tfindcti redlnymi ¢isly z intervalu (—1,1) miZeme najit

tisla a, b tak, Ze 0 < av/1— b2 —bv1—a? < 3v/2— V3.

3. ULOHA
Necht k,n € N, k > 1, z1,20,..., 20, ERaxy + 20+ -+ + 1, = kkfll. Dokazte, ze
existuji dq,ds, ..., d, celd tak, aby bylo aspon jedno z nich nenulové, absolutni hodnota

kazdého byla mensi nebo rovna k — 1 a aby |d1z1 + dexs + -+ - + dpa,| < 1.

4. ULOHA

Ve mésté tvaru ¢tverce o strané 10km je rozmisténo 1000 policisti. Zjistéte, zda existuje
Ctverec se stranami délky 4km rovnobéznymi se stranami mésta, ve kterém je aspon 112
policisti. Plati totéZ, bude-li néktery z nich propustén?

5. ULOHA

Técko ma tvar tsecky délky 2, z jejihoz stfedu vychazi kolma tsecka stejné délky. Uvnitt
¢tverce o strané délky 18 je 290 técek. Zjistéte, zda né€které z nich maji spole¢ny bod.
Plati totéz, ubereme-li 10 técek?



Reseni 7. série

1. GLOHA

Vezmeme si vodorovny nekonecné dlouhy pas Sitky 298 ctvereckd. V ném existuje 100
stejné obarvenych sloupcti (P4s ani nemusi byt nekone¢ny, sta¢i ndm délka 99 - 3298 + 1
(Pro¢?)). Uvazme jeden z téchto sloupci. Podle DP je v ném asponi 100 ¢tverecka téze
barvy. Stejné je tomu v ostatnich 99 sloupcich, QED.

2. ULOHA
Ozna¢me danych 13 ¢isel x1,xs,...,x13. Pro i = 1,2,...,13 oznacme y; takova cisla
z intervalu (=3, 7), ze x; = siny;. Rozdélme interval (-7, ) na 12 stejnych ¢asti. Podle

DP se v jedné z nich nachézeji asponi dvé z ¢isel y;. Necht jsou to ¢isla a a b. Funkce sinus
je na intervalu (—Z%, Z) rostouci, proto plati: (sina)y/1 —sin®b — (sinb)y/1 —sin®a =
sinacosb — cosasinb = sin(a — b) < sinfy = V2 — V/3. Takze siny ¢&isel a,b jsou
FeSenim.

3. ULOHA

Necht M = {dyx1 + daxo + -+ + dpxp; 0 < d; < k —1}. Kazdé z ¢isel d; tedy mize
nabyvat k riznych hodnot. RozliSme dva pripady:

(a) existuji by, ba, ..., by, c1,¢2,...,¢0;0 < ¢, by <k —1 apro néjaké i je b; # ¢; takova,
Ze bjx1 + -+ bpxy, = 121 + -+ - + ¢ xy,. Pak snadno zvolime d; = (b; — ¢;).

(b) Jestlize takova b;, ¢; neexistuji, ma mnozina M pravé k™ prvki. Nejvétsim z nich je
prvek m=(k—1)a;+ (k—Das+---+(k—Dz,=(k—1)(z1+ -+ 2,) =k"— 1.
Tedy vSechna ¢isla z M jsou v intervalu [0, 5™ — 1] a podle DP jsou mezi nimi dvé,
jejichz rozdil je mensi nebo roven jedné. Nechf jsou to ¢isla byzy + -+ + byx, a
c1x1+ -+ cpry. Pak proi =1,2...,n zvolime d; = b; — ¢; a opét snadno ovéiime,
ze je |dizy + -+ dpx,| < 1

4. ULOHA

Mésto je rozdéleno na devét stejné velkych ctvercovych obvodi. Podle DP je aspon
v jednom z obvod® aspon 112 policisti. Lehce najdeme ¢tverec o strané 4km, ktery
obsahuje tento obvod a ma strany rovnobézné se stranami mésta. Po propusténi jednoho
policisty se vsichni ostatni shromézdili po 111 ¢lenech na kazdé z deviti policejnich stanic,
které jsou ve vrcholech, stfedu a stiedech stran onoho mésta. Ted jiz podobny ¢tverec
nenajdeme.

5. ULOHA

Do ¢tverce lze umistit 536 técek, aniz by nékterda dvé méla spo-
leény bod. Mnohym z vas se povedlo do ¢tverce umistit nasleduji-
cim zptisobem 512 disjunktnich tééek, ¢imz je dokazéano, ze ani DP ‘ %‘ %‘
nepomtze chceme-li dokazat, ze se nékterd z 290 técek protinaji. Hi Hi ‘

Protnout se vSak mohou, jsou-li tam asponn dvé. Zkuste schvalné




upfesnit z obou stran odhah maximalniho poctu disjunktnich té-
¢ek v daném Ctverci.



