1. série
Funkce a nerovnosti

1. GLOHA
Bud f,(z) = (5z)". Dokazte, Ze ke kazdému kladnému realnému ¢islu x existuje piiro-
zené Cislo n tak, ze pro vSechna pfirozend Cisla k od n pocinaje plati:

Ji1(@) < fir(z).

2. ULOHA
Bud n pfirozené ¢islo. Dokazte, Ze existuje r > 0 tak, Ze pro vSechna kladnd z mensi
nez r plati

(1+2)*" < (2n—Daz(l +2)™

3. ULOHA
Dokazte, Ze nerovnost

2sinvn+1sinvn—14+1<2cosvn—+1cosvn—1

mé nekoneéné mnoho feseni mezi prirozenymi ¢isly.

4. ULOHA
Najdéte aspon jednu realnou funkci, kterd pro vSechna kladné x spliiuje nerovnosti

0< f(z) <1,

(1= f@)A+3f(x)+5f2x)+ -+ (2n+1)f(nx)) <1l neN

5. ULOHA
V zévislosti na parametru p najdéte vSechna feseni rovnice

Iptax+Vp—xz=3p+1+ Yp—1

Provedte diskusi.



Reseni 1. série

Podle doslych feseni by se zdélo, Zze jsme vas zkousSeli, kdo umi lépe derivovat. Pravy
opak je pravdou. Ulohy lze Fesit elementérné a elementarni feeni, i kdyz je delsi, po-
kladame za hodnotnéjsi.

1. GLOHA

Uloze vyhovuje napt. n > 2(1 + = + x2). Vskutku: Necht k£ > n. Porovnavané vyrazy
si upravime podle binomické véty a odhadneme jednotlivé ¢leny nebo skupiny clent.
Samoziejmé 1 = 1. Dale

k+1 T _r x _(k\ =z _ T
1 J(k+1)2 k k(k+1) \1)k2 k(k+1)
Rutinnim vypocétem ovéfime, Ze pro k > 2
k+1 x? < k aﬁ
2 (k+1)* — \2) k%

Necht j > 3. Potom z nerovnosti k > 22 dostavame

k+1 .x] .T] 3 —303—7
- < - < k+1 2°77,
< j ><k+1>2+ﬂ—<k+1>ﬂ—"”( T

Vzhledem k nerovnosti k& > 222 miiZeme pokracovat v odhadu

T g2

SR
Secétenim téchto nerovnosti dostavame
k+1 2
2 (5= ()i )i 2
nebot .
m(—1+2—1+2—2+2—3+...) =0.

Vyraz na pravé strané nerovnosti (1) jsou prvni t¥i ¢leny rozvoje (1 + xk~2)* pomoci
binomické véty. Vzhledem k tomu, Ze ostatni ¢leny jsou nezdporné, dokézali jsme poza-
dovanou nerovnost.



2. ULOHA

Nejprve provedeme s nerovnosti néktreré ekvivalentni ipravy. Jednicku si pfevedeme na
levou stranu nerovnosti, kdez pouZijeme vzorecek pro rozdil k-tych mocnin k = 2n — 1.
Dostaneme

r(1+1+2)+ 1 +z)2+-+ 1 +2)*"2) < (2n—1)z(l + )"
Kdy? jesté obé strany podélime vyrazem x(1+ x)"~! vidime, Ze staci ukdzat nerovnost
I+ ™"+ Q+2)> "+ + (1 +2)"—1< (2n—1)(1+2). (2)

Bud kupf. r = n=2272", Uvazujme kladné = mensi nez r. Potom ze vzorce pro rozdil
k-tych mocnin snadno dostaneme

A+ 1<k 4+2)" P <n(l+7)" 1tz <n2" e < ar3, (k=1,...,n).
Pro k=1,2,...,n tedy mame
A+2)F+Q+a)f =24 ((z+1D) -1} ae+1)k<2+z¥ <24
Secteme-li tyto nerovnosti ptes k = 1,...,n—1 a jeSté na kazdé strané priddme jednicku,
mame
A+a) "+ 1 +2)> ™+ +(1+2)" <1+ (n—1z<(2n—1)(1+2).

3. ULOHA
Nerovnost si snadno prevedeme na tvar

cos (\/n+1—|—\/n— 1) > %

Necht k je piirozené ¢islo. Bud n(k) nejmensi piirozené &islo vétsi nez k22, Dale budeme
znadit n = n(k), dokud k bude v nasich tvahéich pevné. Ziejmé

vn—1<kr <+vn+1,

takze
2

2
< —=.
Vn+l4+yvn—-1  /n

|\/n—1+\/n+1—2k7r‘ <vn+l—+vn+1=
Méme

|1 —cos(Vn+ 1+ Vn—1)| =|cos2kr — cos(Vn + 1+ Vn—1)| =

=2 sin%(2lm— Vin+1) —+/(n— 1)’ :

cos%(2k7r+\/(n+1)+\/(n—1) <

o1 o1
< 2sin — < 2sin —.
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Pokud k& > % (a takovych k je nekoneéné mnoho), potom n(k) spliiuje pozadovanou
nerovnost. JelikoZ riznym k odpovidaji rizna n(k), je dtikaz hotov.

4. ULOHA

Marné jste patrali po smyslu tohoto piikladu. Proto ani nemohlo byt jasné, zda je minéna
nekone¢nd soustava nerovnic (v tom p¥ipadé zadna funkce nespliuje, nebot z nerovnosti
(1 - f(z))(1+3f(x)) <1 plyne f > %, potom ale (1 — f(z))(--- 4+ (2n + 1) f(nx)) >
(1— f(z))(2n + 1)%, coz mi pro velkd n preleze 1, nebo ,v zavislosti na parametru n
feste ... “ (potom najdeme dokonce feSeni ve tvaru konstanty). Autor se omlouvé za tuto
dvojsmyslnost a specidlni prémii vyrovnava bodové ohodnoceni tak, aby resitelé nebyli
poskozeni nevhodnym zadanim. Z toho vidite, ze se vyplati zaslat TeSeni podivnych
uloh. Jak tedy uloha méla znit spravné? Najdéte aspon jednu realnou funkei f, ktera
pro vSechna kladna x spliiuje nerovnosti 0 < f(z) < 1,

(1= f@)A+ f(x)+3f2x)+5fBx)+---+2n—-1)f(nz)) <1 VeEN

T

(ted uz je to snad dobte). Resenim miiZe byt napi. funkce ¢~ ’ pro pevné g > 1. Oznac¢me

si f = f(z). Potom f(jz) = ¢~9°%" = f7°. Méme

(I—=f)Q+ f(x)+3f(2x)+5f(Bx)+...)=
—(1-NA+Ff+A4+ AP+ P44+ 0+..)<
<A=PHA+Ff++P+ 4P+ + T+ ++..)<1.

5. ULOHA

Pro p = 0 fesi rovnici kazdé realné z. Bud p kladné (tim skonéime, nebot piipad zapor-

ného p by se vySetiil zcela analogicky). Vyjdeme z elementarni nerovnosti (1 4 z)" >
y

1 +nz, ¥z > —1, (dikaz indukei). Po dosazeni n = 5, z = ¥ a odmocnéni dostavame

{’/1+y§1+%, (y > —5).

Nyni dokazeme, Ze pro kazda dvé ¢isla x,t; x > 0, t > 0, plati

Vptrrt+t—prtaz<p—z—Ip—x—t. (3)

Ditkaz rozdélime do nékolika krokd. V prvnim kroku bud z + ¢t < p. Potom

Vptrzt+t—Vpta+ip-—z—t—p—a=

/ t / t
—5p+x<51—|——1>+\5/m< - —1>§
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V druhém kroku bud ¢ < p < z. Potom

Vptez+t—ptae+Jr—p—Vr—p+t=

t t
— Wt ({1 —— 1)+ —pFi(§1—-—— 1) <
p+x r—p+t

t
< —(pta)F——(x—p+t)7F <0.
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V dalsich krocich ozna¢me F(z,t) = ¢/p+a+1t+ /p—x —t. Ve tietim kroku bud
x > p. Najdeme k € N tak, aby % < p. Oznatme s = % Podle druhého kroku dostavame

F(x,t) = F(x,ks) = F(x 4+ (k — 1)s,s) < F(x + (k — 1)s,0) =
=F(z+ (k—2)s,8) < < F(x,0).
V évrtém kroku bud z < p < x 4 t. Potom podle prvniho a tfetiho kroku je F(z,t) =

F(p,z+t—p) < F(p,0) = F(xz,p—x) < F(z,0). Tim je nerovnost (3) dokdzéna. Z ni
lehko vidime, Ze dana rovnice ma feSeni pouze z = 1,2z = —1.



