5. série
Diskrétni Glohy

1. ULOHA

Méjme v kazdém ze tii riznych kosikt nékolik jablek. Mtizeme provést nasledujici ope-
raci: vyndat ze dvou kosikli po jednom jablku, jedno z nich snist a druhé dat do zbyva-
jiciho kosiku. Predpoklddejme, Ze po nékolika takovychto operacich zbylo jedno jablko,
a to v prvnim kosiku. Dokazte, ze pokud na vychozi rozlozeni aplikujeme v libovolném
poradi povolené operace dokud muzeme, zbydou jablka pouze v prvnim kosiku.

2. ULOHA

Na soustfedéni matematického seminaie bylo pozvéno (k — 1)I 4+ 1 Gcastnikt. Dokazte,
7e se mezi nimi najde bud k, ktefi se navzajem neznaji, nebo jeden, ktery zné alespor [
ostatnich. Plati to i pro (k — 1)l ucastniki?

3. ULOHA

Na kruznici je 12 bodt. Na 4 sousednich bodech stoji po fadé cervena, modra, zelena a
zluta figurka. Jednim tahem lze libovolnou figurkou pfeskocit z bodu, na kterém stoji,
pres ¢tyfi body na paty, pokud je neobsazeny (v libovolném sméru). Urcete vSechna
poradi, v jakych se mohou figurky po konecném poctu tahi ocitnout na pivodnich
polich.

4. ULOHA

Cisla 1,2,....1987 jsou zapsana za sebou. Je dovoleno vybrat libovolna étyfi éisla a
pfemistit je v opacném pofadi na stejnych mistech, (napf. 4 — 186,12 — 91,91 —
12,186 — 4). MuZeme takto dosdhnout potadi 1987,...,2,17

5. ULOHA

V tabulce 4 x 4 jsou zapsana celd Cisla. Je dovoleno vybrat libovolny ¢tverec 3 x 3 nebo
2 X 2 a zvétSit v ném vsSechna ¢isla o 1. Je vZdy moZné postupnym provadénim téchto
operaci dostat tabulku, v niZ jsou vsSechna cisla délitelna tremi?



Reseni 5. série

1. ULOHA

Libovolnému rozdéleni jablek v kosicich pfitadme uspofddanou trojici (p1, pe,ps), kde
p € {sudé,lichd} jsou parity poctu jablek v prvnim, druhém a tfetim koSiku. VSimnéme
si, Ze naSe operace provadi zménu vsech parit. Jestlize jsme tedy z vychozi pozice dosli
k rozdéleni (1,0, 0) tj. k paritdm (lichd, sudd, suda), byly nutné parity ve vychozi pozici
(liché, sud, suda) nebo (suda, lichd, lichd) a provadénim povolenych operaci jiz Zadnou
jinou trojici parit kromé téchto dvou nemtizeme ziskat. Nyni jiz sami nahlédnete, proc¢
nam nakonec nutné zbudou jablka pouze v prvnim kosiku.

Poznamka: Omlouvame se vSem, kterym nespravna interpretace slovniho spojeni ,,do-
kud miiZzeme* zpuisobila zaludec¢ni potize.

2. ULOHA

Tvrzeni dokdZeme matematickou indukei podle k. 1) Necht k = 1, potom tvrzeni plati
trividlné. 2) Méjme déno k > 1. Vyberme jednoho ucastnika, Feknéme, Ze se jmenuje
Jakub. Kdyby ¢t — pocet Jakubovych znamych na soustfedéni byl alespon I, jsme hotovi,
necht tedy ¢t <1 — 1. Ode vSech téastniku soustfedéni si odmysleme Jakuba, jeho znadme
a jeSté n&jakych [ — 1 — ¢ ucastniki. Zbude ndm (k — 2)I 4 1 Gcastnikd, z nichZ se zadny
neznd s Jakubem. Podle indukéniho predpokladu mezi nimi bud existuje jeden, ktery
zné alespon [ ostatnich, nebo k£ — 1 takovych, ktefi se navzajem neznaji, k nim vSak
miizeme piidat Jakuba. Tim je diikaz indukéniho kroku hotov.

3. ULOHA
O¢islujme body na kruznici po fadeé ¢isly 1,2, ...,12. Nakresleme graf, v némz spojime
¢isla 7 a j, pokud je mozno figurkou pfeskoc¢it z bodu s ¢islem ¢ do bodu s ¢islem j.
(Napf. jednicku spojime se Sestkou a osmickou.) Viz obrazek, do kterého jsme dokreslili
pocatecni postaveni figurek.

Sami lehce ovéfite, ze nase pravidla preskoku jsou
takova, Ze se figurky v tomto obrazku nemohou ,,pred-
bihat“. Tedy ptajdeme-li od modré figurky ve sméru
hodinovych rucicek, vzdy narazime nejprve na zelenou
pak na ¢ervenou a nakonec na zlutou figurku. (Receno
matematicky — pii pohybu figurek se nemeéni cyklické
uspofadéani.) Odtud jiz snadno plyne, Ze lze koneénym
poctem preskok® na bodech ¢. 1 a 4 ziskat pravé ctyfti
rizna poradi figurek.

4. ULOHA
Necht P = (Py, P, ..., P1gg7) je néjakd permutace ¢isel
1,2,...,1987. Rekneme, Ze dvojice (i,7) je skokem v P,




jestlize ¢ < j a P; < P;. Zkoumejme nyni, jak se méni pocet skokt pii prohozeni dvojice
¢isel v permutaci P. Pfedpokladejme, Ze I < k. Ozna¢me nové ziskanou permutaci R.
Rozeberme néasledujici moznosti a) i <1, b) k< j,c)l<i<j<k, d)l=1i<j<k,
e)l<i<j=k, 1)l =1i<j=k. Rozmyslete si, Ze to jsou skutecné véechny moznosti.
Nyni snadno nahlédneme, Ze dvojice (i, 5), kterd spliiuje a), b) nebo c) je skokem v P
pravé tehdy, kdyZ neni skokem v R. Dvojic splitujicich d) je stejné jako dvojic splitujicich
e) a to k — [ — 1. Dvojice, spliujici f) je pouze jedna. Celkem tedy méme lichy podcet
dvojic (4,7), pro které plati (7, 7) je skokem v P prévé kdyz neni skokem v R. Vidime
tedy, ze pii prohozeni dvojice ¢isel se pocet skokdl zméni o liché ¢islo. NaSe operace
se vSak sklada ze dvou takovych prohozeni. Pocet skokti po provedeni nasi operace se
tedy zméni o sudé &slo. Pocet skoktt v permutaci 1,2, ...,1987 je 12871986 "teqy lichy.
V permutaci 1987,...,2,1 neni zaddny skok. Odtud je zfejmé, Ze provadénim popsané
operace nikdy nedosahneme kyzeného poradi.

5. ULOHA

Dtikaz provedeme sporem, predpokladejme, ze je to vzdy mozno. Konfiguraci ¢isel ve
¢tverci prifadme ¢tvefici sy, 82, S3, S4, kde s; je souet v i-tém sloupci. Operace pFicteni
jednicky ve ¢tverci 3 x 3 resp. 2 x 2 odpovidé pric¢teni trojky resp. dvojky néjakym tfem
resp. dvéma ¢islim vedle sebe v této ¢tverici. Tedy podle naseho predpokladu je mozné
témito operacemi dojit od ¢tvefice (1,0,0,0) ke ¢tvefici v niz jsou vSechna ¢isla délitelnd
tfemi. Zfejmeé staci uvazovat pouze operaci pricteni dvojky ke dvéma sousednim ¢islim.
Necht k krét jsme to provedli na 1. a 2. pozici, | krat na 2. a 3. pozici a m krat na 3.
a 4. pozici. Nyni dokazte, Ze m, [ i k musi byt délitelna tfemi (na druhé, tfeti i ¢tvrté
pozici musi ztstat ¢islo délitelné trojkou). To je ale spor, protoze pak na prvni pozici
dostaneme ¢islo, které dava po déleni tfemi zbytek jedna.



