Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE TERMIN ODESLANI: 11.KVETNA 2026

V této sérii nejsou tlohy Fazeny podle obtiznosti, ale podle témat (v rdmci kazdého tématu je jedna
uloha snazsi a jedna obtiznéjsi). Pozor, poditaji se body za vSechny tlohy!

ULoHa 1.
(a) Nechf a, b, ¢ jsou kladné cela &isla. Ukazte, ze alesponn jedno z ¢&isel a? + b+ ¢, a + b% + ¢,
a + b+ ¢ neni druhou mocninu kladného celého &isla. (2 BODY)

(b) Msgjme pravidelnou trojihelnikovou m¥izku tvofenou rovnostrannymi trojthelniky. Z troju-
helniki je slozen souvisly obrazec! bez dér s obvodem 2026. Dokazte, Ze v obrazci je n&jaky vnitini
thel roven 120° nebo 240°. (3 BODY)

ULoHA 2.

(a) Pro kladné celé péticiferné ¢islo n oznac¢me o(n) étyfciferné &islo, které vznikne odstranénim

prostiedni cifry z ciferného zapisu n v desitkové soustavé. Naleznéte vSechna n takova, ze o(n) | n.
(2 BODY)

(b) Lucka Fesila doméci tkol. Méla zadané dvé soustfedné kruznice se stfedem A. Na kruznici
s menSim polomérem Lucka vyznacila bod B, na druhé bod vyznacila C. Pak jesté do obrazku
dorysovala dvé dalsi kruznice se shodnymi poloméry, prvni z nich se dotykala tsecky AB v bodé
B a druhi se dotykala tsecky AC' v bodé C. Tyto kruznice se navic dotykaly v bodé K. Urcete

mnozinu vSech moznych bodt K, které takto mohla Lucka ziskat. (3 BODY)
ULoHA 3.

(a) Mame ¢tvercovy papir o strané délky 1. Dokazte, ze pouze pomoci jeho pfehybani na ném lze
namétit vzdalenost % (2 BODY)

(b) Kaéta si hrala s kruznici, na niz umistovala oranzové a fialové body. Na zac¢4tku na ni umistila
dva oranzové. V kazdém dalsim kroku mohla udélat jedno z nésledujicich
(a) Pridat oranzovy bod a zménit barvu obou sousednich;
(b) Ngjaky oranzovy bod odstranit a tim opét zménit barvu jeho sousedt. Toto muze udélat,
jen pokud se na kruznici nachazi alespon t¥i body.

Rozhodnéte, zda mize Kata po koneéném poctu krokti mit na kruZnici pravé dva fialové body

a zadné oranzové. (3 BODY)
ULOHA 4.

(a) Mame krabicky ocislované ¢isly 1,2,...,2n a ¢isla 1,2,...,2n. Do kazdé krabicky vlozime
jedno cislo a spocitame soucet krabicky a cisla v ném. Ukazte, Ze mezi témito soucty se alespon
jeden zbytek po déleni 2n zopakuje. (2 BODY)

e dédna neprazdna podmnozina A mnoziny {2,3,..., takova, ze kdyz a € A, tak zbyte
b) Je d4 azdna pod zina A Zi 2,3 28} takova, ze kdyz A, tak zbytek
po déleni &isla a? ¢islem 29 opét lezi v mnozing A. Najdéte nejmensi moznou hodnotu |A|.

(3 BODY)

ITrojahelniky v obrazci spolu sousedi stranami.



ULOHA 5.

(a) Pizza je rozdélend na klasickych 2026 dilkt, které jsou ocislovany &isly 0,1,...,1012. Kazdé
éislo je pravé na dvou dilcich. Pizzu oznaéime jako dobrou, pokud pro kazdé i € {0,1,...,1012} je
mezi dilky s ¢islem ¢ praveé 4 jinych dilka. Muze tato pizza byt dobra? (2 BODY)
(b) Po obvodu kulatého stolu je prostfeno k > 3 talifi a na kazdém je néjaky pocet brambor.
José chodi okolo stolu a ¢as od ¢asu aktivuje né&jaky talif (jsou-li na ném alesponn dvé brambory),
coz zpusobi, Ze se z néj pfesune jedna brambora o talif doleva a jedna brambora o talif doprava.
Po nékolika aktivacich se stalo, Ze bylo na kazdém talifi stejné brambor jako na zac¢atku. Dokazte,
ze pocet aktivaci byl nasobek k. (3 BODY)

ULoHA 6.

(a) Na stole lezi nékolik st¥ibrnych minci spolu se zlatym a stf¥ibrnym seznamem (oba jsou na
zacatku prazdné). Orgové chodi postupné ke stolu a kazdy bud pfidéa na stul zlatou minci a pfipise
na stfibrny seznam pocet st¥ibrnych minci na stole, nebo odebere jednu st¥ibrnou minci a pripise
na zlaty seznam pocet zlatych minci na stole. Po vystfidani vSech orgii nezbyla na stole zadna
stfibrnad mince. Dokazte, Ze soucet Cisel na zlatém seznamu je stejny jako soucet Cisel na stfibrném
seznamu. (2 BODY)

(b) Markét mé v fadé za sebou polozeno 2345 minci, pfi¢emz pouze n-t4 mince je oto¢ena rubem
vzhtru, kdezto ostatni jsou otoceny rubem doli. Jeden Markétin tah spociva v tom, ze zvoli néjakou
minci, kterd je rubem vzhiru, a oto¢i jeji bezprostiedni sousedy (¢i souseda, jde-li o krajni minci).
Urcete vSechna n takova, ze Markét miize po kone¢ném poctu taht docilit stavu, kdy budou v§echny
mince oto¢eny rubem vzhiru. (3 BODY)

ULOHA 7.
(a) Pro posloupnost prirozenych ¢isel {an}22; plati, Ze an41 je rovno souétu druhych mocnin
cifer ¢isla an. Dokazte, ze pro vSechna a; existuji £ a N takové, ze pron > N je an = ap4k-

(2 BODY)

(b) Necht a, b, ¢, d jsou kladna realnd ¢isla spliujici a + b+ ¢ + d = 4. Dokazte, ze pak plati
ab + be + cd + da > ab®c + bc?d + cd?a + da®b.

(3 BODY)



