Metrické prostory 1 — Hranaté kulicky

Mily priteli,
praveé ¢tes prvni fadky nového seriadlu PraSatka, v némz se T1i jiz brzy otevie svét pravitek, thlomér,
planovact spoju MHD a vSsemoznych dal$ich méficich nastroji! Ovsem, budeme se o méfeni bavit
hlavné matematicky, takze se nemusi§ bat, ze bychom T€ hned poslali ven urcovat astrolabem
deklinaci Jitfenky. V tomto prvnim dilu seridlu se zamyslime nad tim, co Ze to takové méreni
vlastné je (nebot méfit se da leccos), a zavedeme matematicky pfesné takzvanou metriku. Pomoci
ni vyjasnime, co to znamena byt ,uvnit“, ,vné“ nebo ,na hranici“ né¢eho. No a ke konci tohoto
dilu dojdeme az nékam za horizont do nekonecna ...

S tématem tohoto seridlu se ve stfedoskolskych hodindch matematiky spi§ nepotkas, o to vic
doufame, ze by se Ti exkurze do hezké a trochu jiné matematiky mohla libit.

Letos Té metrickym labyrintem provedou Vitek Hanika a Matéj Gajdos, na jejichz mailové
schranky vit.hantka@gmail.com a gajdos.matej@yahoo.com se nevéihej obratit, mas-li jakoukoliv
otazku nebo podnét k diskuzi. Veselé méreni!

Jak Ccist serial

V serialu rozliSujeme mezi priklady, cvicenimi a ilohami. Priklady jsou feSené primo v textu a snazi
se Té seznamit s tim, jak se v seridlu typicky argumentuje.

Sam (sama) si to pak muzes vyzkouSet ve cvidenich, kterd typicky ukazuji nékteré vlastnosti,
které nam piijdou diilezité, ale pfitom rozumné jednoduché. Resenim cvideni si dobie ovéiis, ze
rozumis, co jednotlivé definice znamenaji. Na druhou stranu jich je relativné hodné a obc¢as nejsou
moc kreativni, takze ani nepfedpoklddame, Ze bys je fesil(a) vSechny.

Nakonec tu je nékolik malo wloh, které maji vic olympiddni nadech, ale pfitom volné souvisi
s timto seridlem.

CvicCeni a tlohy najdes v prubéhu textu, ale také v samostatné kapitole na konci serialu. Za tou
se pak jesté daji najit napovédy a FeSeni k né€kterym utlohdm a cvicenim.

Nakonec misty mizes narazit na text v ramecku. Jedna se hlavné o dodatecna, pro nas zajimava
povidani, ktera ale pro ¢teni a pochopeni seridlu nejsou tak dulezitd, takze se je neboj uplné
preskakovat nebo se k nim vracet az pozdéji.

V zivoté se setkdvame se vSemoznymi vzdalenostmi, ale co to vlastné takova vzdalenost je? Zkusme
se ted nad tim na nékolika ptikladech zamyslet a zjistime, Ze mé&fit se da leccos a od vzdalenosti
vlastné ocekavame jen nékolik mélo intuitivnich vlastnosti, jako ze tfeba nebudou zaporné. Témito
vlastnostmi se dostaneme k pojmu metriky, se kterym se budeme kamaradit zbytek seridlu. Za
chvili si metriku zadefinujeme, ale podivejme se nejdfive na nékolik Tobé znamych i tfeba méné
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znamych prikladi, v nichz méfeni vzdalenosti a metrika nékde v pozadi figuruje.

Za¢néme nejpiirozendji, geometricky. Méjme rovinu a v ni body X = (z1,22) a Y = (y1,92).
Pak muzeme hovofit o vzddlenosti téchto bodi — napiiklad ji miZeme fyzicky zmérit pravitkem se
stupnici nebo analyticky spocist pomoci Pythagorovy véty jako

XY= /(01 —21)? + (2 — 2)?.

I bez pravitka a souradného systému muzeme uvazovat o vzdalenostech — pro body S, X, Y muzeme
posuzovat, zda je S bliz k X nez k Y nebo jestli jsou obé vzdalenosti stejné. Mtzeme definovat
kruznici jako mnozinu téch bodu roviny, které maji k S stejnou vzdélenost r» > 0:

kr(S) ={Z[152| =1},
pfipadné kruh jako ty body, které jsou od S vzdaleny nejvyse r:
B.(S)={z||52] < r}.

Podobné ke dvéma riznym bodim X, Y muzeme hledat mnozinu takovych bodu, které jsou k X
ik Y stejné daleko:
oxy ={Z||zX|=|zY|}.

To je, jak jisté vis, presné osa usecky XY.

Dost podobné muzeme se vzdalenostmi pracovat v prostoru. Pythagorova véta bude mit pod
odmocninou souéet tii €lent, mnozina k,(S) bude kulovou plochou (sférou) se stfedem S a polomé-
rem 7, z kruhu B, (S) se stane koule a mnozina oxy bude rovina prochézejici stfedem XY kolma
k Gsecce XY.

V obou pripadech jsme vzdalenosti geometrickych bodu ,,méfili pomoci tsecek” jakozto nejkrat-
Sich spojnic téchto bodu. Co kdyz se ale nemizeme pohybovat po takovych tseckach? Naptiklad
usecka spojujici Prahu a Tokyo bude prochazet vnitifkem Zemé (odpovidé délce d na obrazku); je to
sice validni zptisob méreni jejich vzdalenosti, ale v nékterych pfipadech ne zrovna uzitecny. LepSim
zpusobem by mohlo byt najit nejkratsi kifivku spojujici tato dvé mésta, ktera ale navic celd lezi
na zemském povrchu, néco jako délka ¢ na obrazku. Nemusi byt hned jasné, jak by takova kfivka
meéla vypadat a jestli viibec existuje, nicméné pokud ano, pak by bylo prirozené méfit vzdalenosti
na Zemi takto.!
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INa sféie jsou takové nejkratsi kiivky pékné a vychované — pokud méme na sféfe se stiedem
S body A a B, pak staci zkonstruovat kruznici se stfedem S prochézejici body A a B. Nejkratsi
kiivka spojujici A a B a lezici na dané sféfe je pak kratsi z oblouki AB na této kruZnici.
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Misto ,vzdélenosti“ jsme v pfedchozich pfikladech mohli také psét ,blizkost“ nebo (s trochou
predstavivosti) ,odlisnost®. ,Odlisnost“ je dobré slovicko, protoze se da pouzit pro vSemozné ob-
jekty, kdezto ,vzdalenost* zni pfeci jen hlavné geometricky.

Tak napiiklad mizeme ,mérit“ odlisnost slov, feknéme pétipismennych, podle poctu pismen, ve
kterych se lisi. Tfeba PRASE a SERIE se shoduji jen v patém pismeni, takze bychom mohli ¥ict, ze
tato slova maji ,vzdalenost* 4. Naopak SEPIE ma od SERIE vzdalenost 1. Ani tentokrat nam nic
nebréani definovat ,kruh“ se sttedem VITEK o poloméru 1 jako mnozinu téch pétipismennych slov,
které se od slova VITEK lidi na nejvyse jedné pozici. V té by pak napiiklad lezela slova VITEJ,
SITEK a QITEK, ale uz ne tieba JOLCA nebo MISKO.

Mozné Ti pfipadd pohlizeni na slova (obecnéji textové zpravy) jako na néjaké stfedy kruhu
prilis abstraktni nebo krkolomé. Tento pohled se vSak velmi hodi naptiklad pro kédovani. Predstav
si, Ze posild$ zpravu néjakym nespolehlivym kandlem (tedy kandlem, ve kterém se zpravy vlivem
$umu mizou pozménit). Posles textovou zpravu, ta projde néjakou mali¢kou zménou (feknéme, ze
se ndhodné zméni az 3 znaky, tedy text bude lezet v kruhu o poloméru 3 se stfedem v puvodni
zpravé), a piijemce ji poté musi umét spravné ,dekédovat®, tedy zjistit, jak vypadala zprava pred
zménou. To ale znamena pouze urcit, ve kterém kruhu o poloméru tfi tato pozménéna zprava lezi,
puvodni zprava je pak prosté stfedem tohoto kruhu. Odesilatel a ptijemce si tedy pfedem dohodnou
mnozinu zprav, které se budou posilat, a to tak, aby, pokud si kolem kazdé z nich udélame kruh
s polomérem 3, se tyto kruhy ,neprekryvaly“. Kdyby totiz néjaka zprava lezela ve dvou kruzich
nardz, tak by nebylo jasné, ktery stfed zvolit jako ptivodni zpravu. Potom at je zprava pozménéna
jakkoliv, bude z ni poznat, ve kterém kruhu lezi, a tedy jak vypadala ptvodni zprava. Zajimavym
problémem je tedy vyskladdat do prostoru vSech textovych retézci délky n co nejvice takovychto
kruhi tak, aby se nepfekryvaly. Tim se v tomto textu zabyvat nebudeme, jen fekneme, ze na tomto
principu funguji napfiklad QR kédy.?

Vsechny tyto pfiklady spojuje snaha kvantifikovat ,vzdéalenosti“ a ,odliSnosti“ néjakych ob-
jekt, které ale pritom muzou byt dost riznorodé. Presné k tomu nam poslouzi abstraktni koncept
metriky, ktery matematicky vyjadiuje, co od ,jodlisnosti objektt“ pfirozené ocekavame, at uz jsou
dané objekty jakékoliv. Sila této abstrakce je v tom, Ze ndm umoznuje pro negeometrické objekty
(jako t¥eba slova) definovat geometrické pojmy (jako tieba kruh se stifedem ve slové) a kreslit si
obrazky.

Abstraktni metrika

A ted uZz matematika.

Definice. Necht M je mnoZina. Metrikou na M rozumime zobrazeni p, které kazdé usporddané
dvojici bodt (x,y) z M prifadi nezdporné realné &islo p(z,y), a které navic spliiuje nésledujici
podminky (axiomy):

(1) Pro z,y € M nastane p(z,y) = 0 pravé tehdy, kdyz =z = y.

(2) Pro kazda x,y € M plati p(z,y) = p(y, ).

(3) Pro kazda z,y,z € M plati p(z, z) < p(z,y) + p(y, 2).
Dvojici (M, p) pak nazyvame metrickym prostorem. O prvcich M typicky mluvime jako o bodech
daného metrického prostoru.

Podivejme se na to, co jednotlivé vlastnosti fikaji. Pfedevsim vzdalenost libovolnych dvou bodu
je nezaporna. Axiom (1) pak fikd, Ze rizné body jsou od sebe vzdy néjak nenulové daleko, kdezto
vzdalenost libovolného bodu od ,sebe sama“ je vzdy nula.

Axiom (2) se nazyva symetrie metriky. Rik4, Ze nezalezi na potadi, v jakém dané dva body
méfime. Vzdalenosti méfené pravitkem takovou vlastnost jisté spliuji. Nékdy ale v zivoté dava
smysl uvaZovat i nesymetrické ,méfeni vzdalenosti“ — naptiklad misto kilometrti na PraSeéim

2Pokud té to zaujalo, vice se o kédech mtizes dozvédét zde: |https://cs.wikipedia.org/wiki/]
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vyleté muzes mérit dobu, za kterou vylet ujdes; pfitom ale docela zélezi, jestli trasa vede z udoli
na vrchol kopce, nebo naopak.?

Axiom (3) popisuje takzvanou trojuhelnikovou nerovnost. Intuitivné rika, ze pfima vzdalenost
mezi dvéma body z, z by neméla byt vétsi nez vzdéalenost vzata ,oklikou“ pres néjaky treti bod
y. S jednou verzi trojuhelnikové nerovnosti ses jiz nejspi§ béhem svého studia setkal(a): Pokud
XY Z je trojuhelnik v roviné, pak musi soucet kazdych dvou délek stran byt vétsi nebo roven délce
posledni strany, tedy napf. musi | XY| + |YZ| > |ZX]|. Proto ne kazda trojice ¢isel-délek urcuje
trojuhelnik — naptiklad trojihelnik o stranach | XY| = 2, |[YZ| = 7, |ZX| = 1 neexistuje, nebot
|ZX| 4+ |XY| < |YZ|, coz odporuje trojuhelnikové nerovnosti (dostat se z Y do Z je kratsi oklikou
pfes bod X nez pfimou tseckou Y 7).

IXY|+|v2| > |ZX]
Y Z|+12X| > |XY]|
|ZX| + |XY] > |V Z]

XY

Priklady metrik

Mozna jsi ted nestastny (nestastnd) z abstraktni definice metriky. Ale nezoufej, pfesné proto se ted
podivame na spoustu konkrétnich prikladt metrickych prostori. Je uziteéné alespon nékteré z nich
mit v paméti a po ruce pfi FeSeni cviceni a uloh, nebot nékdy to, co se miize zdat intuitivné jako
pravdivé v jednom metrickém prostoru, viibec nemusi v jiném platit.

Vratme se nejdiive na zacatek seridlu k nasemu asi nejpfirozenéjsimu chapani vzdalenosti bodi
v roviné. Body v roviné budeme vétsinou chapat ,souradnicové“, tj. bod roviny X bude mit néjaké
dvé soufadnice, X = (z1,x2), kde z1,z2 € R. Typicky pak to, Ze bod nalezi roving, piSeme jako
X € R?, coz znamend, Ze je to vlastné uspofadana dvojice redlnych &isel. Obdobné to, ze X je bod
prostoru, bychom zapsali jako X € R3, protoze takovy bod ma t¥i soufadnice.

Definice. Necht X, Y jsou body v roviné. Pak eukleidovskou vzddlenost bodti X, Y definujeme
jako
Tedy pokud maji body X, Y soufadnice

X = (x1,2), Y = (y1,¥2),

pak podle Pythagorovy véty

p2(X,Y) = \/(y1 — 1) + (y2 — 22)*.
Priklad. Dokaz, ze (R2, p2) je metrickym prostorem.
3Zobrazeni p nespliiujici axiom symetrie proto také maji jméno a mé smysl je studovat, nicméné

v seridlu se budeme vénovat hlavné standardnim metrikam.
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Reseni. Piedné musime zkontrolovat, Ze oborem hodnot po jsou nezaporna é&isla. Odmocnina
nezaporného ¢isla ale je vzdy nezaporna, takze to plati. Déale ovéfime zbylé axiomy:

(1) Pro bod X jisté plati p2(X, X) = 0. Pokud naopak p2(X,Y) = 0 pro néjaké body
X = (21,22), Y = (y1,92),
pak z definice této metriky musi platit
(y1 = 21)* + (y2 — 22)* = 0,

z ¢ehoz plyne z1 = y1 a z2 = y2 (kazdy ze s¢itanych Ctverct je nezdporny, takze aby se
seCetly na nulu, musi oba étverce byt nulové). To ale znamend X =Y.

(2) Symetrie plyne z toho, Ze pro realna =,y € R plati (z — y)2 = (y — z)2.

(3) Pro platnost trojihelnikové nerovnosti v tomto pfipadé opravdu muzeme divéfovat geo-
metrickému nahledu, nebot jde vazné o délky stran trojihelniku. Nicméné lze nerovnost
oveérit i Cisté algebraickym vypoctem.

V roviné néjakou dobu jesté zustaneme, protoze eukleidovska vzdalenost neni jedinou metrikou,

ktera na roviné existuje. Dokonce v nékterych pfipadech muze byt pfirozenéjsi mérit vzdalenosti
jinak.
Pohadka. Pred sto lety obyvatelé PraSestdnu zaloZili nové mésto PraSdubice. ProtoZe pri uzem-
nim pldnovdni nebyli moc kreativni, nakoncipovali mapu mésta tak, Ze vsechny ulice miri bud ze
severu na jih, nebo z vychodu na zdpad, takZe kazdé dvé ulice jsou bud rovnobézné, nebo na sebe
kolme.

Jedna ¢tvrt PraSdubic je schématicky znédzornéna na obrazku. Jak méfit v tomto mésté vzdéle-
nosti? Eukleidovska vzdalenost v tomto pfipadé udava vzdalenost ,,vzdusnou ¢arou“. Pro prakticky
presun po mésté je ale potieba respektovat existenci zdi a chodit jen po ,,vodorovnych®, respektive
wvertikalnich“ ulicich. A délky téchto proslych ¢asti ulic pfesné budeme méfit a nascitavat.

Kavarna Skola

Frisbee hala

I

I

I

I .

i Knihovna
I

I

I

Cvic¢eni 1. Rozmysli si, Ze v obrazku pro pfesun z knihovny do kavarny nezalezi z hlediska
celkové nachozené vzdalenosti na konkrétni zvolené cesté, dokud se pifi presunu pohybujes vzdy jen
doleva/nahoru. Déle si rozmysli, Ze toto plati pro jakékoliv dva body.
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Pokud ses zamyslel(a) nad pfedchozim cvienim, pak by Ti méla ptripadat nasledujici definice
pfirozend — prosté za konkrétni trasu zvoli§ takovou, ktera nejdiiv jde jen co nejvic doleva (nebo
doprava), a pak zbytek cesty jde nahort (nebo dolu).

Definice. Méjme v roviné dva body X, Y o soufadnicich
X =(z1,22), Y =(y1,92)
Pak manhattanskou (nebo také newyorkskou/tazikdrskou) vzddlenosti X a 'Y rozumime
p1(X,Y) = |ly1 — z1| + |y2 — z2|.
Manhattanska metrika se tak jmenuje proto, ze ulice v Manhattanu podobné jako v PraSdubicich

typicky tvofi pravothlou mfizku, a mizeme se tam tedy pohybovat jen horizontalné a vertikalné.
Body pak opravdu budou vzdaleny podle pfedpisu manhattanské metriky.

Mozné Té mate, Ze jsme prvni pfiklad metriky (eukleidovskou) oznadili jako p2 a druhy piiklad
metriky (manhattanskou) oznaéili jako p1. Divod je ten, Ze obecnéji pro libovolné p > 1 lze na
R? zavést takzvanou £,-metriku jako

pp(z,y) = Yy — z1|P + [y2 — z2P.

Pro p = 1 dostaneme manhattanskou metriku p1, pro p = 2 dostaneme eukleidovskou metriku
P2-

Pohadka. 3D tiskdrna md dva nezdvislé motirky, pricemz proni umi pohybovat hlavici (pTi
pohledu zeshora na tiskovou desku) doleva a doprava a druhy nahoru a doli. Oba motirky maji
stejnou mazimalni rychlost. Chtéli bychom néjak prirozené mérit dobu trvdni presunu hlavice
z jednoho bodu do bodu druhého.

Klic¢ové je, ze oba moturky muzou bézet soucasné. Kdyby mohl vzdy bézet jen jeden, bylo by
pfirozené méfit dobu pfesunu manhattanskou metrikou p; — pro pfesun z bodu X = (0,0) do bodu
Y = (4,4) by nejdfiv prvni mottrek pfesunul hlavici do (4,0), a pak druhy motirek odtud do
(4,4), takze ,vzdalenost by byla 8 (nebo by se stfidaly jinak — vime, Ze je to jedno, dokud oba
posouvaji hlavici spravnym smérem). Pokud ale oba moturky pobézi soucasné, zvladnou se z X
do Y dostat rychleji a ,vzdalenost“ bude 4. Co kdybychom se z X = (0,0) chtéli pfesunout do
Z = (4,2)? V eukleidovské i manhattanské metrice je Z zfejmé k X bliz nez byl bod Y k X. V nasi
nové metrice tomu tak ale neni — sice jsou ted X a Z ,bliz ve druhé souradnici, ale prvni mottrek
se porad potfebuje dostat z 0 do 4, takze celkova ,vzdéalenost“ bude 4 a pulku ¢asu druhy moturek
nebude pracovat.

Vlastné se chceme divat na ten moturek, ktery musi vykonat vice prace, tj. na slozku bodu
X = (z1,22), Y = (y1,y2), ve které se body nejvice lisi.

Definice. Méjme v roviné dva body X, Y o soufadnicich
X = (z1,22), Y = (y1,92)
Pak mazimovou vzddlenosti X a Y rozumime
poo(X,Y) = max{|y1 — z1], ly2 — 2|}
Asi si dokazes predstavit, ze predeslé metriky nemusi byt definované jen v roviné, ale mazeme je
zavést tieba i v prostoru nebo obecné na mnoziné R™ vsech uspofadanych n-tic (z1,...,zn) redlnych

¢isel. Specidlné na realné primce ndm vSechny tfi metriky z pfedchozich prikladi p1, p2 a pso (tedy
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manhattanska, eukleidovskd a maximova) splynou do absolutni hodnoty p(z,y) = |z — y|. To samo
o sobé ukazuje, 7e se jedna o metriku (je to jako métit v (R2, p2) body tvaru (z,0), tj. jen ty na
z-ové ose), ale dokazme si to i bez vyuziti metrik v roviné:

Pi¥iklad. Pro z, y redlna definujme p(z,y) = |z — y|. Dokaz, ze (R, p) tvoii metricky prostor.

Reseni. Absolutni hodnota je vzdy nezaporna. Navic je nulova pouze v nule, takze z p(x,y) = 0
plyne x—y = 0, tj. = y. Symetrie p také ziejmé plati, nebot |z—y| = |—(y—2z)| = |y—=| (absolutni
hodnota napriklad ¢isel —5 a 5 je stejnd). I s trojihelnikovou nerovnosti si snadno poradime. Budte
x, y a z tii redlné ¢isla. Chceme dokézat

|z — 2| <z =yl + 1y — =]

Pokud oznadime a = = — y, b = y — z, pak vlastné dokazujeme |a + b| < |a| + |b|. P¥itom pro
kazdé realné ¢islo « plati a < |a] i —a < || — tak napiiklad v prvni nerovnosti bud « je nezdporné,
a pak o = |a|, nebo je a zdporné, a pak a < 0 < |-

To ale znamen4, ze a < |a| a b < |b|, v souétu a + b < |a| + |b|. Obdobné z nerovnosti —a < |a|
a —b < |b| plyne —(a + b) < |a| + |b|. No a protoze |a + b| je bud rovno a + b, nebo —(a + b) a obé
hodnoty jsou nejvyse |a| + |b|, plati jiz |a + b| < |a| + |b].

Mozna Té uz méfeni geometrickych vzdalenosti bodi v roviné a na primce zac¢ind unavovat.
Podivejme se na jiné prirozené objekty, na kterych méfit vzdalenost. Jedna se o neorientované
grafy, ovsem nemyslime grafy funkci. O grafech si toho mtzes spoustu zajimavého precist v PraSeci
knihovni¢ce nebo tieba v seridlu 34. ro¢niku?. Graféim se v tomto seridlu vic vénovat nebudeme, ber
nasledujicich par odstavct jako takovou odbocku k zajimavé metrice, kterd neméri body v roviné.

Pokud jsi se s grafem jesté nepotkal(a), mize$ si ho pfedstavovat velmi obrazkové jako néjaké
puntiky (nazyvané vrcholy) pospojované carami (neboli hranami). Mezi dvéma vrcholy mlze vést
nanejvys jedna hrana. Hrana téz nemuze tvofit smycku, tj. spojovat jeden a ten samy vrchol. Dva
priklady graft vidis na obrazku.

O grafu fekneme, Ze je souvisly, pokud se da z libovolného vrcholu dostat do libovolného jiného
vrcholu pfesunem po hranach. Tedy prvni graf na obrazku souvisly je, zatimco druhy neni, jak
naznacuje teCkovana kfivka oddélujici dvé nepropojené ¢asti grafu. Tyto ,pfesuny po hranach® lze
formalnéji chapat jako takzvané sledy — sled mezi vrcholy v a v je konecna posloupnost vrchola

(u = vo,v1,...,Un—1,v = vp) spliyjici, ze kazdé dva sousedni vrcholy, tj. v; a v;41 pro ¢ €
{0,1,...,n — 1}, jsou spojené hranou. Tedy souvislé grafy jsou pravé ty, ve kterych mezi kazdymi

dvéma vrcholy existuje néjaky sled.

4https://prase.cz/archive/34/uvodls.pdf



No a na souvislych grafech 1ze velmi pfirozené zavést metriku: Dvéma rtiznym vrcholiim grafu
u, v piifadime jako pgraf(u,v) délku néjakého nejkratsiho sledu, ktery je spojuje (délku ve smyslu
poctu hran, tj. sled (v1,v2,v3) ma délku 2). Pokud u = v, definujeme pgrar(u,v) = 0.

Priklad. Nechf je dan souvisly graf. Dokaz, Ze pgraf tvofi metriku na jeho vrcholech.

Reseni. Ziejmé je pro kazdé dva vrcholy u, v ¢&islo pgrat(u, v) nezaporné. Pokud u = v, pak pfimo
z definice pgras(u,v) = 0. Naopak pro u # v musi kazdy sled spojujici tyto dva vrcholy obsahovat
alesponl jednu hranu, takze pgras(u,v) > 1, a tedy pgras(u,v) # 0.

Symetrie zfejmé taky plati — kdykoliv z v do v vede né&jaky sled, pak (v podstatd) ten stejny
sled vede z v do u (lisi se jen poradi, v jakém se pfesouvame mezi vrcholy), takze toto plati i pro
nejkratsi sled.

Zbyva dokazat trojuhelnikovou nerovnost. Nechf u, v a w jsou tii vrcholy grafu. Reknéme, ze
jsou vzajemné ruzné (pokud se nékteré dva vrcholy shoduji, pak trojihelnikovd nerovnost plati
okamzité€). Myslenka je velmi jednoducha: Pokud se umime v n = pgras(u,v) presunech dostat z u
do v a v m = pgraf(v,w) pFesunech dostat z v do w, pak na to, abychom se dostali z u do w, urcité
sta¢i n + m pfesunt, potencialné i méné (jit pfes v nemusi byt nejrychlejsi), takze

pgraf(u7 w) <nt+m= pgraf(u7 U) + pgraf(U7 w)

To uz je vlastné dikaz, ale zapiSme si to i v fe¢i sledu:

Bud (u,u1,...,un—1,v) n&jaky nejkratsi sled spojujici u a v a (v,v1,...,Vm—1,w) né&jaky nej-
kratsi sled spojujici v a w. Tedy prvni sled ma délku pgras(u,v) a druhy ma zase délku pgrar(v, w).
Pak (u,u1,...,%n—1,0,01,...,Um—1,w) je sled spojujici u a w o délce pgrar(u,v) + pgras(v, w).

Nejkratsi sled spojujici v a w muze byt potencialné jesté kratsi, ale ur¢ité nebude delsi nez
pgraf(u» ’U) + pgraf(v7 w)’ kdy2 mé b}’ft nejkratéi. Tedy pgraf(u7 w) < pgraf(u7 U) + pgraf(v’ w)

Grafovou vzdalenosti lze napiiklad zjednodusené modelovat, ktefi lidé by se mohli znat na
sociadlnich sitich. Kazdy uzivatel je jeden vrchol grafu a mezi dvéma uzivateli vede hrana pravé
tehdy, kdyz se maji pfidané na siti jako pratele. Pokud se uzivatel a na siti neprateli s uzivatelem
[, je mezi nimi vzdalenost alespon 2. Uzivatel o nemusi mit s 8 vazné vibec nic spole¢ného, ale
také miizou oba dva mit spoleéného pritele o — v prvnim pfipadé bude vzdalenost vrcholi o a 8
spi§ velkd, ve druhém piipadé je jejich vzdélenost 2, a tedy se v principu mozné znaji (oba maji ve
svém okoli o), jen se nepfateli na této socialni siti. V tomto druhém piipadé tak miZe socidlni sit
vyhodnotit, ze uzivateli o doporudi pratelstvi s 3.

Grafovd metrika se da jesté trochu zobecnit. Doted jsme vlastné uvazovali, Ze vSechny hrany
maji ,,délku“ 1. V praxi ale Casto potfebujeme, aby nékteré sousedni vrcholy byly velmi blizko
k sobé a nékteré naopak velmi daleko od sebe. Muzeme si tedy fict, ze kazdé hrané prifadime
jeji délku (né&jaké kladné ¢islo). Délka sledu bude poté prosté soucet délek jednotlivych hran, pies
které sled prochazi. Metrika bude stale dvéma vrcholim pfifazovat délku nejkratsiho sledu, ktery
zacind v jednom a kon¢i v druhém. Vsimni si, ze ptivodni grafova metrika je vlastné jen specidlnim
pfipadem této nové metriky, pokud fekneme, ze vSechny hrany maji délku 1.

Pohadka. Jako dobry piklad hran s délkami mize slouZit Zeleznicni sit. Mezi nékterymi mésty
v PraSestdnu vedou Zelezniéni traté. Kazdd trat md svoji délku a doba presunu po jedné trati je
presné jeji délka. Jak dlouho pak trvd presun mezi dvéma libovolngymi mésty? Pokud si predsta-
vime, Ze mésta jsou vrcholy grafu a hrany jsou jednotlivé Zelezniéni traté, nejkratsi trasa mezi
mésty PraSdubice a PraSin bude presné délka nejkratsiho sledu mezi vrcholy, které odpovidaji
PraSdubicim a PraSinu.



Naprfiklad na obrazku je vzdalenost vrcholi A a E rovna 342+ 0,5 = 5,5 a nejkratsi sled vede
pfes B a C misto ,,pfimé trasy“ z A rovnou do E, protoze ta ma vétsi délku 7.

Na zévér uvedeme, ze grafovou metriku miizeme mit i na grafech s nekoneénym poc¢tem vrchola
a hran, pficemz stile uvazujeme jen konecné sledy. Nebudeme je pfimo zkoumat, ale maji zajimavé
vlastnosti.

Velmi specidlnim pripadem grafové vzdalenosti je takzvana diskrétni metrika — na mnoziné M
vznikne tak, ze M chapeme jako graf, ve kterém jsou uplné vSechny vrcholy pospojované hranami
(takovym grafim fikdme uplné). Pokud si predstavujeme, Ze je graf ohodnoceny, vSechny hrany
budou mit délku 1.

Definice. Necht M je neprdzdna mnozina. Pak na ni definujeme diskrétni metriku tak, ze dvéma
prvkim z,y € M ptifadime ¢islo pgisk(z,y) = 1, pokud x # y, nebo pgisk(x,y) = 0, pokud =z = y.

Diskrétni metrika je takova podivna, vlastné umi jen rozliSovat, jestli jsou dva body stejné nebo
ruzné. Hodi se ve chvilich, kdy si chce ¢lovék ovérit, jestli néjaké tvrzeni o metrickych prostorech
plati nebo neplati — nékterad tvrzenicka vypadaji tfeba v roviné s eukleidovskou metrikou jako
zfejmé pravdiva, ale pro obecnou metriku to tak nemusi byt, a diskrétni metrika je dobra metrika
»dost odlisna od té eukleidovské“, na které toto testovat.

Cviéeni 2. (metrika dzunglové feky) Pro dva body v roviné z = (z1,z2), y = (y1, y2) definujeme

p(@,y) = |z2| + |y1 — 21| + |y2l,

pokud x1 # w1, a nebo p(z,y) = |y2 — z2|, pokud 1 = yi. DokaZ, Ze p tvofi metriku na R?
(pohadkoveé si lze predstavovat, Ze ve sméru prvni soufadnice teCe feka, a Ze nejrychlejsi pfesun
mezi dvéma body z, y je nejdfiv sejit po kolmici k Fece, pak se pfesunout po Fece, a pak zase dojit
po kolmici od Feky do cile).

Cviceni 3. Pro dva nedegenerované trojuhelniky ABC a XY Z definujme jejich plosnou odlisnost
jako soucet jejich obsaht minus dvojnasobek obsahu obrazce urcéeného jejich prinikem. Dokaz, ze
plosnéa odlisnost tvofi metriku na mnoziné vsech nedegenerovanych trojuhelnikt v roviné.

Uloha 1. Pro dvé 2025-ciferné &isla a = @1 .- a2025 a b = b1 . .. bao2s (psana v desitkové soustave)
definujme vzdalenost jako 1.%,
lisi (pfipadné jako 0, pokud jsou obé &isla stejnd). Méjme 1001 takovych ¢isel. Dokaz, Ze mezi nimi
existuji dvé vzajemné rizna &isla takova, ze jejich vzdalenost je nejvyse 0,001. (Jako bonusové
cviceni si muzes rozmyslet, ze tato vzdalenost je opravdu metrika).

kde k je nejmensi ¢islo z 1, ...,2025 takové, Ze se a a b na k-té ciffe

Cviéeni 4. Budte p a o dvé metriky na mnoziné M. Rekneme, Ze p je skoro stejnd jako o, pokud
existuji takové konstanty ¢, C' > 0, ze pro libovolné dva body x,y € M plati

c-o(z,y) < plz,y) < C-o(zx,y).

(1) Dokaz, ze pokud p je skoro stejnd jako o, pak i o je skoro stejnd jako p.
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(2) Necht 7 je t¥eti metrika na M. Dokaz, ze pokud p je skoro stejna jako o a o je skoro stejna
jako 7, pak je p skoro stejné jako 7.

(3) Dokaz, ze eukleidovska vzdalenost je skoro stejna jako manhattanska i maximova vzdale-
nost.

Uloha 2. Necht z1, ..., Tn jsou rizna realna &isla. Dokaz, ze existuje k € {1,...,n} takové, ze
pro kazdé realné y je

n n
Sl — Rl <l -yl
i=1 i=1

Meéjme metricky prostor (M, p). Pak pomoci p umime mé¥it vzdalenosti jednotlivych dvojic
bodu z,y € M jako p(z,y). Co kdyz ale mame vice bodi, feknéme koneéné mnoziny A, B C M,
a chtéli bychom mérit, jak se tyto mnoziny odlisuji? Jednou moznosti je pouzit Hausdorffovu
metriku.

Nejdiiv zavedme ¢islo

da(B) = max min p(a,b).

To si lze predstavit tak, ze pro kazdy bod a € A najdeme k nému co nejblizsi bod b € B.
Timto zpusobem pro kazdé a € A dostaneme ¢islo udévajici vzdalenost k nejblizsimu b € B.
Pak da(B) je nejvétsi z téchto vzdalenosti, tj. ,,jak daleko to je z A nékam do B v nejhorsim
pfipadé“. Obdobné definujeme

dp(A) = i b).
5(A) = maxmin p(a, b)

Problém s témito ¢isly je, Ze se nemusi rovnat, tj. obecné je rozdil mezi d4(B) a dp(A).
Prikladem miZe byt N s metrikou definovanou jako p(n,m) = |n — m|, kde pokud vezmeme
mnoziny A = {1} a B = {2,3}, bude platit d4(B) = max{1} = 1 a dg(A) = max{1,2} = 2.
Metrika ale musi byt symetrickd. ReSenim je vzit za metriku to vétsi z téchto &isel, coz je uz
Hausdorffova metrika, definovana jako

pu(A, B) = max{da(B),dp(A)}.

Tato ponékud straslivd kombinace t¥i maxim a minim uz opravdu tvofi metriku na kone¢nych
podmnozinidch metrického prostoru.

Jako uplné nejvétsi Spiéek poznamenejme, Ze jsme uvazovali A a B konecné proto, aby tato
minima a maxima vibec existovala — nekone¢na podmnozina realnych ¢isel nemusi mit minimum
ani maximum. Nicméné pokud zna$ suprema a infima (zobecnéni maxima a minima, ktera vzdy
pro omezenou podmnozinu R existuji), pak véz, ze nahrazenim maxim a minim supremy a infimy
umoziuje definovat Hausdorffovu metriku i na nekone¢nych podmnozinach M. Tedy napiiklad
Ize v roviné pomoci Hausdorffovy metriky méfit manhattansky vzdalenost mezi dvéma kruhy.

Intermezzo: Rychlokurz mnoZin a mnoZin mnoZzin

V dalsi kapitole zacneme intenzivnéji pracovat s mnozinami. Véfime, ze jsi se s mnozinami jiz urcité
setkal(a), ale alespon tu zavedeme nékteré znaceni. Tuhle kapitolu klidné zatim piesko¢, a kdyby
se Ti néjaka prace s mnozinami pozdéji v seridlu nezdala, muzes se sem vratit.
Mnozina je néjaky soubor prvki. Tyto prvky muzou byt ledacos — ¢isla, body v roviné, skoricovi
$neci. Mnozina ptirozenych ¢isel N obsahuje néktera ¢isla, pfimka v roviné jakozto mnozina obsahuje
10



své body, mnozina Matéjovych oblibenych jidel obsahuje skoticové sneky. Mnoziny typicky znac¢ime
velkymi pismeny. To, ze néjaky prvek p ndlesi mnoziné (nebo lezl v mnoziné) A, znacime p € A.
V mnoziné ,nezilezi na poradi“ ani zadny prvek nemuze mnoziné nalezet ,vicekrat“. Prdzdnou
mnoZinu, tedy mnozinu bez prvki, zna¢ime (.

Pokud mame dvé mnoziny A a B, miiZzeme pomoci nich tvofit nové mnoziny. Tak tfeba prunik
A a B je mnozina AN B slozené z prvk, co lezi v Aiv B. Sjednocenim A a B rozumime mnozinu
AU B obsahujici ty prvky, které lezi alespon v jedné z mnozin A, B. Rozdil A a B je pak mnoZina
A\ B obsahujici takové prvky nélezici A, které nendlezi B. Symbolicky:

AnNnB={p|pe AApe B}, AuB={p|peAvpeB}, A\B={p|pe AAp¢ B}.

Vs§imni si pouzitého zapisu — obé mnoziny popisujeme jako ty body p, které spliuji néjakou pod-
minku, kterou uvadime za svislitko.

Pokud B obsahuje vSechny prvky A (a potencidlné néjaké dalsi), fikdme, Zze A je podmnoZinou
B, coz znag¢ime jako A C B. Casto budeme v situaci, kdy mame nejdiive zadanou néjakou zékladni
mnozinu M (napfiklad bodu v celé roviné) a pracujeme ¢isté s podmnozinami A této mnoZiny,
A C M. Uziteénou operaci pak pro nas bude doplriek (nebo také komplement) A, znadeny jako
A€ a definovany jako A¢ = M \ A — tedy jako ty body zakladniho prostoru M, které v A nelezi.
Nedava smysl ale mluvit o doplitkku, pokud nevime, jaka je nase zakladni mnozina M.

Zatim jsme predpokladali, Ze mame dvé mnoziny a s nimi operujeme. To nam ale obvykle nebude
stacit. Pokud chceme pracovat s néjakym obecnym souborem mnozin ... Soubor mnozin, to zni
zase jako néjakd mnozina! A opravdu, ob¢as budeme v seridlu pracovat s mnozinami, jejiz prvky
jsou dalsi mnoziny, takzvanymi systémy mnozin. To mize znit na prvni precteni strasidelné, a taky
pfiznavame, ze chvilku trva, nez si na systémy mnozin ¢lovék zvykne. Pokud se Ti systémy mnozin
zatim nelibi, véz, Ze je v tomto dile seridlu po této kapitolce skoro nepotkas, v dalsich dilech serialu
se jim ale spiSe nevyhneme.

Typicky se systémy mnozin oznacuji velkymi kaligrafickymi pismeny, napfiklad A, B, F, S. Déla
se to Cisté pro prehlednost, aby bylo jasné, ktera pismenka znaci zakladni prvky, kterd mnoziny
a ktera systémy mnozin, napfiklad mtze platit a € A € A. Systémem mnozin mize byt napiiklad
vybér nékolika pfimek v roviné nebo mnozina obsahujici nékteré zakladni ¢iselné obory: {N, Z, Q, R}.

Pro neprazdny systém mnozin A definujeme prinik vSech mnozin z A jako

(NA={p|VAe€ A:pe A},

tj. jako ty body, které lezi v kazdé mnoziné obsazené v A. Podobné pfirozené zobecnujeme sjedno-
cent vsech mnozin z A na mnozinu obsahujici ty body, které lezi v alespon jedné mnoziné z A:

JA={p|34c A:pec A}

Systémy mnozin také muZeme zapisovat o néco konkrétnéji, pokud si néjak ,oznacime“ nebo
»opismenkujeme® mnoziny v ni obsazené. Naptiklad pro koneény systém A obsahujici pét mnozin je
pfirozené si tyto mnoziny oéislovat a psat A = {A1, A2, Az, A4, As}. Pak také prunik a sjednoceni
tohoto systému zapisujeme jako

5 5
A=A UJa=UA
=1 =1

V obecném pfipadé ale mize byt A ,moc velkd“ (at to znamend cokoliv) a pFirozend ¢isla ndm
nemusi stacit. Pfesto mizeme uvazovat néjakou obecnou mnozinu I, jejiz prvky nam slouzi Cisté
jako ono ,opismenkovani“ mnozin v . A = {As}qaer. Pak opét prunik a sjednoceni miZzeme psét

o néco konkrétnéji jako
N4=N4  Uaa=Ua
acl acl
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Tieba v minulém pfipadé A o péti mnozinach bylo I = {1, 2, 3,4, 5}. Piiklad ,vétsiho“ systému
mnozin muze byt tfeba tento: Pro redlné ¢islo x mizeme definovat dvouprvkovou mnozinu A, =
{z,x + 2}. Pak muzeme naptiklad vytvorit systém {A, | « € (0,1)}, tedy vlastné indexovany
intervalem I = (0,1). Sjednoceni takového systému pak lze psat dvéma zpisoby jako

U Az = U{Aﬂc | T € (07 1)}7

z€(0,1)

zalezi jen na tom, ktery nam pfijde hezci. Vysledkem tohoto sjednoceni bude (0,1) U (2, 3).

Priklad. Necht A je libovolny neprazdny systém mnozin. Dokaz, ze prinik A je podmnoZinou
kazdé mnoziny A nalezici A, tj. ze (A C A.

Reseni. Potfebujeme ukazat, ze kazdy prvek nalezici (].A téz nalezi A. Necht tedy a € A je
libovolny prvek. Z definice priniku systému mnozin to znamena, Ze a je obsaZen v kazdé mnoziné
lezici v A. Speciélné tedy a nalezi A, nebot A € A. Odtud plyne (A C A.

Priklad to je velmi kratky a jednoduchy, jen je potfeba mit prehled o tom, které symboly znaci
prvky, které mnoziny a které systémy mnozin (napiiklad ze ackoliv A je systém mnozin, jeho prinik
M A je jiz mnozina prvki).

Cviceni 5. Dokaz, ze:
(1) Pro mnoziny A, B, C plati AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).
(2) Pro mnoziny A, B C M je A\ B = AN B¢, kde doplnék bereme vzhledem k M.
(3) Pro mnoziny A C B C M je B¢ C A°.
(4) Pro mnoziny Ay C Ax C--- C Ay je UlL; Ai = An.
(5) Pro mnoziny A, B C M je (AU B)¢ = A°nN B°.
(6) Obecnéji, pro neprazdnou mnozinu I a systém A = {Aq }qer podmnozin mnoziny M plati
de Morganovo pravidlo
c
(U 4a) = 4

acl acl

Otevirame a zavirame

Ve chvili, kdy mame metriku, nic ndAm nebrani zobecniovat objekty, které se opiraji o pojem vzda-
lenosti v ndm znamé geometrii. My takové zobecnéni provedeme hlavné pro kruhy/koule.

Definice. Necht (M, p) je metricky prostor, a € M a r je kladné redlné ¢islo. Otevienou kouli se
stredem a a polomérem r rozumime mnozinu

Ur(a) ={xz € M| p(a,z) < r}.
Obdobné definujeme uzavienou kouli jako
By(a) = {z € M| p(a,z) <r}.

S koulemi jsme se setkali uz ze zacatku seridlu. Uzaviena koule s polomérem 7 okolo néjakého
bodu a € R? byl prosté kruh o poloméru r se stfedem a. Pokud vezmeme misto toho otevienou
kouli o stejném stiedu a poloméru, bude vypadat tuplné stejné, jen nebude obsahovat body na
kruznici kr(a).

Takovéto obecné koule muzou pro ruzné metriky vypadat vselijak — na obrazku je par takovych
piikladd v roviné a my Té& prosime, aby sis rozmyslel(a), pro¢ jsou zrovna takové a jaké tvary by
mély v prostoru.
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Y Y Y
A A
1 1 1
T T >
1 O 1 (0] 1
U1(0) U1(0) U1 (0)
pP1 P2 Poo

Oteviené koule pro nas budou mit veliky vyznam — jedna se sice o jedny z nejjednodussich
mnozin, které lze pomoci metriky definovat, ale pfitom se pomoci nich daji matematicky pfesné
formulovat na prvni pohled trochu nejasné véty, jako ze ,isecka nema vnitfek,“ ,bod lezi na hranici
Ctverce” nebo ,primka neni omezena“.

Zaénéme vnittkem mnoziny, napiiklad intervalu (0, 1) se standardni metrikou p(z,y) = |z — y|.

21

Ten obsahuje body, o kterych bychom fekli, ze lezi ,uvniti“ tohoto intervalu — napfiklad %, ale
i tfeba %, %, TIOO’ ... Na&s interval ma dva krajni body 0 a 1 a vSechna pfedchozi ¢isla maji od
obou téchto kraju kladnou vzdélenost. Specidlnim bodem je ale 1, ktera sice v (0,1) lezi, ale ke
kraji 1 ma vzdalenost 0, a také bychom spi$ nefekli, ze lezi wvnitr tohoto intervalu.

Intuice s ,nenulovou vzdalenosti od kraje“ ma néco do sebe, ale uz v (R2, p2) se nam situace
komplikuje — pro bod uvnitf ¢tverce je nekonec¢no ,krajnich bodu“, od kterych mérit vzdalenost.
A jak navic u komplikovanéjsich mnozin rozhodovat o tom, které body jsou ,krajni“ a které ne?

Presto se da vnitfek mnoziny v libovolném metrickém prostoru zavést elegantné a intuitivné
prosté tim, ze o zaddnych ,krajich“ mluvit nebudeme (to ale neznamend, Ze by to byla iplné scestna

myslenka, jak uvidime ¢asem).

Definice. Necht (M, p) je metricky prostor, A C M a a € A. Rekneme, ze a je vnitinim bodem
A, pokud existuje takovy polomér r > 0, ze Ur(a) C A. Vnitrek A definujeme jako mnozinu vSech
vnit¥nich bodii A a zna¢ime ho Int A. Rekneme, Ze mnozina A je otevend, pokud vSechny jeji body
jsou vnitfni, tj. pokud A = Int A.

Zkracené feceno tedy bod x lezi uvnitf mnoziny A, pokud v ni nelezi jen on sadm, ale i né&jaka
celd koule se sttedem v z, tj. mohli bychom fict ,nejen = lezi v A, ale i vSechny dostatecné blizké
body okolo x lezi v A.“

Priklad. (cely prostor je otevieny) Mé&jme metricky prostor (M, p). Dokaz, ze M je oteviend
mnozina.

Reseni. Vezméme si libovolny bod = € M, dokdZeme, Ze je vnitini. Pak kulicka U,(z) je urcité
podmnozinou M, protoze je slozena pouze z prvku M. Tedy kazdy bod M je vnitini.

Priklad. Dokaz, ze v libovolném metrickém prostoru je oteviend koule otevienou mnozinou.

Reseni. Mé&jme metricky prostor (M, p), bod a € M, polomér r > 0 a otevienou kouli
Ur(a) = {z € M | p(z,a) < r}.

Chceme ukazat, ze kazdy bod v této kouli je vnitini. Bud tedy b € U, (a) néjaky bod v této kouli.
Ten z definice oteviené koule spliiuje p(b,a) < r, takze pro § = r — p(b,a) plati § > 0, a tedy ¢
muze slouzit jako validni polomér. Ukazeme, ze Us(b) C Uy (a), coz bude znamenat, Ze b je opravdu
vnitinim bodem Uy (a).
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Bud tedy z € Us(b) libovolny bod v nové kuli¢ce. Pak
p(x, a) < p(x, b) + p(b7 a) <8+ p(b7 a) = (T - p(b7 a)) + P(b, a) =T

kde jsme nejd¥ive pouzili trojuhelnikovou nerovnost, pak z € Us(b), a nakonec nasi volbu poloméru
0. Ukazali jsme, ze x je od a vzdalen méné nez r, a tedy « € Uy (a). Protoze toto plati pro libovolny
bod z € Us(b), musi jiz Us(b) C Ur(a).

Poznamenejme, ze volba ¢ pfimo odpovidd tomu, jak bychom polomér mensi kulicky volili
»obrazkové“ v roviné se standardni eukleidovskou metrikou. Obrazky s kulickama v metrickych

prostorech prekvapivé casto funguji a je dobré si je pfi feSeni tloh a dokazovani tvrzeni kreslit.

Ur(a)

Cviceni 6. Rozmysli si, ze Usecka v roviné se standardni eukleidovskou metrikou nemé zadné
vnitini body.

Priklad. (sjednoceni otevienych) Necht (M, p) je metricky prostor a G je libovolny systém ote-
vienych mnozin v tomto prostoru. Dokaz, Zze pak i |G je otevfend mnozina.

Reseni. Bud a € |JG libovolny bod — o ném potiebujeme ukazat, Ze je vnitinim bodem |J G, tj. Ze
i s celou kulickou lezi v |JG. Bod a lezi ve sjednoceni G, coz znamend, zZe existuje néjakd mnozina
G € G obsahujici a. Ale G je systém otevienych mnozin, takze G je oteviena, a tedy existuje
polomér r > 0 takovy, ze Ur(a) C G. Protoze ale G C |JG (néco podobného jsme dokazovali pro
prunik v tvodni kapitole o mnozinach), musi U, (a) celd lezet i v |JG. Tedy a je vnitinim bodem
ug.
Otevienost se tedy zachovava na sjednocovani. S pruniky je to o trochu komplikovanéjsi.

Cviceni 7. Necht (M, p) je metricky prostor.

(1) Mé&jme v M kone¢né mnoho otevienych mnozin G, ..., Gp. Dokaz, Ze pak i jejich prinik
Ni_, G; je oteviend mnozZina.

(2) Najdi néjaky nekoneény systém otevienych mnozin G takovy, ze jejich prinik NG jiz
otevieny neni.

Stejné jako muze nastat, ze bod i s celou kuli¢kou lezi uvnitf mnoziny, tak mize nastat i pfipad,
kdy bod z i néjaka celd koule U, (z) lezi vné A, tj. Ur(z) N A = 0 — to vlastné odpovida tomu, Ze
Uy (z) C A°, tj. z je vnitinim bodem doplitku A (ale spi§ fekneme, ze x lezi vné A).

To ale nevycerpava vSechny moznosti, které mizou nastat. Jesté se muze stat, ze jakkoliv maly
polomér r > 0 zvolime, stéle bude kulicka U, (z) jen z ¢asti protinat A a jen z ¢asti protinat A€, ale
nebude podmnozinou ani jedné z téchto mnozin. Intuitivné, ,libovolné blizko k z lze nalézt jak bod
z A, tak bod z A°.“ A o takovych bodech premyslime jako o bodech hranice (nebo ,okraje®) A:
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Definice. Necht (M, p) je metricky prostor, A C M a a € M. Rekneme, %e a je hraniénim bodem
A, pokud pro libovolny polomér r > 0 plati, ze U, (a) protina jak A, tak A¢. Symbolicky:

Vvr>0:(ANUr(a) #0 A A°NUr(a) #0).

Hranict mnoziny A pak rozumime mnozinu vSech hrani¢nich bodi A a znacime ji 0A.

Cvicéeni 8. (diskrétni koule nemaji hranici) Necht M je neprdznd mnozina a pqisk je diskrétni
metrika na M. Necht dale a je libovolny bod v M a r > 0. Dokaz, ze hranici oteviené koule Uy (a)
je prazdnéd mnozina.
Cviceni 9. (rozklad prostoru) Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Dokaz, ze kazdy bod
M lezi bud uvnit¥, vné, a nebo na hranici A, a vzdy nastane pravé jedna z téchto moznosti. Jinak
feceno, dokaz, ze

Int AUInt(A°) UOA =M

a ze Int A, Int(A€) a OA jsou disjunktni.

Hraniéni body mnoziny A nemusi nutné lezet v této mnoziné — ¢ast hranice A muze lezet v A°€.
Dokonce muze nastat A C A, tj. A neobsahuje zaddny sviij hrani¢ni bod. Takovou vlastnost
maji pravé oteviené mnoziny, jak naptiklad ihned plyne z nasledujiciho rozkladu na vnitfek a ¢ast
hranice:

Cviceni 10. Necht A je libovolnd mnozina v metrickém prostoru. Dokaz, ze pak lze A pséat jako
A= (Int A)U (AN OA).
Naopak mnoziny, které obsahuji celou svou hranici, jsou specidlni a budou pro nas v budoucnu

dulezité, tak si je rovnou pojmenujme.

Definice. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Rekneme, Ze A je uzaviend, pokud obsahuje
svoji hranici, tj. 9A C A. Uzavérem A rozumime mnozinu

A= AUOJdA.

Uzéavér tedy do ptvodni mnoziny A pfida body jeji hranice. Je to snaha tuto mnozinu A uzaviit.
To je spravny pohled na véc, ale je potfeba byt trosku opatrnéjsi — aby A byla uzaviend mnozina,
musi obsahovat svou hranici B(A), a ne puvodni hranici OA. Nastésti 1ze ukazat, Ze hranice se po
pouziti uzavéru nezvétsi, takze A opravdu pridava do A body tak, aby vysledek byl uzavieny.

Cviéeni 11. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Dokaz, ze A je uzaviena mnoZina.

Uzéavér A by slo téz definovat trochu strasidelnéji jako prunik vsech uzavienych nadmnozin
A (mezi nimiz je vzdy alesponl metricky prostor M samotny, nebot je sam v sob& uzavieny).
V tomto smyslu je uzévér dokonce nejmenst uzaviend nadmnozina A. Uzaviend proto, ze prunik
libovolného systému uzavienych mnozZin je uzaviend mnozina, jak se Casem miizes presvédcit
v pozdéjsim cviceni. ,Nejmensi“ znamend, ze jakdkoliv jind uzaviend nadmnozina A v sobé
musi A obsahovat. Tedy uzavér lze psat jako

A:ﬂ{F|A§F/\Fje uzaviena v M}.

Mizes si to zkusit dokazat, ale je to trosku pracnéjsi.

Cviceni 12. (dualita otevienych a uzavienych mnozin) DokaZ, Ze mnozina F' v metrickém pro-
storu je uzaviend pravé tehdy, kdyz F'¢ je oteviena.
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Cviéeni 13. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Dokaz, ze (A)° = Int(A°).

Cviceni 14. Dokaz, ze kazdou otevienou mnozinu v metrickém prostoru lze zapsat jako sjed-
noceni néjakého systému otevienych kouli. Tedy symbolicky, dokaz, ze pro kazdou G otevienou
v metrickém prostoru (M, p) existuje néjakd mnozina I, body an € M a poloméry r(a) > 0 (pro
o € I) takové, ze

G= U Ur(a)(aa)'

ael

Konvergence

Kdyz si ¢lovék na kalkuladce nechd spocitat m, kalkulacka mu ukéze jen néjaky koneény pocet
Cislic desetinného zapisu, tedy aproximuje pi pomoci néjakého blizkého racionalniho ¢isla. Kvalita
této aproximace je obvykle omezena jen velikosti displeje. Kdybychom chtéli dalsich 10 cifer, bylo
by mozné je spocitat. A kdybychom chtéli jesté dalsich 10, opét je lze spoéitat pomoci stejného
algoritmu, co pouziva kalkulacka. Protoze je 7 iraciondlni ¢islo, nikdy nedostaneme presny vysledek.
Muzeme ale ziskat libovolné dobrou aproximaci. A o té nekonecné posloupnosti stale se zlepsujicich
se aproximaci se pak Fikd, Ze se blizi k 7, neboli Ze tato posloupnost k 7 konverguje. Co piesné se
tim ale mini?

Definice. Nechf (2,)5%; = (x1,22,...) je nekone¢na posloupnost bodt v metrickém prostoru
(M, p) ax € M. Rekneme, Ze bod x je limitou posloupnosti (z,)22_; (nebo také ze tato posloupnost
konverguje k ), pokud

Ve >0 3ng € NVn > ng : p(z,zn) < €.

To je hodné pismenek a kvantifikitorid, ale my se jimi state¢né probojujeme. Kladné ¢islo e
1ze chapat jako ,toleranci“ nebo ,pozadovanou kvalitu aproximace®. Naptiklad kdybychom chtéli
spocitat hodnotu 7 pfesné na tii desetinnd mista, mohli bychom zvolit toleranci e = 0,0001; pak
se kazdé cislo vzdéalené od 7 nejvySe o 0,0001 bude na prvnich tfech desetinnych mistech s =
shodovat. Definice limity posloupnosti (zn)$%; = (x1,22,...) pak fikd, Ze pro danou toleranci e
jsou od urcitého indexu ng € N dal uz vsechny hodnoty x, bliz k limité z nez je zadana tolerance
e. Navic tohle musi platit pro kaZdou pfedem danou toleranci e (nicméné pro riizna e se mohou ng
lisit).

Poznamka. Zkusime definici limity jesté pfeformulovat trosku jinak, tfeba Ti néktery z téchto
jinych pohledd bude davat vétsi smysl.

Podminku p(z, z,) < € lze také psat jako z,, € U:(z), takze vlastné pozadujeme, aby od uréitého
indexu ng dal vSechny body x,, lezely uvnitf kulicky se stfedem z a polomérem € > 0, a aby takové
no Slo najit pro kazdy polomér €. Tj. pro libovolné malou kulicku se stfedem z musi od néjakého
indexu ng jiz vSechny body z, byt uvnitf této kulicky, coz intuitivné odpovida tomu, Ze se body
hodné pfiblizi k « a uz se nevzdali.

Vsimni si rovnéz, ze pokud od néjakého indexu ng dél jsou uz vsechna z, od z vzdalena méné
nez e, znamena to také, ze jediné body, které jsou od z vzdélené o vic nez €, mohou byt x1, x2,

.., Tpg—1 (a ani ty nemusi), ale ur¢ité ne uz zadné dalsi. To znamend, ze jen konecné bodi x,
miize byt od x dal nez o €.
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Prvni odstavec této kapitoly nam tedy neformélnimi slovy fikal, Ze v metrickém prostoru R
nam kalkulacka umi dét posloupnost aproximaci (an)S%;, an € Q, kterd konverguje k 7, neboli
ma limitu 7. Pokud ses jiz s limitami setkal nékdy dfive, pravdépodobné slo o limity realnych
posloupnosti. To je jen specidlni pfipad limit v metrickém prostoru R se standardni metrikou.

Pokud méas po ruce kalkulacku, muzes$ si zkusit spocitat prvnich par ¢leni posloupnosti
(n)22, tak, ze zvoli§ x; tfeba 1, 2 nebo 0,2025 a budes pocitat nové ¢leny jako

T 1
Tn41 = =4 .
2 Tn

Cleny posloupnosti se po chvilce uz budou jen malo ménit a budou se blizit jistému podeziele
vypadajicimu ¢islu.

Priklad. Necht v metrickém prostoru (R, p) s metrikou p(z,y) = |z — y| madme danu posloupnost
(%)20:1, Dokaz, ze tato posloupnost ma limitu 0.

Reseni. Postupujeme podle definice. Potiebujeme ukézat, ze pro jakoukoliv toleranci € > 0 jsme
schopni najit index ng takovy, ze vsechny hodnoty % jsou pro n > ng od nuly vzdalené o méné nez
€, tj. ze !% — 0! < e. Pfedné poznamenejme, ze vyraz na levé strané mizeme zjednodusit a ovérovat
1
n < e.

1

Necht tedy € > 0 je n&jaké libovolné, ale dané éislo. Chceme, aby platilo - < & pro vsechna

dostatecné velka n. Ekvivalentné upravenim nerovnosti chceme % < n pro dostatecné velkad n. To
je ale snadné — at je ¢ jakékoliv, ur¢ité umime najit prirozené ¢islo ng takové, ze bude vétsi nez %
Pak pro kazdé n > ng bude platit n > ng > %, a tedy také ¢ > %

Tedy pro nase € jsme opravdu vhodné ng nalezli. A protoze toto ,nase“ € bylo libovolné, plati, ze
pro kazdé € jsme takové ng schopni najit (,pokud dostaneme kladné ¢, tak zvolime néjaké ng vétsi
jak é, a bude to fungovat; tfeba ng spo¢teme zaokrouhlenim % nahoru“). Tedy opravdu lim % =0.

Cvi€eni 15. Necht (x,,)52; je posloupnost bodt v metrickém prostoru (M, p), = € M a plati, ze
pro kazdé n € N je p(zn,x) < % Dokaz, ze pak jiz musi byt = limitou (zn)32 ;.

Cviceni 16. Dokaz, ze v R se standardni metrikou p(z,y) = |z — y| plati lim 2% =0.

Cviceni 17. Jak vypadaji konvergentni posloupnosti v prostoru s diskrétni metrikou?
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Priklad. (jednoznac¢nost limity) Necht (M, p) je metricky prostor a (x5)$2; je posloupnost bodu
v M. Dokaz, ze tato posloupnost nemtze mit dvé rtizné limity.

Reseni. Myslenka je takova, Ze posloupnost se ¢asem shlukuje jen v malé kuli¢ce kolem své limity.
Pokud by jedna posloupnost méla dvé riazné limity, tak by se méla zaroven shlukovat ve dvou
malych kulickdch o rtznych stfedech. To samozifejmé nebude mozné, pokud tyto kulicky budou
dost malé, aby se vibec neprotinaly. A to umime zajistit volbou dostateéné malého poloméru.
Udélejme to formalné:

Pro spor predpoklddejme, ze (x5,)52; mé dvé limity « # y. Protoze se tyto limity nerovnaji,
musi mit néjakou kladnou vzdalenost p(z,y) > 0. Zvolme si ¢ = w > 0. To je kladné ¢islo,
takze ho muzeme chéapat jako € v definici limity. TudiZ lze najit n1 € N takové, ze vSechna z, pro
n > nj jsou od x vzdilené méné nez €. Stejné tak lze ale najit na € N takové, Ze vSechna x,, pro
n > nga jsou od y vzdélené méné nez ¢, protoze i y je limitou (z5,)5% ;. Mame tedy

p(.’En,l‘)<E7 ”2”17 a p(xn7y)<€’ TLETLQ.

Jedno z cCisel n1 a ng bude vétsi, oznaCme si ho jako ng. Pak pro n > ng plati obé predeslé
nerovnosti soucasné. Ted uz staéi pouzit trojihelnikovou nerovnost, abychom dosli ke sporu: Pro
n > ng totiz plati

2
p(@,y) < p(z,20) + p(Tn,y) <et+e= gp(% Y)s

tedy p(z,y) < %p(ac, y), coz ale pro kladné &islo p(z,y) nemuze nastat. Dosli jsme ke sporu, takze
(rn)$2 1 nemize mit dvé rizné limity.

Uzaviené mnoziny jsme definovaly tak, Ze obsahuji svoji hranici. Lze je ale také popsat jako
ty mnoziny, ze kterych ,nejde vykonvergovat* — pokud néjakd konvergentni posloupnost bodu lezi
v uzaviené mnoziné, pak tam lezi i limita této posloupnosti.

Priklad. Necht (M, p) je metricky prostor a F© C M je neprédzdnd mnozina. Dokaz, ze F je
uzaviena pravé tehdy, kdyz pro kazdou konvergentni posloupnost (z,)S%; bodid z F plati, ze
ilimx, lezi v F.

Reseni. ,, = “ Necht je F uzaviena a necht je (z,)52; libovolna posloupnost bodt v F, ktera
konverguje k * = limz, € M. Pak z nemize lezet ,vn&“ F, tj. v Int(F°) — kdyby totiz x byl
vnitfnim bodem F¢, pak by 8lo najit kulicku Uc(z) C F€ pro néjaké € > 0. Zaroven z definice
limity by ale $lo najit no takové, ze pro indexy n > ng by platilo p(z,zn) < €, tj. zn € U:(z).
Speciédlné by xn, € Us(z) C F¢, coz je ale spor s tim, ze xn, lezi v F.

Tedy x nelezi v Int(F¢). Ze cviceni 9 proto plyne, ze z lezi bud uvnitt¥ F' (tj. v Int F'), nebo na
hranici F' (tj. v OF). To jsou ale oboji podmnoziny F' (pro hranici to plati z uzavienosti F'), takze
ze F.

,» <= “ Necht vSechny limity konvergentnich posloupnosti bodii z F' lezi v F'. Pro uzavienost F’
chceme dokézat, ze OF C F. Necht tedy x je néjaky bod hranice OF. Z definice hranice plyne, ze
pro kazdy polomér € > 0 koule U, () mé neprézdny prinik s F i s F¢. To specidlné znamena, ze
pro kazdé n piirozené lze najit bod xn € Uy, (z) N F (volime £ = % > 0), viz obrazek. Tim jsme
zkonstruovali posloupnost bodu (z,)S2, které vSechny lezi v F', a navic pro kazdé n € N plati
p(Tn,x) < % Odtud ale ze cviceni 15 plyne, Ze posloupnost (z5)32; konverguje k x. Spolu s nasim
predpokladem ze zadani tak musi x lezet v F' jakozto limita bodt z F'. Tedy kazdy hrani¢ni bod
lezi v F.
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Cviceni 18. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M je jeho neprazdnd podmnozina. Dokaz,
ze uzavér A lze popsat jako

A= {limaxy | (zn)22; je posloupnost bodii z A}
Cviceni 19. Dokaz, ze prunik libovolného systému uzavienych mnozin je uzaviend mnozina
(1) pomoci cvi¢eni 12, de Morganova pravidla (posledni ¢4sti cviceni 5 z kapitoly o mnozinach)

a toho, Ze sjednoceni otevienych mnozin je oteviend mnozina;
(2) pomoci charakterizace, Ze z uzaviené mnoziny nelze vykonvergovat.

A co dal?

Dékujeme, Ze jsi nas doprovazel(a) az sem na konec prvniho dilu seridlu. V pfistim dile se dozvis,
co to jsou spojité funkce a proc¢ je uzavieny interval lepsi nez ten otevieny. Tak na vidénou!

Par cviCeni na zavér

Cviceni 20. Nalezni néjaky metricky prostor, ve kterém ma kazda kruznice jen kone¢né mnoho
bodi, ale kazda koule nekoneéno.

Cvic¢eni 21. Nalezni néjaky metricky prostor, kde existuje kruznice, ktera je podmnozinou jiné
kruznice o vétsim poloméru.

Cviceni 22. Vsimni si, Ze v metrickém prostoru na slovech (byl uveden na zacatku seridlu) je
trojuhelnik (VITEK, MATEJ, POTOK) rovnoramenny. Rozmysli si, jak vypadaji vSechny rovno-
stranné trojuhelniky na slovech délky 6, kde pro jednoduchost uvazujeme jen slova obsahujici pouze
pismena A a B.

Uloha 3. M¢éjme na kruZnici 2n riznych bodu, ty sparujme, kazdy par spojme tseckou a poséi-
tejme délky téchto usecek. Uvazujme takové parovani, které dava tento soucet délek nejmensi ze
vSech moznych parovani. Dokaz, Ze v tomto parovani se zddné dvé tsecky uvnitt kruhu neprotinaji.

Cviceni 23. Rozmysli si, ze pokud bychom v roviné v definici eukleidovské metriky

p2(z,y) = \/(wl —y1)? + (22 — y2)?

zapomnéli odmocninu, pak bychom nedostali metriku.
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Cviceni 24. Najdi metricky prostor, kde existuji dvé kruZnice, které se protinaji pravé ve tfech
bodech.

Uloha 4. Necht (M, p) je metricky prostor. Doka#, #e pak i o tvofi metriku na M, kde

z,
U(Z,y):M, x’yeM
1+ p(z,y)
Cviceni 25. Necht (M, p) je metricky prostor a méme v ném posloupnosti ()52, (Yn)52,
a necht pro kazdé pfirozené n plati p(zn,yn) = sin (%) Dokaz, ze pak alespon jedna z téchto

dvou posloupnosti nemé limitu.

Uloha 5. Mgéjme n € N. Definujme chameleona jako posloupnost 3n pismenek, mezi kterymi je
presné n pismenek ,a“, n pismenek ,b“ an ,,c“. Definujme vyménu jako vyménéni dvou sousednich
pismenek (vyména tedy déla z chameleonti chameleony). Dokaz, ze pro kazdého chameleona existuje
jiny chameleon, ktery se neda z ptuvodniho chameleona ziskat pomoci méné nez 37" vymeén.

(IMO shortlist 2017)
Cvigeni 26. Dokaz, ze v metrickém prostoru (M, p) pro A, B C M plati:
(1) Pokud A C B, paki A C B.
(2) Int(A) U Int(B) C Int(AU B).
(3 AUB=AUB.
Zéaroven ukaz, Ze v bodé (1) z A C B neplyne A C B a %e v bodé& (2) se nemusi vysledné mnoziny
rovnat.

Cvi€eni 27. Necht (M, p) je metricky prostor a (£,)32, (yn)5%; jsou dvé posloupnosti bodi
v M majici limity = limz, a y = limy,. DokaZz, ze pak posloupnost vzdélenosti (p(zn,yn))5%;
ma limitu (v R vzhledem k metrice o(z,y) = |z — y|).

Navody k Gloham

1. Uvazuj mnozinky A; , takovych cisel, Ze jejich prvni cifra je x a druha je y. Jaka je vzdalenost
dvou &isel ze stejné mnoziny Az 7

2. Cisla sefad a zvol to prostiedni. Ukaz, ze pro sudé n tvaru n = 2¢ funguji obé prostiedni
hodnoty xy i xpy1.

3. Uvazuj dvé protinajici se usecky a najdi jiné parovani, které soucet délek téchto dvou usecek
zmensi.

5. Zkus najit néjaka dvé slova, kterad jsou od sebe faakt daleko. Jak daleko od nich muze byt nas
chameleon?

Reseni cvi¢eni

1. Meélo by to byt vidét z toho, Ze musime ujit néjakou vzdalenost horizontalné a néjakou verti-
kalné, a je jedno, v jakém potadi je ujdeme. Trochu formélnéji se da Fict, ze vertikalni slozky kavarny
a knihovny se lisi o néjaké y, horizontalni slozky se lisi o néjaké x. No a postacujici podminka je,
ze se vSechny svislé useky poséitaji na y a horizontalni na z (ve vertikdlnim sméru je potieba ujit
presné y a v horizontalnim presné x a kazda orientace tseku prispiva jen do jedné z téchto dvou
slozek). Délka cesty je vSak soucet délek tsekd, tedy = + y, coZ neni zavislé na zvolené cesté.

2. Pokud se body z, y shoduji, pak specidlné x1 = y1, takZe méfime vzoreckem p(z,y) = |y2 —z2|,
ktery se rovna nule, nebot z2 = y2. Pokud naopak p(z,y) = 0 pro né&jaké body z, y, pak bud tyto
body maji shodnou prvni soufadnici (takZe jsme mé¥ili vzoreckem |y2 — x2|, ktery je nulovy, takze
i x2 = y2), nebo jsme méFili vzoreckem |z2| + |y1 — z1| + |y2|. V tomto druhém piipadé s¢itame
t¥i nezdporna cisla a vychazi nam nula, takze jednotlivé s¢itance musi byt nulové, tj. 22 = y2 =0
a x1 = y1. V obou pripadech dostavame z = y.
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Oba zadané vzorecky metriky zfejmé splnuji podminku symetrie. Zbyva proto dokazat troju-
helnikovou nerovnost.
Meéjme tii body z, vy, z. Pokud vSechny tfi body maji shodnou prvni soufadnici, pak podminka

p(x,2) < p(z,y) + oy, 2)
je vlastné trojuhelnikova nerovnost pro absolutni hodnotu
|z2 — 22| < ly2 — m2| + |22 — ¥2],

o které vime, Ze plati.
Pokud z; = y1 # 21, pak

p(x,2) = |z2| + |21 — 21| + |22] < @2 — ol + y2| + |21 — v1l + [22] = p(z,y) + p(y, 2),

kde jsme zase vyuzili trojuhelnikové nerovnosti pro absolutni hodnotu. Podobné se postupuje v pfi-
padech x1 # y1 = 21 a ¥1 # 21 = y1.
Nakonec pokud maji vSechny body riznou prvni souradnici, pak

p(x,2) = |z2| + |21 — z1| + |22] < |w2| + 21 —y1| + |y1 — z1] + |22],

a pokud pravou stranu jesté navysime o 2|y2|, dostaneme opét trojihelnikovou nerovnost pro p.

3. Uvédomime si, ze plosna odlisnost je vlastné obsah té ¢asti trojuhelniki, ve které se neprotinaji.
Vzdalenost trojuhelniku od sebe sama je pak zfejmé nula, a naopak odlisné trojuhelniky maji
odlisnost kladnou. Vzorecek je symetricky zadany, takze plosna odliSnost je symetricka. Pro ovéreni
trojihelnikové nerovnosti oznac¢me Sa, Sp, Sc postupné obsahy trojihelniki A, B, C a jesté
ozna¢me SAnB, SBnC, Scna a SanBnc obsahy postupné priiniku A a B, pruniku B a C, praniku
C a A a nakonec priniku vSech t#i trojuhelnikti A, B, C. Plo$na odlisnost A od C je Sa + S¢ —
25 4nc, zatimco soucet plosné odlisnosti A od B a odlisnosti B od C' je

(Sa+Sp —2SanB) + (S + Sc — 2SBnc) = Sa + Sc +2(Sp — Sans — SBno)-

Ukézeme, ze pokud od tohoto souétu odlisnosti A od B a B od C' odeéteme plosnou odlisnost
A od C, dostaneme nezaporné ¢islo. Tim bude trojuhelnikovd nerovnost dokazana. Tento rozdil,
ktery oznacime jako d, je
d= 84+ Sc+2(Sp —Sanp — Spnc) — (Sa + Sc —2Sanc) = 2(Sanc + S — Sans — SBnc)-
Z obrazku (v némz P je prunik vSech t¥i trojihelnikt) si miZeme rozmyslet, ze

SBna +SBnc — SanBnc < S,

protoze leva strana je pfesné obsah té ¢asti trojuhelniku B, ktera se protind s A nebo s C' (odé&itat

SanBnc musime, aby se tato ¢ast obsahu nezapocitala dvakrat).
Diky této nerovnosti mame

d
3= Sanc +SB — Sans — SBnc 2 Sanc — SanBnc-

Ale prunik A s C jisté obsahuje prunik vSech t¥i trojuhelniku, takze ma také vétsi obsah a plati
Sanc 2 SanBnco- Odtud jiz g >0, takze i d > 0 a trojuhelnikovd nerovnost plati.
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4. (1) Predpokladejme, Ze p je skoro stejnd jako o. Pak pfendsobenim pfevracenymi hodnotami
c-¢ek dostavame %p(a:,y) <o(z,y) < %p(a:, y), coZ znamena, ze i o je skoro stejna jako p.

(2) Pokud je p mensi nez konstanta krit o, které je zase mensi nez jind konstanta krat 7, pak je
p mensi nez soucin téchto konstant. Na druhou stranu to funguje obdobné.

(3)  Euklidovska vzdalenost je vzdy vétsi nebo rovna maximové vzdalenosti, protoZze popisuje
délku usecky a ta je delsi nez libovolna jeji podslozka. Zaroveii je mensi nebo stejna jako v/2—né-
sobek maximové metriky. D4 se to i spocitat explicitné, ale miizeme si to rozmyslet tak, Zze pokud
prodlouzime kratsi slozku tak, aby nyni byly obé stejné dlouhé, maximova vzdalenost se zachova
a euklidovska vzdalenost se zvétsi na V222, coz je V2, tedy se budou rovnat. A manhattanské
vzdalenost je zjevné vétsi nez maximova, protoze soucet je vét$i nez maximum, a zarovenl mensi
nez dvojnasobek maximové, protoze soucet dvou cisel je mensi nez kdyz seCteme to nejvétsi z nich
samo se sebou. Ukazali jsme tak, ze manhattanska vzdalenost je skoro stejna jako maximova, ktera
je skoro stejna jako euklidovska vzdalenost, tedy vSechny jsou skoro stejné.

6. Vezméme si néjaky bod na tsecce a ukazeme, ze neni vnitini. Kdyby byl bod vnitini, existovala
by oteviena koule se stfedem v jeho stfedu, ktera by byla celd obsazena v tisecce. Jiz nyni ale vidime,
Ze tomu tak zjevné neni. Necht tato koule méa polomér r. Pak na kolmici na nasi tsecku prochézejici
vybranym bodem urcité existuje néjaky bod ve vzdalenosti %'r od naseho bodu, ktery ale nenalezi
nasi usecce. To je spor s tim, Ze je celd tato oteviena koule obsazena v usecce.
7. Necht z je ngjaky bod z kone¢ného pruniku. Chceme najit kulicku se stfedem v z, ktera cela
lezi v pruniku. Protoze je prunik prvkem vSech G; a protoze jsou vsechny oteviené, pro kazdou
z nich najdeme polomér r;, ze kulicka Uy, (x) je obsazena v G;. Pokud si nyni vezmeme r = min; 7;,
kulicka U, (z) se vejde do vSech ostatnich kulicek, a tedy je obsazena v kazdé G;, tedy i v priniku.
Prinik je tedy otevieny.

V pripadé nekoneéného priniku se ndm nemusi v pfedchozim dikazu podafit najit kladné mi-
nimum nekonec¢na poloméru. Piikladem je nekonecny systém postupné se zmensujicich otevienych

intervala L1
G={(- ) Ineny

v R se standardni metrikou p(z,y) = |z — y|. Jednotlivé prvky G jsou oteviené mnoziny, ale prinik
tohoto systému je (|G = {0}, coz neni oteviend mnozina.
10. Zfejmé je prava strana podmnozinou levé strany, takze staci ukazat, ze to plati i naopak. Bud
z néjaky bod z A. Tento bod samozirejmé také lezi v celém prostoru M, pro ktery mame ze cviceni
9 rozklad
M =1Int AU Int(A°) U OA.
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Protoze ale x lezi v A, ur¢ité nemuze lezet v Int(A€) C A€. Tedy bud z lezi ve vnitiku A (a pak jsme
hotovi), nebo uz musi lezet na hranici A. Ale zaroven predpokladame x € A, takze pak © € ANOA,
takze i v tomto pfipadé x lezi v mnoziné na pravé strané dokazované rovnosti.

11. Uzaviené mnoziny obsahuji svoji hranici. Chceme tedy dokézat, ze A obsahuje svoji hranici.
Ukézeme, 7e kazdy bod na hranici A je i na hranici ptivodni mnoziny A. Pak totiz bude z definice
lezet v A. Necht tedy néjaky takovy bod x lezi na hranici A. M&jme néjakou kouli Uy (z) pro né&jaké
r > 0. Chceme dokazat, ze jak A, tak doplnék A, maji neprazdny prunik s touto kouli. Pro doplnék
A to mame hned, protoze to je nadmnozina doplitku A, a pro néj vime, Ze z lezi na jeho hranici.
Nyni z definice uzavéru bud z lezi v A, nebo na hranici A. V obou pfipadech mame, ze v kouli
se stfedem x o poloviénim poloméru ¢ = % lezi n&jaky bod x2 € A. A protoze x2 lezi v A, mame
opé&t z definice uzavéru, ze bud lezi v A, nebo na hranici A. V prvnim pfipadé jsme vyhrali hned
(nasli jsme bod z A blizky z, tedy z lezi na hranici A a je tedy souc¢asti A), v opa¢ném z definice
hranice existuje néjaky bod x3 € A, ze x3 € Ug(x2). A jaka je vzdélenost x3 od z? Z trojuhelnikové
nerovnosti je to nejvyse g + g = r. To jsme chtéli dokazat. Lze si to predstavit tak, ze hranice neni
od A nijak vzdélena, a tedy jejim pfidanim zZadna nova hranice nevznikne.

12. Uzavfend mnozina obsahuje celou svoji hranici, oteviend mnozina neobsahuje nic ze svoji
hranice. AvSak ze symetrie definice hranice jsou hranice F' a F'¢ stejné. ProtoZze mnozina a jeji
doplnék davaji dohromady cely prostor, je odtud vidét dualita téchto dvou typt mnozin.

13. Pokud z € (A)°, pak z nelezi v A, takze nelezi ani v A, ani v 9A. Z rozkladu ze cviceni 9
M =1Int AUInt(A°) UOA

musi z lezet vné A, tj. v Int(A¢). Pokud naopak x € Int(A€), pak z toho samého rozkladu (v némz
maji vSechny tfi mnoziny po dvou prazdny prunik, tj. kazdy bod M lezi v pravé jedné z téchto
mnozin) uz nemuze z lezet ani v Int A, ani v A. V tom pfipadé ale ani z nelezi v uzavéru A, tj.
x € (A)°.
14. Uvazujme Uplné vSechny oteviené koule, které jsou podmnozinami G, a tyto si néjak opismen-
kujme jako U,.(o)(aa) —tedy vzdy pro kazdé o € I je U,.(q)(aa) C G, a zaroven jsme zadnou takovou
otevienou kouli nevynechali. Potfebujeme ukazat, Ze sjednoceni téchto kouli nam da opravdu G.
Predné protoze kazda z téchto kouli je podmnozinou G, musi i jejich sjednoceni byt podmnozinou
G - pokud mame z € U, (q)(aa), pak x lezi v néjaké konkrétni kulicce U, (g)(ag), ta je ale
podmnozinou G, a tedy z € G. Nyni naopak ukdzeme, ze G C JU,(q)(aa). Necht je z € G
libovolné. Protoze G je oteviena, lze najit polomér r > 0 takovy, ze Ur(z) C G. Tato kulicka
ale musi byt nékde mezi nasimi kulickami UT(Q)(aa), protoze jsme zadnou nevynechali! Tedy = €
Ur(z) € UUp(a)(aa), z ¢ehoz plyne, ze G je podmnozinou sjednoceni téchto kulicek.

15. Necht je € > 0 libovolné. Z feSeného prikladu vime, Ze lze najit ng € N takové, ze pro kazdé
n > ng jiz plati % < €. Tedy také pro kazdy index n > ng je

<e&.

S

p(xn, ) <

Z definice limity to znamena, ze limxz,, = x.

16. Miuzeme postupovat z definice, nebo vyuzit cviceni 15 a toho, ze pro kazdé pfirozené n plati
1 1 1 1
()=l < 2
2n 2n 2n T n

17. Musi byt od uréitého indexu jiz konstantni, tj. posloupnost (z,)5; mé v takovém prostoru

limitu « pravé tehdy, kdyz od néjakého indexu mo jiz pro vSechny n > ng je z, = x. To plyne

z toho, ze pokud zvolime ¢ = %, pak je kulicka se stfedem v = a polomérem e v diskrétni metrice
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dost malinkatéd: Ue(z) = {z}. Aby tedy od néjakého indexu jiz vidy xn lezela v této kuli¢ce, musi
od tohoto indexu se jiz vSechny z, rovnat z.

18. Reseni je dost podobné minulému piikladu. Pokud mame bod z z A, pak bud lezi uvnit¥
A a k takovému se d& dokonvergovat pomoci konstantni posloupnosti (z,z,z,...), nebo z lezi na
hranici A, a pak se k nému da dokonvergovat body z A uplné stejné jako v poslednim odstavci
predchoziho ptikladu volenim z,, € Ul/n(:c) N A. Naopak, pokud z je limitou néjaké posloupnosti
(zn)$21 bodli z A, pak stejné jako v minulém piikladé nemiize lezet v Int(A°), takze lezi bud v A,
nebo v OA, ale v obou piipadech tedy lezi v A = A U A.

20. Funguje napfiklad R se standardni metrikou.

21. Sestroj ho! Metrika na grafu muze dobfe poslouzit. Kreativité se meze nekladou. Umél bys
zafidit, aby tyto kruznice mély nekone¢no bodu?

23. Ozna¢me takovou ,,pozménénou eukleidovskou metriku® jako f(z,y) = (z1—y1)%+(z2—y2)?.
Pak napfiklad pro body = = (0,0), y = (1,1) a z = (2, 2) neplati trojihelnikova nerovnost, nebot
fl@,2) =8>2+2= f(z,y) + f(y,2)

24. Treba metrika na grafech.

27. Dokazeme, ze lim p(zn,yn) = p(z,y). Nejdiive si dokdZzeme pomocnou nerovnost

lo(x,y) — p(zn, yn)| < p(@,2n) + (Y, yn)-

Z trojuhelnikové nerovnosti mame postupné

p(z,y) < p(z,xn) + p(xn,y) < p(z,zn) + p(Tn, Yn) + p(Yn, ),

takze p(z,y) — p(Tn,yn) < p(z,Zn) + p(yn,y). Obdobnym pouZitim trojuhelnikové nerovnosti na
p(Tn, yn) mizeme ukdzat p(zn,yn) — p(x,y) < p(x, n) + p(¥, yn). Dohromady tyto dvé nerovnosti
davaji

lp(z,y) — p(n, yn)| < p(@,20) + p(Y, Yn).

Tim uz mame vlastné vyhrano, nebot prava strana konverguje k nule. Ukazme si to z definice:
Necht € > 0 je libovolné. Protoze limz,, = x, nalezneme index n; € N takovy, Ze pro n > nj je
p(z,zn) < § (pro¢ hleddme ni k poloviné & misto k ¢ se ukaze za chvili). Obdobné nalezneme
ng2 € N, aby pro n > n2 bylo p(y, yn) < % Nyni zvolme za ng to vétsi z ¢isel n1, na. Pak pro kazdé
n > ng budou platit oba odhady soucasné, a tedy v kombinaci s pomocnou nerovnosti mame

g 1>
lo(z,y) — p(@n, yn)| < p(z,z0) + p(y, yn) < ;5ts=¢

Ke kazdému e > 0 jsme tedy schopni nalézt ng € N, aby pro vSechna n > ng bylo |p(z,y) —
p(Tn,yn)| < &, takze lim p(xn, yn) = p(z,y).
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