Metrické prostory 1 — Hranaté kulicky

Mily priteli,
praveé ¢tes prvni fadky nového seriadlu PraSatka, v némz se T1i jiz brzy otevie svét pravitek, thlomér,
planovact spoju MHD a vSsemoznych dal$ich méficich nastroji! Ovsem, budeme se o méfeni bavit
hlavné matematicky, takze se nemusi§ bat, ze bychom T€ hned poslali ven urcovat astrolabem
deklinaci Jitfenky. V tomto prvnim dilu seridlu se zamyslime nad tim, co Ze to takové méreni
vlastné je (nebot méfit se da leccos), a zavedeme matematicky pfesné takzvanou metriku. Pomoci
ni vyjasnime, co to znamena byt ,uvnit“, ,vné“ nebo ,na hranici“ né¢eho. No a ke konci tohoto
dilu dojdeme az nékam za horizont do nekonecna ...

S tématem tohoto seridlu se ve stfedoskolskych hodindch matematiky spi§ nepotkas, o to vic
doufame, ze by se Ti exkurze do hezké a trochu jiné matematiky mohla libit.

Letos Té metrickym labyrintem provedou Vitek Hanika a Matéj Gajdos, na jejichz mailové
schranky vit.hantka@gmail.com a gajdos.matej@yahoo.com se nevéihej obratit, mas-li jakoukoliv
otazku nebo podnét k diskuzi. Veselé méreni!

Jak Ccist serial

V serialu rozliSujeme mezi priklady, cvicenimi a ilohami. Priklady jsou feSené primo v textu a snazi
se Té seznamit s tim, jak se v seridlu typicky argumentuje.

Sam (sama) si to pak muzes vyzkouSet ve cvidenich, kterd typicky ukazuji nékteré vlastnosti,
které nam piijdou diilezité, ale pfitom rozumné jednoduché. Resenim cvideni si dobie ovéiis, ze
rozumis, co jednotlivé definice znamenaji. Na druhou stranu jich je relativné hodné a obc¢as nejsou
moc kreativni, takze ani nepfedpoklddame, Ze bys je fesil(a) vSechny.

Nakonec tu je nékolik malo wloh, které maji vic olympiddni nadech, ale pfitom volné souvisi
s timto seridlem.

CvicCeni a tlohy najdes v prubéhu textu, ale také v samostatné kapitole na konci serialu. Za tou
se pak jesté daji najit napovédy a FeSeni k né€kterym utlohdm a cvicenim.

Nakonec misty mizes narazit na text v ramecku. Jedna se hlavné o dodatecna, pro nas zajimava
povidani, ktera ale pro ¢teni a pochopeni seridlu nejsou tak dulezitd, takze se je neboj uplné
preskakovat nebo se k nim vracet az pozdéji.

V zivoté se setkdvame se vSemoznymi vzdalenostmi, ale co to vlastné takova vzdalenost je? Zkusme
se ted nad tim na nékolika ptikladech zamyslet a zjistime, Ze mé&fit se da leccos a od vzdalenosti
vlastné ocekavame jen nékolik mélo intuitivnich vlastnosti, jako ze tfeba nebudou zaporné. Témito
vlastnostmi se dostaneme k pojmu metriky, se kterym se budeme kamaradit zbytek seridlu. Za
chvili si metriku zadefinujeme, ale podivejme se nejdfive na nékolik Tobé znamych i tfeba méné
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znamych prikladi, v nichz méfeni vzdalenosti a metrika nékde v pozadi figuruje.

Za¢néme nejpiirozendji, geometricky. Méjme rovinu a v ni body X = (z1,22) a Y = (y1,92).
Pak muzeme hovofit o vzddlenosti téchto bodi — napiiklad ji miZeme fyzicky zmérit pravitkem se
stupnici nebo analyticky spocist pomoci Pythagorovy véty jako

XY= /(01 —21)? + (2 — 2)?.

I bez pravitka a souradného systému muzeme uvazovat o vzdalenostech — pro body S, X, Y muzeme
posuzovat, zda je S bliz k X nez k Y nebo jestli jsou obé vzdalenosti stejné. Mtzeme definovat
kruznici jako mnozinu téch bodu roviny, které maji k S stejnou vzdélenost r» > 0:

kr(S) ={Z[152| =1},
pfipadné kruh jako ty body, které jsou od S vzdaleny nejvyse r:
B.(S)={z||52] < r}.

Podobné ke dvéma riznym bodim X, Y muzeme hledat mnozinu takovych bodu, které jsou k X
ik Y stejné daleko:
oxy ={Z||zX|=|zY|}.

To je, jak jisté vis, presné osa usecky XY.

Dost podobné muzeme se vzdalenostmi pracovat v prostoru. Pythagorova véta bude mit pod
odmocninou souéet tii €lent, mnozina k,(S) bude kulovou plochou (sférou) se stfedem S a polomé-
rem 7, z kruhu B, (S) se stane koule a mnozina oxy bude rovina prochézejici stfedem XY kolma
k Gsecce XY.

V obou pripadech jsme vzdalenosti geometrickych bodu ,,méfili pomoci tsecek” jakozto nejkrat-
Sich spojnic téchto bodu. Co kdyz se ale nemizeme pohybovat po takovych tseckach? Naptiklad
usecka spojujici Prahu a Tokyo bude prochazet vnitifkem Zemé (odpovidé délce d na obrazku); je to
sice validni zptisob méreni jejich vzdalenosti, ale v nékterych pfipadech ne zrovna uzitecny. LepSim
zpusobem by mohlo byt najit nejkratsi kifivku spojujici tato dvé mésta, ktera ale navic celd lezi
na zemském povrchu, néco jako délka ¢ na obrazku. Nemusi byt hned jasné, jak by takova kfivka
meéla vypadat a jestli viibec existuje, nicméné pokud ano, pak by bylo prirozené méfit vzdalenosti
na Zemi takto.!
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INa sféie jsou takové nejkratsi kiivky pékné a vychované — pokud méme na sféfe se stiedem
S body A a B, pak staci zkonstruovat kruznici se stfedem S prochézejici body A a B. Nejkratsi
kiivka spojujici A a B a lezici na dané sféfe je pak kratsi z oblouki AB na této kruZnici.
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Misto ,vzdélenosti“ jsme v pfedchozich pfikladech mohli také psét ,blizkost“ nebo (s trochou
predstavivosti) ,odlisnost®. ,Odlisnost“ je dobré slovicko, protoze se da pouzit pro vSemozné ob-
jekty, kdezto ,vzdalenost* zni pfeci jen hlavné geometricky.

Tak napiiklad mizeme ,mérit“ odlisnost slov, feknéme pétipismennych, podle poctu pismen, ve
kterych se lisi. Tfeba PRASE a SERIE se shoduji jen v patém pismeni, takze bychom mohli ¥ict, ze
tato slova maji ,vzdalenost* 4. Naopak SEPIE ma od SERIE vzdalenost 1. Ani tentokrat nam nic
nebréani definovat ,kruh“ se sttedem VITEK o poloméru 1 jako mnozinu téch pétipismennych slov,
které se od slova VITEK lidi na nejvyse jedné pozici. V té by pak napiiklad lezela slova VITEJ,
SITEK a QITEK, ale uz ne tieba JOLCA nebo MISKO.

Mozné Ti pfipadd pohlizeni na slova (obecnéji textové zpravy) jako na néjaké stfedy kruhu
prilis abstraktni nebo krkolomé. Tento pohled se vSak velmi hodi naptiklad pro kédovani. Predstav
si, Ze posild$ zpravu néjakym nespolehlivym kandlem (tedy kandlem, ve kterém se zpravy vlivem
$umu mizou pozménit). Posles textovou zpravu, ta projde néjakou mali¢kou zménou (feknéme, ze
se ndhodné zméni az 3 znaky, tedy text bude lezet v kruhu o poloméru 3 se stfedem v puvodni
zpravé), a piijemce ji poté musi umét spravné ,dekédovat®, tedy zjistit, jak vypadala zprava pred
zménou. To ale znamena pouze urcit, ve kterém kruhu o poloméru tfi tato pozménéna zprava lezi,
puvodni zprava je pak prosté stfedem tohoto kruhu. Odesilatel a ptijemce si tedy pfedem dohodnou
mnozinu zprav, které se budou posilat, a to tak, aby, pokud si kolem kazdé z nich udélame kruh
s polomérem 3, se tyto kruhy ,neprekryvaly“. Kdyby totiz néjaka zprava lezela ve dvou kruzich
nardz, tak by nebylo jasné, ktery stfed zvolit jako ptivodni zpravu. Potom at je zprava pozménéna
jakkoliv, bude z ni poznat, ve kterém kruhu lezi, a tedy jak vypadala ptvodni zprava. Zajimavym
problémem je tedy vyskladdat do prostoru vSech textovych retézci délky n co nejvice takovychto
kruhi tak, aby se nepfekryvaly. Tim se v tomto textu zabyvat nebudeme, jen fekneme, ze na tomto
principu funguji napfiklad QR kédy.?

Vsechny tyto pfiklady spojuje snaha kvantifikovat ,vzdéalenosti“ a ,odliSnosti“ néjakych ob-
jekt, které ale pritom muzou byt dost riznorodé. Presné k tomu nam poslouzi abstraktni koncept
metriky, ktery matematicky vyjadiuje, co od ,jodlisnosti objektt“ pfirozené ocekavame, at uz jsou
dané objekty jakékoliv. Sila této abstrakce je v tom, Ze ndm umoznuje pro negeometrické objekty
(jako t¥eba slova) definovat geometrické pojmy (jako tieba kruh se stifedem ve slové) a kreslit si
obrazky.

Abstraktni metrika

A ted uZz matematika.

Definice. Necht M je mnoZina. Metrikou na M rozumime zobrazeni p, které kazdé usporddané
dvojici bodt (x,y) z M prifadi nezdporné realné &islo p(z,y), a které navic spliiuje nésledujici
podminky (axiomy):

(1) Pro z,y € M nastane p(z,y) = 0 pravé tehdy, kdyz =z = y.

(2) Pro kazda x,y € M plati p(z,y) = p(y, ).

(3) Pro kazda z,y,z € M plati p(z, z) < p(z,y) + p(y, 2).
Dvojici (M, p) pak nazyvame metrickym prostorem. O prvcich M typicky mluvime jako o bodech
daného metrického prostoru.

Podivejme se na to, co jednotlivé vlastnosti fikaji. Pfedevsim vzdalenost libovolnych dvou bodu
je nezaporna. Axiom (1) pak fikd, Ze rizné body jsou od sebe vzdy néjak nenulové daleko, kdezto
vzdalenost libovolného bodu od ,sebe sama“ je vzdy nula.

Axiom (2) se nazyva symetrie metriky. Rik4, Ze nezalezi na potadi, v jakém dané dva body
méfime. Vzdalenosti méfené pravitkem takovou vlastnost jisté spliuji. Nékdy ale v zivoté dava
smysl uvaZovat i nesymetrické ,méfeni vzdalenosti“ — naptiklad misto kilometrti na PraSeéim

2Pokud té to zaujalo, vice se o kédech mtizes dozvédét zde: |https://cs.wikipedia.org/wiki/]
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vyleté muzes mérit dobu, za kterou vylet ujdes; pfitom ale docela zélezi, jestli trasa vede z udoli
na vrchol kopce, nebo naopak.?

Axiom (3) popisuje takzvanou trojuhelnikovou nerovnost. Intuitivné rika, ze pfima vzdalenost
mezi dvéma body z, z by neméla byt vétsi nez vzdéalenost vzata ,oklikou“ pres néjaky treti bod
y. S jednou verzi trojuhelnikové nerovnosti ses jiz nejspi§ béhem svého studia setkal(a): Pokud
XY Z je trojuhelnik v roviné, pak musi soucet kazdych dvou délek stran byt vétsi nebo roven délce
posledni strany, tedy napf. musi | XY| + |YZ| > |ZX]|. Proto ne kazda trojice ¢isel-délek urcuje
trojuhelnik — naptiklad trojihelnik o stranach | XY| = 2, |[YZ| = 7, |ZX| = 1 neexistuje, nebot
|ZX| 4+ |XY| < |YZ|, coz odporuje trojuhelnikové nerovnosti (dostat se z Y do Z je kratsi oklikou
pfes bod X nez pfimou tseckou Y 7).

IXY|+|v2| > |ZX]
Y Z|+12X| > |XY]|
|ZX| + |XY] > |V Z]

XY

Priklady metrik

Mozna jsi ted nestastny (nestastnd) z abstraktni definice metriky. Ale nezoufej, pfesné proto se ted
podivame na spoustu konkrétnich prikladt metrickych prostori. Je uziteéné alespon nékteré z nich
mit v paméti a po ruce pfi FeSeni cviceni a uloh, nebot nékdy to, co se miize zdat intuitivné jako
pravdivé v jednom metrickém prostoru, viibec nemusi v jiném platit.

Vratme se nejdiive na zacatek seridlu k nasemu asi nejpfirozenéjsimu chapani vzdalenosti bodi
v roviné. Body v roviné budeme vétsinou chapat ,souradnicové“, tj. bod roviny X bude mit néjaké
dvé soufadnice, X = (z1,x2), kde z1,z2 € R. Typicky pak to, Ze bod nalezi roving, piSeme jako
X € R?, coz znamend, Ze je to vlastné uspofadana dvojice redlnych &isel. Obdobné to, ze X je bod
prostoru, bychom zapsali jako X € R3, protoze takovy bod ma t¥i soufadnice.

Definice. Necht X, Y jsou body v roviné. Pak eukleidovskou vzddlenost bodti X, Y definujeme
jako
Tedy pokud maji body X, Y soufadnice

X = (x1,2), Y = (y1,¥2),

pak podle Pythagorovy véty

p2(X,Y) = \/(y1 — 1) + (y2 — 22)*.
Priklad. Dokaz, ze (R2, p2) je metrickym prostorem.
3Zobrazeni p nespliiujici axiom symetrie proto také maji jméno a mé smysl je studovat, nicméné

v seridlu se budeme vénovat hlavné standardnim metrikam.
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Reseni. Piedné musime zkontrolovat, Ze oborem hodnot po jsou nezaporna é&isla. Odmocnina
nezaporného ¢isla ale je vzdy nezaporna, takze to plati. Déale ovéfime zbylé axiomy:

(1) Pro bod X jisté plati p2(X, X) = 0. Pokud naopak p2(X,Y) = 0 pro néjaké body
X = (21,22), Y = (y1,92),
pak z definice této metriky musi platit
(y1 = 21)* + (y2 — 22)* = 0,

z ¢ehoz plyne z1 = y1 a z2 = y2 (kazdy ze s¢itanych Ctverct je nezdporny, takze aby se
seCetly na nulu, musi oba étverce byt nulové). To ale znamend X =Y.

(2) Symetrie plyne z toho, Ze pro realna =,y € R plati (z — y)2 = (y — z)2.

(3) Pro platnost trojihelnikové nerovnosti v tomto pfipadé opravdu muzeme divéfovat geo-
metrickému nahledu, nebot jde vazné o délky stran trojihelniku. Nicméné lze nerovnost
oveérit i Cisté algebraickym vypoctem.

V roviné néjakou dobu jesté zustaneme, protoze eukleidovska vzdalenost neni jedinou metrikou,

ktera na roviné existuje. Dokonce v nékterych pfipadech muze byt pfirozenéjsi mérit vzdalenosti
jinak.
Pohadka. Pred sto lety obyvatelé PraSestdnu zaloZili nové mésto PraSdubice. ProtoZe pri uzem-
nim pldnovdni nebyli moc kreativni, nakoncipovali mapu mésta tak, Ze vsechny ulice miri bud ze
severu na jih, nebo z vychodu na zdpad, takZe kazdé dvé ulice jsou bud rovnobézné, nebo na sebe
kolme.

Jedna ¢tvrt PraSdubic je schématicky znédzornéna na obrazku. Jak méfit v tomto mésté vzdéle-
nosti? Eukleidovska vzdalenost v tomto pfipadé udava vzdalenost ,,vzdusnou ¢arou“. Pro prakticky
presun po mésté je ale potieba respektovat existenci zdi a chodit jen po ,,vodorovnych®, respektive
wvertikalnich“ ulicich. A délky téchto proslych ¢asti ulic pfesné budeme méfit a nascitavat.

Kavarna Skola

Frisbee hala

I

I

I

I .

i Knihovna
I

I

I

Cvic¢eni 1. Rozmysli si, Ze v obrazku pro pfesun z knihovny do kavarny nezalezi z hlediska
celkové nachozené vzdalenosti na konkrétni zvolené cesté, dokud se pifi presunu pohybujes vzdy jen
doleva/nahoru. Déle si rozmysli, Ze toto plati pro jakékoliv dva body.
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Pokud ses zamyslel(a) nad pfedchozim cvienim, pak by Ti méla ptripadat nasledujici definice
pfirozend — prosté za konkrétni trasu zvoli§ takovou, ktera nejdiiv jde jen co nejvic doleva (nebo
doprava), a pak zbytek cesty jde nahort (nebo dolu).

Definice. Méjme v roviné dva body X, Y o soufadnicich
X =(z1,22), Y =(y1,92)
Pak manhattanskou (nebo také newyorkskou/tazikdrskou) vzddlenosti X a 'Y rozumime
p1(X,Y) = |ly1 — z1| + |y2 — z2|.
Manhattanska metrika se tak jmenuje proto, ze ulice v Manhattanu podobné jako v PraSdubicich

typicky tvofi pravothlou mfizku, a mizeme se tam tedy pohybovat jen horizontalné a vertikalné.
Body pak opravdu budou vzdaleny podle pfedpisu manhattanské metriky.

Mozné Té mate, Ze jsme prvni pfiklad metriky (eukleidovskou) oznadili jako p2 a druhy piiklad
metriky (manhattanskou) oznaéili jako p1. Divod je ten, Ze obecnéji pro libovolné p > 1 lze na
R? zavést takzvanou £,-metriku jako

pp(z,y) = Yy — z1|P + [y2 — z2P.

Pro p = 1 dostaneme manhattanskou metriku p1, pro p = 2 dostaneme eukleidovskou metriku
P2-

Pohadka. 3D tiskdrna md dva nezdvislé motirky, pricemz proni umi pohybovat hlavici (pTi
pohledu zeshora na tiskovou desku) doleva a doprava a druhy nahoru a doli. Oba motirky maji
stejnou mazimalni rychlost. Chtéli bychom néjak prirozené mérit dobu trvdni presunu hlavice
z jednoho bodu do bodu druhého.

Klic¢ové je, ze oba moturky muzou bézet soucasné. Kdyby mohl vzdy bézet jen jeden, bylo by
pfirozené méfit dobu pfesunu manhattanskou metrikou p; — pro pfesun z bodu X = (0,0) do bodu
Y = (4,4) by nejdfiv prvni mottrek pfesunul hlavici do (4,0), a pak druhy motirek odtud do
(4,4), takze ,vzdalenost by byla 8 (nebo by se stfidaly jinak — vime, Ze je to jedno, dokud oba
posouvaji hlavici spravnym smérem). Pokud ale oba moturky pobézi soucasné, zvladnou se z X
do Y dostat rychleji a ,vzdalenost“ bude 4. Co kdybychom se z X = (0,0) chtéli pfesunout do
Z = (4,2)? V eukleidovské i manhattanské metrice je Z zfejmé k X bliz nez byl bod Y k X. V nasi
nové metrice tomu tak ale neni — sice jsou ted X a Z ,bliz ve druhé souradnici, ale prvni mottrek
se porad potfebuje dostat z 0 do 4, takze celkova ,vzdéalenost“ bude 4 a pulku ¢asu druhy moturek
nebude pracovat.

Vlastné se chceme divat na ten moturek, ktery musi vykonat vice prace, tj. na slozku bodu
X = (z1,22), Y = (y1,y2), ve které se body nejvice lisi.

Definice. Méjme v roviné dva body X, Y o soufadnicich
X = (z1,22), Y = (y1,92)
Pak mazimovou vzddlenosti X a Y rozumime
poo(X,Y) = max{|y1 — z1], ly2 — 2|}
Asi si dokazes predstavit, ze predeslé metriky nemusi byt definované jen v roviné, ale mazeme je
zavést tieba i v prostoru nebo obecné na mnoziné R™ vsech uspofadanych n-tic (z1,...,zn) redlnych

¢isel. Specidlné na realné primce ndm vSechny tfi metriky z pfedchozich prikladi p1, p2 a pso (tedy
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manhattanska, eukleidovskd a maximova) splynou do absolutni hodnoty p(z,y) = |z — y|. To samo
o sobé ukazuje, 7e se jedna o metriku (je to jako métit v (R2, p2) body tvaru (z,0), tj. jen ty na
z-ové ose), ale dokazme si to i bez vyuziti metrik v roviné:

Pi¥iklad. Pro z, y redlna definujme p(z,y) = |z — y|. Dokaz, ze (R, p) tvoii metricky prostor.

Reseni. Absolutni hodnota je vzdy nezaporna. Navic je nulova pouze v nule, takze z p(x,y) = 0
plyne x—y = 0, tj. = y. Symetrie p také ziejmé plati, nebot |z—y| = |—(y—2z)| = |y—=| (absolutni
hodnota napriklad ¢isel —5 a 5 je stejnd). I s trojihelnikovou nerovnosti si snadno poradime. Budte
x, y a z tii redlné ¢isla. Chceme dokézat

|z — 2| <z =yl + 1y — =]

Pokud oznadime a = = — y, b = y — z, pak vlastné dokazujeme |a + b| < |a| + |b|. P¥itom pro
kazdé realné ¢islo « plati a < |a] i —a < || — tak napiiklad v prvni nerovnosti bud « je nezdporné,
a pak o = |a|, nebo je a zdporné, a pak a < 0 < |-

To ale znamen4, ze a < |a| a b < |b|, v souétu a + b < |a| + |b|. Obdobné z nerovnosti —a < |a|
a —b < |b| plyne —(a + b) < |a| + |b|. No a protoze |a + b| je bud rovno a + b, nebo —(a + b) a obé
hodnoty jsou nejvyse |a| + |b|, plati jiz |a + b| < |a| + |b].

Mozna Té uz méfeni geometrickych vzdalenosti bodi v roviné a na primce zac¢ind unavovat.
Podivejme se na jiné prirozené objekty, na kterych méfit vzdalenost. Jedna se o neorientované
grafy, ovsem nemyslime grafy funkci. O grafech si toho mtzes spoustu zajimavého precist v PraSeci
knihovni¢ce nebo tieba v seridlu 34. ro¢niku?. Graféim se v tomto seridlu vic vénovat nebudeme, ber
nasledujicich par odstavct jako takovou odbocku k zajimavé metrice, kterd neméri body v roviné.

Pokud jsi se s grafem jesté nepotkal(a), mize$ si ho pfedstavovat velmi obrazkové jako néjaké
puntiky (nazyvané vrcholy) pospojované carami (neboli hranami). Mezi dvéma vrcholy mlze vést
nanejvys jedna hrana. Hrana téz nemuze tvofit smycku, tj. spojovat jeden a ten samy vrchol. Dva
priklady graft vidis na obrazku.

O grafu fekneme, Ze je souvisly, pokud se da z libovolného vrcholu dostat do libovolného jiného
vrcholu pfesunem po hranach. Tedy prvni graf na obrazku souvisly je, zatimco druhy neni, jak
naznacuje teCkovana kfivka oddélujici dvé nepropojené ¢asti grafu. Tyto ,pfesuny po hranach® lze
formalnéji chapat jako takzvané sledy — sled mezi vrcholy v a v je konecna posloupnost vrchola

(u = vo,v1,...,Un—1,v = vp) spliyjici, ze kazdé dva sousedni vrcholy, tj. v; a v;41 pro ¢ €
{0,1,...,n — 1}, jsou spojené hranou. Tedy souvislé grafy jsou pravé ty, ve kterych mezi kazdymi

dvéma vrcholy existuje néjaky sled.

4https://prase.cz/archive/34/uvodls.pdf



No a na souvislych grafech 1ze velmi pfirozené zavést metriku: Dvéma rtiznym vrcholiim grafu
u, v piifadime jako pgraf(u,v) délku néjakého nejkratsiho sledu, ktery je spojuje (délku ve smyslu
poctu hran, tj. sled (v1,v2,v3) ma délku 2). Pokud u = v, definujeme pgrar(u,v) = 0.

Priklad. Nechf je dan souvisly graf. Dokaz, Ze pgraf tvofi metriku na jeho vrcholech.

Reseni. Ziejmé je pro kazdé dva vrcholy u, v ¢&islo pgrat(u, v) nezaporné. Pokud u = v, pak pfimo
z definice pgras(u,v) = 0. Naopak pro u # v musi kazdy sled spojujici tyto dva vrcholy obsahovat
alesponl jednu hranu, takze pgras(u,v) > 1, a tedy pgras(u,v) # 0.

Symetrie zfejmé taky plati — kdykoliv z v do v vede né&jaky sled, pak (v podstatd) ten stejny
sled vede z v do u (lisi se jen poradi, v jakém se pfesouvame mezi vrcholy), takze toto plati i pro
nejkratsi sled.

Zbyva dokazat trojuhelnikovou nerovnost. Nechf u, v a w jsou tii vrcholy grafu. Reknéme, ze
jsou vzajemné ruzné (pokud se nékteré dva vrcholy shoduji, pak trojihelnikovd nerovnost plati
okamzité€). Myslenka je velmi jednoducha: Pokud se umime v n = pgras(u,v) presunech dostat z u
do v a v m = pgraf(v,w) pFesunech dostat z v do w, pak na to, abychom se dostali z u do w, urcité
sta¢i n + m pfesunt, potencialné i méné (jit pfes v nemusi byt nejrychlejsi), takze

pgraf(u7 w) <nt+m= pgraf(u7 U) + pgraf(U7 w)

To uz je vlastné dikaz, ale zapiSme si to i v fe¢i sledu:

Bud (u,u1,...,un—1,v) n&jaky nejkratsi sled spojujici u a v a (v,v1,...,Vm—1,w) né&jaky nej-
kratsi sled spojujici v a w. Tedy prvni sled ma délku pgras(u,v) a druhy ma zase délku pgrar(v, w).
Pak (u,u1,...,%n—1,0,01,...,Um—1,w) je sled spojujici u a w o délce pgrar(u,v) + pgras(v, w).

Nejkratsi sled spojujici v a w muze byt potencialné jesté kratsi, ale ur¢ité nebude delsi nez
pgraf(u» ’U) + pgraf(v7 w)’ kdy2 mé b}’ft nejkratéi. Tedy pgraf(u7 w) < pgraf(u7 U) + pgraf(v’ w)

Grafovou vzdalenosti lze napiiklad zjednodusené modelovat, ktefi lidé by se mohli znat na
sociadlnich sitich. Kazdy uzivatel je jeden vrchol grafu a mezi dvéma uzivateli vede hrana pravé
tehdy, kdyz se maji pfidané na siti jako pratele. Pokud se uzivatel a na siti neprateli s uzivatelem
[, je mezi nimi vzdalenost alespon 2. Uzivatel o nemusi mit s 8 vazné vibec nic spole¢ného, ale
také miizou oba dva mit spoleéného pritele o — v prvnim pfipadé bude vzdalenost vrcholi o a 8
spi§ velkd, ve druhém piipadé je jejich vzdélenost 2, a tedy se v principu mozné znaji (oba maji ve
svém okoli o), jen se nepfateli na této socialni siti. V tomto druhém piipadé tak miZe socidlni sit
vyhodnotit, ze uzivateli o doporudi pratelstvi s 3.

Grafovd metrika se da jesté trochu zobecnit. Doted jsme vlastné uvazovali, Ze vSechny hrany
maji ,,délku“ 1. V praxi ale Casto potfebujeme, aby nékteré sousedni vrcholy byly velmi blizko
k sobé a nékteré naopak velmi daleko od sebe. Muzeme si tedy fict, ze kazdé hrané prifadime
jeji délku (né&jaké kladné ¢islo). Délka sledu bude poté prosté soucet délek jednotlivych hran, pies
které sled prochazi. Metrika bude stale dvéma vrcholim pfifazovat délku nejkratsiho sledu, ktery
zacind v jednom a kon¢i v druhém. Vsimni si, ze ptivodni grafova metrika je vlastné jen specidlnim
pfipadem této nové metriky, pokud fekneme, ze vSechny hrany maji délku 1.

Pohadka. Jako dobry piklad hran s délkami mize slouZit Zeleznicni sit. Mezi nékterymi mésty
v PraSestdnu vedou Zelezniéni traté. Kazdd trat md svoji délku a doba presunu po jedné trati je
presné jeji délka. Jak dlouho pak trvd presun mezi dvéma libovolngymi mésty? Pokud si predsta-
vime, Ze mésta jsou vrcholy grafu a hrany jsou jednotlivé Zelezniéni traté, nejkratsi trasa mezi
mésty PraSdubice a PraSin bude presné délka nejkratsiho sledu mezi vrcholy, které odpovidaji
PraSdubicim a PraSinu.



Naprfiklad na obrazku je vzdalenost vrcholi A a E rovna 342+ 0,5 = 5,5 a nejkratsi sled vede
pfes B a C misto ,,pfimé trasy“ z A rovnou do E, protoze ta ma vétsi délku 7.

Na zévér uvedeme, ze grafovou metriku miizeme mit i na grafech s nekoneénym poc¢tem vrchola
a hran, pficemz stile uvazujeme jen konecné sledy. Nebudeme je pfimo zkoumat, ale maji zajimavé
vlastnosti.

Velmi specidlnim pripadem grafové vzdalenosti je takzvana diskrétni metrika — na mnoziné M
vznikne tak, ze M chapeme jako graf, ve kterém jsou uplné vSechny vrcholy pospojované hranami
(takovym grafim fikdme uplné). Pokud si predstavujeme, Ze je graf ohodnoceny, vSechny hrany
budou mit délku 1.

Definice. Necht M je neprdzdna mnozina. Pak na ni definujeme diskrétni metriku tak, ze dvéma
prvkim z,y € M ptifadime ¢islo pgisk(z,y) = 1, pokud x # y, nebo pgisk(x,y) = 0, pokud =z = y.

Diskrétni metrika je takova podivna, vlastné umi jen rozliSovat, jestli jsou dva body stejné nebo
ruzné. Hodi se ve chvilich, kdy si chce ¢lovék ovérit, jestli néjaké tvrzeni o metrickych prostorech
plati nebo neplati — nékterad tvrzenicka vypadaji tfeba v roviné s eukleidovskou metrikou jako
zfejmé pravdiva, ale pro obecnou metriku to tak nemusi byt, a diskrétni metrika je dobra metrika
»dost odlisna od té eukleidovské“, na které toto testovat.

Cviéeni 2. (metrika dzunglové feky) Pro dva body v roviné z = (z1,z2), y = (y1, y2) definujeme

p(@,y) = |z2| + |y1 — 21| + |y2l,

pokud x1 # w1, a nebo p(z,y) = |y2 — z2|, pokud 1 = yi. DokaZ, Ze p tvofi metriku na R?
(pohadkoveé si lze predstavovat, Ze ve sméru prvni soufadnice teCe feka, a Ze nejrychlejsi pfesun
mezi dvéma body z, y je nejdfiv sejit po kolmici k Fece, pak se pfesunout po Fece, a pak zase dojit
po kolmici od Feky do cile).

Cviceni 3. Pro dva nedegenerované trojuhelniky ABC a XY Z definujme jejich plosnou odlisnost
jako soucet jejich obsaht minus dvojnasobek obsahu obrazce urcéeného jejich prinikem. Dokaz, ze
plosnéa odlisnost tvofi metriku na mnoziné vsech nedegenerovanych trojuhelnikt v roviné.

Uloha 1. Pro dvé 2025-ciferné &isla a = @1 .- a2025 a b = b1 . .. bao2s (psana v desitkové soustave)
definujme vzdalenost jako 1.%,
lisi (pfipadné jako 0, pokud jsou obé &isla stejnd). Méjme 1001 takovych ¢isel. Dokaz, Ze mezi nimi
existuji dvé vzajemné rizna &isla takova, ze jejich vzdalenost je nejvyse 0,001. (Jako bonusové
cviceni si muzes rozmyslet, ze tato vzdalenost je opravdu metrika).

kde k je nejmensi ¢islo z 1, ...,2025 takové, Ze se a a b na k-té ciffe

Cviéeni 4. Budte p a o dvé metriky na mnoziné M. Rekneme, Ze p je skoro stejnd jako o, pokud
existuji takové konstanty ¢, C' > 0, ze pro libovolné dva body x,y € M plati

c-o(z,y) < plz,y) < C-o(zx,y).

(1) Dokaz, ze pokud p je skoro stejnd jako o, pak i o je skoro stejnd jako p.
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(2) Necht 7 je t¥eti metrika na M. Dokaz, ze pokud p je skoro stejna jako o a o je skoro stejna
jako 7, pak je p skoro stejné jako 7.

(3) Dokaz, ze eukleidovska vzdalenost je skoro stejna jako manhattanska i maximova vzdale-
nost.

Uloha 2. Necht z1, ..., Tn jsou rizna realna &isla. Dokaz, ze existuje k € {1,...,n} takové, ze
pro kazdé realné y je

n n
Sl — Rl <l -yl
i=1 i=1

Meéjme metricky prostor (M, p). Pak pomoci p umime mé¥it vzdalenosti jednotlivych dvojic
bodu z,y € M jako p(z,y). Co kdyz ale mame vice bodi, feknéme koneéné mnoziny A, B C M,
a chtéli bychom mérit, jak se tyto mnoziny odlisuji? Jednou moznosti je pouzit Hausdorffovu
metriku.

Nejdiiv zavedme ¢islo

da(B) = max min p(a,b).

To si lze predstavit tak, ze pro kazdy bod a € A najdeme k nému co nejblizsi bod b € B.
Timto zpusobem pro kazdé a € A dostaneme ¢islo udévajici vzdalenost k nejblizsimu b € B.
Pak da(B) je nejvétsi z téchto vzdalenosti, tj. ,,jak daleko to je z A nékam do B v nejhorsim
pfipadé“. Obdobné definujeme

dp(A) = i b).
5(A) = maxmin p(a, b)

Problém s témito ¢isly je, Ze se nemusi rovnat, tj. obecné je rozdil mezi d4(B) a dp(A).
Prikladem miZe byt N s metrikou definovanou jako p(n,m) = |n — m|, kde pokud vezmeme
mnoziny A = {1} a B = {2,3}, bude platit d4(B) = max{1} = 1 a dg(A) = max{1,2} = 2.
Metrika ale musi byt symetrickd. ReSenim je vzit za metriku to vétsi z téchto &isel, coz je uz
Hausdorffova metrika, definovana jako

pu(A, B) = max{da(B),dp(A)}.

Tato ponékud straslivd kombinace t¥i maxim a minim uz opravdu tvofi metriku na kone¢nych
podmnozinidch metrického prostoru.

Jako uplné nejvétsi Spiéek poznamenejme, Ze jsme uvazovali A a B konecné proto, aby tato
minima a maxima vibec existovala — nekone¢na podmnozina realnych ¢isel nemusi mit minimum
ani maximum. Nicméné pokud zna$ suprema a infima (zobecnéni maxima a minima, ktera vzdy
pro omezenou podmnozinu R existuji), pak véz, ze nahrazenim maxim a minim supremy a infimy
umoziuje definovat Hausdorffovu metriku i na nekone¢nych podmnozinach M. Tedy napiiklad
Ize v roviné pomoci Hausdorffovy metriky méfit manhattansky vzdalenost mezi dvéma kruhy.

Intermezzo: Rychlokurz mnoZin a mnoZin mnoZzin

V dalsi kapitole zacneme intenzivnéji pracovat s mnozinami. Véfime, ze jsi se s mnozinami jiz urcité
setkal(a), ale alespon tu zavedeme nékteré znaceni. Tuhle kapitolu klidné zatim piesko¢, a kdyby
se Ti néjaka prace s mnozinami pozdéji v seridlu nezdala, muzes se sem vratit.
Mnozina je néjaky soubor prvki. Tyto prvky muzou byt ledacos — ¢isla, body v roviné, skoricovi
$neci. Mnozina ptirozenych ¢isel N obsahuje néktera ¢isla, pfimka v roviné jakozto mnozina obsahuje
10



své body, mnozina Matéjovych oblibenych jidel obsahuje skoticové sneky. Mnoziny typicky znac¢ime
velkymi pismeny. To, ze néjaky prvek p ndlesi mnoziné (nebo lezl v mnoziné) A, znacime p € A.
V mnoziné ,nezilezi na poradi“ ani zadny prvek nemuze mnoziné nalezet ,vicekrat“. Prdzdnou
mnoZinu, tedy mnozinu bez prvki, zna¢ime (.

Pokud mame dvé mnoziny A a B, miiZzeme pomoci nich tvofit nové mnoziny. Tak tfeba prunik
A a B je mnozina AN B slozené z prvk, co lezi v Aiv B. Sjednocenim A a B rozumime mnozinu
AU B obsahujici ty prvky, které lezi alespon v jedné z mnozin A, B. Rozdil A a B je pak mnoZina
A\ B obsahujici takové prvky nélezici A, které nendlezi B. Symbolicky:

AnNnB={p|pe AApe B}, AuB={p|peAvpeB}, A\B={p|pe AAp¢ B}.

Vs§imni si pouzitého zapisu — obé mnoziny popisujeme jako ty body p, které spliuji néjakou pod-
minku, kterou uvadime za svislitko.

Pokud B obsahuje vSechny prvky A (a potencidlné néjaké dalsi), fikdme, Zze A je podmnoZinou
B, coz znag¢ime jako A C B. Casto budeme v situaci, kdy mame nejdiive zadanou néjakou zékladni
mnozinu M (napfiklad bodu v celé roviné) a pracujeme ¢isté s podmnozinami A této mnoZiny,
A C M. Uziteénou operaci pak pro nas bude doplriek (nebo také komplement) A, znadeny jako
A€ a definovany jako A¢ = M \ A — tedy jako ty body zakladniho prostoru M, které v A nelezi.
Nedava smysl ale mluvit o doplitkku, pokud nevime, jaka je nase zakladni mnozina M.

Zatim jsme predpokladali, Ze mame dvé mnoziny a s nimi operujeme. To nam ale obvykle nebude
stacit. Pokud chceme pracovat s néjakym obecnym souborem mnozin ... Soubor mnozin, to zni
zase jako néjakd mnozina! A opravdu, ob¢as budeme v seridlu pracovat s mnozinami, jejiz prvky
jsou dalsi mnoziny, takzvanymi systémy mnozin. To mize znit na prvni precteni strasidelné, a taky
pfiznavame, ze chvilku trva, nez si na systémy mnozin ¢lovék zvykne. Pokud se Ti systémy mnozin
zatim nelibi, véz, Ze je v tomto dile seridlu po této kapitolce skoro nepotkas, v dalsich dilech serialu
se jim ale spiSe nevyhneme.

Typicky se systémy mnozin oznacuji velkymi kaligrafickymi pismeny, napfiklad A, B, F, S. Déla
se to Cisté pro prehlednost, aby bylo jasné, ktera pismenka znaci zakladni prvky, kterd mnoziny
a ktera systémy mnozin, napfiklad mtze platit a € A € A. Systémem mnozin mize byt napiiklad
vybér nékolika pfimek v roviné nebo mnozina obsahujici nékteré zakladni ¢iselné obory: {N, Z, Q, R}.

Pro neprazdny systém mnozin A definujeme prinik vSech mnozin z A jako

(NA={p|VAe€ A:pe A},

tj. jako ty body, které lezi v kazdé mnoziné obsazené v A. Podobné pfirozené zobecnujeme sjedno-
cent vsech mnozin z A na mnozinu obsahujici ty body, které lezi v alespon jedné mnoziné z A:

JA={p|34c A:pec A}

Systémy mnozin také muZeme zapisovat o néco konkrétnéji, pokud si néjak ,oznacime“ nebo
»opismenkujeme® mnoziny v ni obsazené. Naptiklad pro koneény systém A obsahujici pét mnozin je
pfirozené si tyto mnoziny oéislovat a psat A = {A1, A2, Az, A4, As}. Pak také prunik a sjednoceni
tohoto systému zapisujeme jako

5 5
A=A UJa=UA
=1 =1

V obecném pfipadé ale mize byt A ,moc velkd“ (at to znamend cokoliv) a pFirozend ¢isla ndm
nemusi stacit. Pfesto mizeme uvazovat néjakou obecnou mnozinu I, jejiz prvky nam slouzi Cisté
jako ono ,opismenkovani“ mnozin v . A = {As}qaer. Pak opét prunik a sjednoceni miZzeme psét

o néco konkrétnéji jako
N4=N4  Uaa=Ua
acl acl
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Tieba v minulém pfipadé A o péti mnozinach bylo I = {1, 2, 3,4, 5}. Piiklad ,vétsiho“ systému
mnozin muze byt tfeba tento: Pro redlné ¢islo x mizeme definovat dvouprvkovou mnozinu A, =
{z,x + 2}. Pak muzeme naptiklad vytvorit systém {A, | « € (0,1)}, tedy vlastné indexovany
intervalem I = (0,1). Sjednoceni takového systému pak lze psat dvéma zpisoby jako

U Az = U{Aﬂc | T € (07 1)}7

z€(0,1)

zalezi jen na tom, ktery nam pfijde hezci. Vysledkem tohoto sjednoceni bude (0,1) U (2, 3).

Priklad. Necht A je libovolny neprazdny systém mnozin. Dokaz, ze prinik A je podmnoZinou
kazdé mnoziny A nalezici A, tj. ze (A C A.

Reseni. Potfebujeme ukazat, ze kazdy prvek nalezici (].A téz nalezi A. Necht tedy a € A je
libovolny prvek. Z definice priniku systému mnozin to znamena, Ze a je obsaZen v kazdé mnoziné
lezici v A. Speciélné tedy a nalezi A, nebot A € A. Odtud plyne (A C A.

Priklad to je velmi kratky a jednoduchy, jen je potfeba mit prehled o tom, které symboly znaci
prvky, které mnoziny a které systémy mnozin (napiiklad ze ackoliv A je systém mnozin, jeho prinik
M A je jiz mnozina prvki).

Cviceni 5. Dokaz, ze:
(1) Pro mnoziny A, B, C plati AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).
(2) Pro mnoziny A, B C M je A\ B = AN B¢, kde doplnék bereme vzhledem k M.
(3) Pro mnoziny A C B C M je B¢ C A°.
(4) Pro mnoziny Ay C Ax C--- C Ay je UlL; Ai = An.
(5) Pro mnoziny A, B C M je (AU B)¢ = A°nN B°.
(6) Obecnéji, pro neprazdnou mnozinu I a systém A = {Aq }qer podmnozin mnoziny M plati
de Morganovo pravidlo
c
(U 4a) = 4

acl acl

Otevirame a zavirame

Ve chvili, kdy mame metriku, nic ndAm nebrani zobecniovat objekty, které se opiraji o pojem vzda-
lenosti v ndm znamé geometrii. My takové zobecnéni provedeme hlavné pro kruhy/koule.

Definice. Necht (M, p) je metricky prostor, a € M a r je kladné redlné ¢islo. Otevienou kouli se
stredem a a polomérem r rozumime mnozinu

Ur(a) ={xz € M| p(a,z) < r}.
Obdobné definujeme uzavienou kouli jako
By(a) = {z € M| p(a,z) <r}.

S koulemi jsme se setkali uz ze zacatku seridlu. Uzaviena koule s polomérem 7 okolo néjakého
bodu a € R? byl prosté kruh o poloméru r se stfedem a. Pokud vezmeme misto toho otevienou
kouli o stejném stiedu a poloméru, bude vypadat tuplné stejné, jen nebude obsahovat body na
kruznici kr(a).

Takovéto obecné koule muzou pro ruzné metriky vypadat vselijak — na obrazku je par takovych
piikladd v roviné a my Té& prosime, aby sis rozmyslel(a), pro¢ jsou zrovna takové a jaké tvary by
mély v prostoru.
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Y Y Y
A A
1 1 1
T T >
1 O 1 (0] 1
U1(0) U1(0) U1 (0)
pP1 P2 Poo

Oteviené koule pro nas budou mit veliky vyznam — jedna se sice o jedny z nejjednodussich
mnozin, které lze pomoci metriky definovat, ale pfitom se pomoci nich daji matematicky pfesné
formulovat na prvni pohled trochu nejasné véty, jako ze ,isecka nema vnitfek,“ ,bod lezi na hranici
Ctverce” nebo ,primka neni omezena“.

Zaénéme vnittkem mnoziny, napiiklad intervalu (0, 1) se standardni metrikou p(z,y) = |z — y|.

21

Ten obsahuje body, o kterych bychom fekli, ze lezi ,uvniti“ tohoto intervalu — napfiklad %, ale
i tfeba %, %, TIOO’ ... Na&s interval ma dva krajni body 0 a 1 a vSechna pfedchozi ¢isla maji od
obou téchto kraju kladnou vzdélenost. Specidlnim bodem je ale 1, ktera sice v (0,1) lezi, ale ke
kraji 1 ma vzdalenost 0, a také bychom spi$ nefekli, ze lezi wvnitr tohoto intervalu.

Intuice s ,nenulovou vzdalenosti od kraje“ ma néco do sebe, ale uz v (R2, p2) se nam situace
komplikuje — pro bod uvnitf ¢tverce je nekonec¢no ,krajnich bodu“, od kterych mérit vzdalenost.
A jak navic u komplikovanéjsich mnozin rozhodovat o tom, které body jsou ,krajni“ a které ne?

Presto se da vnitfek mnoziny v libovolném metrickém prostoru zavést elegantné a intuitivné
prosté tim, ze o zaddnych ,krajich“ mluvit nebudeme (to ale neznamend, Ze by to byla iplné scestna

myslenka, jak uvidime ¢asem).

Definice. Necht (M, p) je metricky prostor, A C M a a € A. Rekneme, ze a je vnitinim bodem
A, pokud existuje takovy polomér r > 0, ze Ur(a) C A. Vnitrek A definujeme jako mnozinu vSech
vnit¥nich bodii A a zna¢ime ho Int A. Rekneme, Ze mnozina A je otevend, pokud vSechny jeji body
jsou vnitfni, tj. pokud A = Int A.

Zkracené feceno tedy bod x lezi uvnitf mnoziny A, pokud v ni nelezi jen on sadm, ale i né&jaka
celd koule se sttedem v z, tj. mohli bychom fict ,nejen = lezi v A, ale i vSechny dostatecné blizké
body okolo x lezi v A.“

Priklad. (cely prostor je otevieny) Mé&jme metricky prostor (M, p). Dokaz, ze M je oteviend
mnozina.

Reseni. Vezméme si libovolny bod = € M, dokdZeme, Ze je vnitini. Pak kulicka U,(z) je urcité
podmnozinou M, protoze je slozena pouze z prvku M. Tedy kazdy bod M je vnitini.

Priklad. Dokaz, ze v libovolném metrickém prostoru je oteviend koule otevienou mnozinou.

Reseni. Mé&jme metricky prostor (M, p), bod a € M, polomér r > 0 a otevienou kouli
Ur(a) = {z € M | p(z,a) < r}.

Chceme ukazat, ze kazdy bod v této kouli je vnitini. Bud tedy b € U, (a) néjaky bod v této kouli.
Ten z definice oteviené koule spliiuje p(b,a) < r, takze pro § = r — p(b,a) plati § > 0, a tedy ¢
muze slouzit jako validni polomér. Ukazeme, ze Us(b) C Uy (a), coz bude znamenat, Ze b je opravdu
vnitinim bodem Uy (a).
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Bud tedy z € Us(b) libovolny bod v nové kuli¢ce. Pak
p(x, a) < p(x, b) + p(b7 a) <8+ p(b7 a) = (T - p(b7 a)) + P(b, a) =T

kde jsme nejd¥ive pouzili trojuhelnikovou nerovnost, pak z € Us(b), a nakonec nasi volbu poloméru
0. Ukazali jsme, ze x je od a vzdalen méné nez r, a tedy « € Uy (a). Protoze toto plati pro libovolny
bod z € Us(b), musi jiz Us(b) C Ur(a).

Poznamenejme, ze volba ¢ pfimo odpovidd tomu, jak bychom polomér mensi kulicky volili
»obrazkové“ v roviné se standardni eukleidovskou metrikou. Obrazky s kulickama v metrickych

prostorech prekvapivé casto funguji a je dobré si je pfi feSeni tloh a dokazovani tvrzeni kreslit.

Ur(a)

Cviceni 6. Rozmysli si, ze Usecka v roviné se standardni eukleidovskou metrikou nemé zadné
vnitini body.

Priklad. (sjednoceni otevienych) Necht (M, p) je metricky prostor a G je libovolny systém ote-
vienych mnozin v tomto prostoru. Dokaz, Zze pak i |G je otevfend mnozina.

Reseni. Bud a € |JG libovolny bod — o ném potiebujeme ukazat, Ze je vnitinim bodem |J G, tj. Ze
i s celou kulickou lezi v |JG. Bod a lezi ve sjednoceni G, coz znamend, zZe existuje néjakd mnozina
G € G obsahujici a. Ale G je systém otevienych mnozin, takze G je oteviena, a tedy existuje
polomér r > 0 takovy, ze Ur(a) C G. Protoze ale G C |JG (néco podobného jsme dokazovali pro
prunik v tvodni kapitole o mnozinach), musi U, (a) celd lezet i v |JG. Tedy a je vnitinim bodem
ug.
Otevienost se tedy zachovava na sjednocovani. S pruniky je to o trochu komplikovanéjsi.

Cviceni 7. Necht (M, p) je metricky prostor.

(1) Mé&jme v M kone¢né mnoho otevienych mnozin G, ..., Gp. Dokaz, Ze pak i jejich prinik
Ni_, G; je oteviend mnozZina.

(2) Najdi néjaky nekoneény systém otevienych mnozin G takovy, ze jejich prinik NG jiz
otevieny neni.

Stejné jako muze nastat, ze bod i s celou kuli¢kou lezi uvnitf mnoziny, tak mize nastat i pfipad,
kdy bod z i néjaka celd koule U, (z) lezi vné A, tj. Ur(z) N A = 0 — to vlastné odpovida tomu, Ze
Uy (z) C A°, tj. z je vnitinim bodem doplitku A (ale spi§ fekneme, ze x lezi vné A).

To ale nevycerpava vSechny moznosti, které mizou nastat. Jesté se muze stat, ze jakkoliv maly
polomér r > 0 zvolime, stéle bude kulicka U, (z) jen z ¢asti protinat A a jen z ¢asti protinat A€, ale
nebude podmnozinou ani jedné z téchto mnozin. Intuitivné, ,libovolné blizko k z lze nalézt jak bod
z A, tak bod z A°.“ A o takovych bodech premyslime jako o bodech hranice (nebo ,okraje®) A:
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Definice. Necht (M, p) je metricky prostor, A C M a a € M. Rekneme, %e a je hraniénim bodem
A, pokud pro libovolny polomér r > 0 plati, ze U, (a) protina jak A, tak A¢. Symbolicky:

Vvr>0:(ANUr(a) #0 A A°NUr(a) #0).

Hranict mnoziny A pak rozumime mnozinu vSech hrani¢nich bodi A a znacime ji 0A.

Cvicéeni 8. (diskrétni koule nemaji hranici) Necht M je neprdznd mnozina a pqisk je diskrétni
metrika na M. Necht dale a je libovolny bod v M a r > 0. Dokaz, ze hranici oteviené koule Uy (a)
je prazdnéd mnozina.
Cviceni 9. (rozklad prostoru) Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Dokaz, ze kazdy bod
M lezi bud uvnit¥, vné, a nebo na hranici A, a vzdy nastane pravé jedna z téchto moznosti. Jinak
feceno, dokaz, ze

Int AUInt(A°) UOA =M

a ze Int A, Int(A€) a OA jsou disjunktni.

Hraniéni body mnoziny A nemusi nutné lezet v této mnoziné — ¢ast hranice A muze lezet v A°€.
Dokonce muze nastat A C A, tj. A neobsahuje zaddny sviij hrani¢ni bod. Takovou vlastnost
maji pravé oteviené mnoziny, jak naptiklad ihned plyne z nasledujiciho rozkladu na vnitfek a ¢ast
hranice:

Cviceni 10. Necht A je libovolnd mnozina v metrickém prostoru. Dokaz, ze pak lze A pséat jako
A= (Int A)U (AN OA).
Naopak mnoziny, které obsahuji celou svou hranici, jsou specidlni a budou pro nas v budoucnu

dulezité, tak si je rovnou pojmenujme.

Definice. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Rekneme, Ze A je uzaviend, pokud obsahuje
svoji hranici, tj. 9A C A. Uzavérem A rozumime mnozinu

A= AUOJdA.

Uzéavér tedy do ptvodni mnoziny A pfida body jeji hranice. Je to snaha tuto mnozinu A uzaviit.
To je spravny pohled na véc, ale je potfeba byt trosku opatrnéjsi — aby A byla uzaviend mnozina,
musi obsahovat svou hranici B(A), a ne puvodni hranici OA. Nastésti 1ze ukazat, Ze hranice se po
pouziti uzavéru nezvétsi, takze A opravdu pridava do A body tak, aby vysledek byl uzavieny.

Cviéeni 11. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Dokaz, ze A je uzaviena mnoZina.

Uzéavér A by slo téz definovat trochu strasidelnéji jako prunik vsech uzavienych nadmnozin
A (mezi nimiz je vzdy alesponl metricky prostor M samotny, nebot je sam v sob& uzavieny).
V tomto smyslu je uzévér dokonce nejmenst uzaviend nadmnozina A. Uzaviend proto, ze prunik
libovolného systému uzavienych mnozZin je uzaviend mnozina, jak se Casem miizes presvédcit
v pozdéjsim cviceni. ,Nejmensi“ znamend, ze jakdkoliv jind uzaviend nadmnozina A v sobé
musi A obsahovat. Tedy uzavér lze psat jako

A:ﬂ{F|A§F/\Fje uzaviena v M}.

Mizes si to zkusit dokazat, ale je to trosku pracnéjsi.

Cviceni 12. (dualita otevienych a uzavienych mnozin) DokaZ, Ze mnozina F' v metrickém pro-
storu je uzaviend pravé tehdy, kdyz F'¢ je oteviena.
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Cviéeni 13. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Dokaz, ze (A)° = Int(A°).

Cviceni 14. Dokaz, ze kazdou otevienou mnozinu v metrickém prostoru lze zapsat jako sjed-
noceni néjakého systému otevienych kouli. Tedy symbolicky, dokaz, ze pro kazdou G otevienou
v metrickém prostoru (M, p) existuje néjakd mnozina I, body an € M a poloméry r(a) > 0 (pro
o € I) takové, ze

G= U Ur(a)(aa)'

ael

Konvergence

Kdyz si ¢lovék na kalkuladce nechd spocitat m, kalkulacka mu ukéze jen néjaky koneény pocet
Cislic desetinného zapisu, tedy aproximuje pi pomoci néjakého blizkého racionalniho ¢isla. Kvalita
této aproximace je obvykle omezena jen velikosti displeje. Kdybychom chtéli dalsich 10 cifer, bylo
by mozné je spocitat. A kdybychom chtéli jesté dalsich 10, opét je lze spoéitat pomoci stejného
algoritmu, co pouziva kalkulacka. Protoze je 7 iraciondlni ¢islo, nikdy nedostaneme presny vysledek.
Muzeme ale ziskat libovolné dobrou aproximaci. A o té nekonecné posloupnosti stale se zlepsujicich
se aproximaci se pak Fikd, Ze se blizi k 7, neboli Ze tato posloupnost k 7 konverguje. Co piesné se
tim ale mini?

Definice. Nechf (2,)5%; = (x1,22,...) je nekone¢na posloupnost bodt v metrickém prostoru
(M, p) ax € M. Rekneme, Ze bod x je limitou posloupnosti (z,)22_; (nebo také ze tato posloupnost
konverguje k ), pokud

Ve >0 3ng € NVn > ng : p(z,zn) < €.

To je hodné pismenek a kvantifikitorid, ale my se jimi state¢né probojujeme. Kladné ¢islo e
1ze chapat jako ,toleranci“ nebo ,pozadovanou kvalitu aproximace®. Naptiklad kdybychom chtéli
spocitat hodnotu 7 pfesné na tii desetinnd mista, mohli bychom zvolit toleranci e = 0,0001; pak
se kazdé cislo vzdéalené od 7 nejvySe o 0,0001 bude na prvnich tfech desetinnych mistech s =
shodovat. Definice limity posloupnosti (zn)$%; = (x1,22,...) pak fikd, Ze pro danou toleranci e
jsou od urcitého indexu ng € N dal uz vsechny hodnoty x, bliz k limité z nez je zadana tolerance
e. Navic tohle musi platit pro kaZdou pfedem danou toleranci e (nicméné pro riizna e se mohou ng
lisit).

Poznamka. Zkusime definici limity jesté pfeformulovat trosku jinak, tfeba Ti néktery z téchto
jinych pohledd bude davat vétsi smysl.

Podminku p(z, z,) < € lze také psat jako z,, € U:(z), takze vlastné pozadujeme, aby od uréitého
indexu ng dal vSechny body x,, lezely uvnitf kulicky se stfedem z a polomérem € > 0, a aby takové
no Slo najit pro kazdy polomér €. Tj. pro libovolné malou kulicku se stfedem z musi od néjakého
indexu ng jiz vSechny body z, byt uvnitf této kulicky, coz intuitivné odpovida tomu, Ze se body
hodné pfiblizi k « a uz se nevzdali.

Vsimni si rovnéz, ze pokud od néjakého indexu ng dél jsou uz vsechna z, od z vzdalena méné
nez e, znamena to také, ze jediné body, které jsou od z vzdélené o vic nez €, mohou byt x1, x2,

.., Tpg—1 (a ani ty nemusi), ale ur¢ité ne uz zadné dalsi. To znamend, ze jen konecné bodi x,
miize byt od x dal nez o €.
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Prvni odstavec této kapitoly nam tedy neformélnimi slovy fikal, Ze v metrickém prostoru R
nam kalkulacka umi dét posloupnost aproximaci (an)S%;, an € Q, kterd konverguje k 7, neboli
ma limitu 7. Pokud ses jiz s limitami setkal nékdy dfive, pravdépodobné slo o limity realnych
posloupnosti. To je jen specidlni pfipad limit v metrickém prostoru R se standardni metrikou.

Pokud méas po ruce kalkulacku, muzes$ si zkusit spocitat prvnich par ¢leni posloupnosti
(n)22, tak, ze zvoli§ x; tfeba 1, 2 nebo 0,2025 a budes pocitat nové ¢leny jako

T 1
Tn41 = =4 .
2 Tn

Cleny posloupnosti se po chvilce uz budou jen malo ménit a budou se blizit jistému podeziele
vypadajicimu ¢islu.

Priklad. Necht v metrickém prostoru (R, p) s metrikou p(z,y) = |z — y| madme danu posloupnost
(%)20:1, Dokaz, ze tato posloupnost ma limitu 0.

Reseni. Postupujeme podle definice. Potiebujeme ukézat, ze pro jakoukoliv toleranci € > 0 jsme
schopni najit index ng takovy, ze vsechny hodnoty % jsou pro n > ng od nuly vzdalené o méné nez
€, tj. ze !% — 0! < e. Pfedné poznamenejme, ze vyraz na levé strané mizeme zjednodusit a ovérovat
1
n < e.

1

Necht tedy € > 0 je n&jaké libovolné, ale dané éislo. Chceme, aby platilo - < & pro vsechna

dostatecné velka n. Ekvivalentné upravenim nerovnosti chceme % < n pro dostatecné velkad n. To
je ale snadné — at je ¢ jakékoliv, ur¢ité umime najit prirozené ¢islo ng takové, ze bude vétsi nez %
Pak pro kazdé n > ng bude platit n > ng > %, a tedy také ¢ > %

Tedy pro nase € jsme opravdu vhodné ng nalezli. A protoze toto ,nase“ € bylo libovolné, plati, ze
pro kazdé € jsme takové ng schopni najit (,pokud dostaneme kladné ¢, tak zvolime néjaké ng vétsi
jak é, a bude to fungovat; tfeba ng spo¢teme zaokrouhlenim % nahoru“). Tedy opravdu lim % =0.

Cvi€eni 15. Necht (x,,)52; je posloupnost bodt v metrickém prostoru (M, p), = € M a plati, ze
pro kazdé n € N je p(zn,x) < % Dokaz, ze pak jiz musi byt = limitou (zn)32 ;.

Cviceni 16. Dokaz, ze v R se standardni metrikou p(z,y) = |z — y| plati lim 2% =0.

Cviceni 17. Jak vypadaji konvergentni posloupnosti v prostoru s diskrétni metrikou?
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Priklad. (jednoznac¢nost limity) Necht (M, p) je metricky prostor a (x5)$2; je posloupnost bodu
v M. Dokaz, ze tato posloupnost nemtze mit dvé rtizné limity.

Reseni. Myslenka je takova, Ze posloupnost se ¢asem shlukuje jen v malé kuli¢ce kolem své limity.
Pokud by jedna posloupnost méla dvé riazné limity, tak by se méla zaroven shlukovat ve dvou
malych kulickdch o rtznych stfedech. To samozifejmé nebude mozné, pokud tyto kulicky budou
dost malé, aby se vibec neprotinaly. A to umime zajistit volbou dostateéné malého poloméru.
Udélejme to formalné:

Pro spor predpoklddejme, ze (x5,)52; mé dvé limity « # y. Protoze se tyto limity nerovnaji,
musi mit néjakou kladnou vzdalenost p(z,y) > 0. Zvolme si ¢ = w > 0. To je kladné ¢islo,
takze ho muzeme chéapat jako € v definici limity. TudiZ lze najit n1 € N takové, ze vSechna z, pro
n > nj jsou od x vzdilené méné nez €. Stejné tak lze ale najit na € N takové, Ze vSechna x,, pro
n > nga jsou od y vzdélené méné nez ¢, protoze i y je limitou (z5,)5% ;. Mame tedy

p(.’En,l‘)<E7 ”2”17 a p(xn7y)<€’ TLETLQ.

Jedno z cCisel n1 a ng bude vétsi, oznaCme si ho jako ng. Pak pro n > ng plati obé predeslé
nerovnosti soucasné. Ted uz staéi pouzit trojihelnikovou nerovnost, abychom dosli ke sporu: Pro
n > ng totiz plati

2
p(@,y) < p(z,20) + p(Tn,y) <et+e= gp(% Y)s

tedy p(z,y) < %p(ac, y), coz ale pro kladné &islo p(z,y) nemuze nastat. Dosli jsme ke sporu, takze
(rn)$2 1 nemize mit dvé rizné limity.

Uzaviené mnoziny jsme definovaly tak, Ze obsahuji svoji hranici. Lze je ale také popsat jako
ty mnoziny, ze kterych ,nejde vykonvergovat* — pokud néjakd konvergentni posloupnost bodu lezi
v uzaviené mnoziné, pak tam lezi i limita této posloupnosti.

Priklad. Necht (M, p) je metricky prostor a F© C M je neprédzdnd mnozina. Dokaz, ze F je
uzaviena pravé tehdy, kdyz pro kazdou konvergentni posloupnost (z,)S%; bodid z F plati, ze
ilimx, lezi v F.

Reseni. ,, = “ Necht je F uzaviena a necht je (z,)52; libovolna posloupnost bodt v F, ktera
konverguje k * = limz, € M. Pak z nemize lezet ,vn&“ F, tj. v Int(F°) — kdyby totiz x byl
vnitfnim bodem F¢, pak by 8lo najit kulicku Uc(z) C F€ pro néjaké € > 0. Zaroven z definice
limity by ale $lo najit no takové, ze pro indexy n > ng by platilo p(z,zn) < €, tj. zn € U:(z).
Speciédlné by xn, € Us(z) C F¢, coz je ale spor s tim, ze xn, lezi v F.

Tedy x nelezi v Int(F¢). Ze cviceni 9 proto plyne, ze z lezi bud uvnitt¥ F' (tj. v Int F'), nebo na
hranici F' (tj. v OF). To jsou ale oboji podmnoziny F' (pro hranici to plati z uzavienosti F'), takze
ze F.

,» <= “ Necht vSechny limity konvergentnich posloupnosti bodii z F' lezi v F'. Pro uzavienost F’
chceme dokézat, ze OF C F. Necht tedy x je néjaky bod hranice OF. Z definice hranice plyne, ze
pro kazdy polomér € > 0 koule U, () mé neprézdny prinik s F i s F¢. To specidlné znamena, ze
pro kazdé n piirozené lze najit bod xn € Uy, (z) N F (volime £ = % > 0), viz obrazek. Tim jsme
zkonstruovali posloupnost bodu (z,)S2, které vSechny lezi v F', a navic pro kazdé n € N plati
p(Tn,x) < % Odtud ale ze cviceni 15 plyne, Ze posloupnost (z5)32; konverguje k x. Spolu s nasim
predpokladem ze zadani tak musi x lezet v F' jakozto limita bodt z F'. Tedy kazdy hrani¢ni bod
lezi v F.
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Cviceni 18. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M je jeho neprazdnd podmnozina. Dokaz,
ze uzavér A lze popsat jako

A= {limaxy | (zn)22; je posloupnost bodii z A}
Cviceni 19. Dokaz, ze prunik libovolného systému uzavienych mnozin je uzaviend mnozina
(1) pomoci cvi¢eni 12, de Morganova pravidla (posledni ¢4sti cviceni 5 z kapitoly o mnozinach)

a toho, Ze sjednoceni otevienych mnozin je oteviend mnozina;
(2) pomoci charakterizace, Ze z uzaviené mnoziny nelze vykonvergovat.

A co dal?

Dékujeme, Ze jsi nas doprovazel(a) az sem na konec prvniho dilu seridlu. V pfistim dile se dozvis,
co to jsou spojité funkce a proc¢ je uzavieny interval lepsi nez ten otevieny. Tak na vidénou!

Par cviCeni na zavér

Cviceni 20. Nalezni néjaky metricky prostor, ve kterém ma kazda kruznice jen kone¢né mnoho
bodi, ale kazda koule nekoneéno.

Cvic¢eni 21. Nalezni néjaky metricky prostor, kde existuje kruznice, ktera je podmnozinou jiné
kruznice o vétsim poloméru.

Cviceni 22. Vsimni si, Ze v metrickém prostoru na slovech (byl uveden na zacatku seridlu) je
trojuhelnik (VITEK, MATEJ, POTOK) rovnoramenny. Rozmysli si, jak vypadaji vSechny rovno-
stranné trojuhelniky na slovech délky 6, kde pro jednoduchost uvazujeme jen slova obsahujici pouze
pismena A a B.

Uloha 3. M¢éjme na kruZnici 2n riznych bodu, ty sparujme, kazdy par spojme tseckou a poséi-
tejme délky téchto usecek. Uvazujme takové parovani, které dava tento soucet délek nejmensi ze
vSech moznych parovani. Dokaz, Ze v tomto parovani se zddné dvé tsecky uvnitt kruhu neprotinaji.

Cviceni 23. Rozmysli si, ze pokud bychom v roviné v definici eukleidovské metriky

p2(z,y) = \/(wl —y1)? + (22 — y2)?

zapomnéli odmocninu, pak bychom nedostali metriku.
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Cviceni 24. Najdi metricky prostor, kde existuji dvé kruZnice, které se protinaji pravé ve tfech
bodech.

Uloha 4. Necht (M, p) je metricky prostor. Doka#, #e pak i o tvofi metriku na M, kde

z,
U(Z,y):M, x’yeM
1+ p(z,y)
Cviceni 25. Necht (M, p) je metricky prostor a méme v ném posloupnosti ()52, (Yn)52,
a necht pro kazdé pfirozené n plati p(zn,yn) = sin (%) Dokaz, ze pak alespon jedna z téchto

dvou posloupnosti nemé limitu.

Uloha 5. Mgéjme n € N. Definujme chameleona jako posloupnost 3n pismenek, mezi kterymi je
presné n pismenek ,a“, n pismenek ,b“ an ,,c“. Definujme vyménu jako vyménéni dvou sousednich
pismenek (vyména tedy déla z chameleonti chameleony). Dokaz, ze pro kazdého chameleona existuje
jiny chameleon, ktery se neda z ptuvodniho chameleona ziskat pomoci méné nez 37" vymeén.

(IMO shortlist 2017)
Cvigeni 26. Dokaz, ze v metrickém prostoru (M, p) pro A, B C M plati:
(1) Pokud A C B, paki A C B.
(2) Int(A) U Int(B) C Int(AU B).
(3 AUB=AUB.
Zéaroven ukaz, Ze v bodé (1) z A C B neplyne A C B a %e v bodé& (2) se nemusi vysledné mnoziny
rovnat.

Cvi€eni 27. Necht (M, p) je metricky prostor a (£,)32, (yn)5%; jsou dvé posloupnosti bodi
v M majici limity = limz, a y = limy,. DokaZz, ze pak posloupnost vzdélenosti (p(zn,yn))5%;
ma limitu (v R vzhledem k metrice o(z,y) = |z — y|).

Navody k Gloham

1. Uvazuj mnozinky A; , takovych cisel, Ze jejich prvni cifra je x a druha je y. Jaka je vzdalenost
dvou &isel ze stejné mnoziny Az 7

2. Cisla sefad a zvol to prostiedni. Ukaz, ze pro sudé n tvaru n = 2¢ funguji obé prostiedni
hodnoty xy i xpy1.

3. Uvazuj dvé protinajici se usecky a najdi jiné parovani, které soucet délek téchto dvou usecek
zmensi.

5. Zkus najit néjaka dvé slova, kterad jsou od sebe faakt daleko. Jak daleko od nich muze byt nas
chameleon?

Reseni cvi¢eni

1. Meélo by to byt vidét z toho, Ze musime ujit néjakou vzdalenost horizontalné a néjakou verti-
kalné, a je jedno, v jakém potadi je ujdeme. Trochu formélnéji se da Fict, ze vertikalni slozky kavarny
a knihovny se lisi o néjaké y, horizontalni slozky se lisi o néjaké x. No a postacujici podminka je,
ze se vSechny svislé useky poséitaji na y a horizontalni na z (ve vertikdlnim sméru je potieba ujit
presné y a v horizontalnim presné x a kazda orientace tseku prispiva jen do jedné z téchto dvou
slozek). Délka cesty je vSak soucet délek tsekd, tedy = + y, coZ neni zavislé na zvolené cesté.

2. Pokud se body z, y shoduji, pak specidlné x1 = y1, takZe méfime vzoreckem p(z,y) = |y2 —z2|,
ktery se rovna nule, nebot z2 = y2. Pokud naopak p(z,y) = 0 pro né&jaké body z, y, pak bud tyto
body maji shodnou prvni soufadnici (takZe jsme mé¥ili vzoreckem |y2 — x2|, ktery je nulovy, takze
i x2 = y2), nebo jsme méFili vzoreckem |z2| + |y1 — z1| + |y2|. V tomto druhém piipadé s¢itame
t¥i nezdporna cisla a vychazi nam nula, takze jednotlivé s¢itance musi byt nulové, tj. 22 = y2 =0
a x1 = y1. V obou pripadech dostavame z = y.
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Oba zadané vzorecky metriky zfejmé splnuji podminku symetrie. Zbyva proto dokazat troju-
helnikovou nerovnost.
Meéjme tii body z, vy, z. Pokud vSechny tfi body maji shodnou prvni soufadnici, pak podminka

p(x,2) < p(z,y) + oy, 2)
je vlastné trojuhelnikova nerovnost pro absolutni hodnotu
|z2 — 22| < ly2 — m2| + |22 — ¥2],

o které vime, Ze plati.
Pokud z; = y1 # 21, pak

p(x,2) = |z2| + |21 — 21| + |22] < @2 — ol + y2| + |21 — v1l + [22] = p(z,y) + p(y, 2),

kde jsme zase vyuzili trojuhelnikové nerovnosti pro absolutni hodnotu. Podobné se postupuje v pfi-
padech x1 # y1 = 21 a ¥1 # 21 = y1.
Nakonec pokud maji vSechny body riznou prvni souradnici, pak

p(x,2) = |z2| + |21 — z1| + |22] < |w2| + 21 —y1| + |y1 — z1] + |22],

a pokud pravou stranu jesté navysime o 2|y2|, dostaneme opét trojihelnikovou nerovnost pro p.

3. Uvédomime si, ze plosna odlisnost je vlastné obsah té ¢asti trojuhelniki, ve které se neprotinaji.
Vzdalenost trojuhelniku od sebe sama je pak zfejmé nula, a naopak odlisné trojuhelniky maji
odlisnost kladnou. Vzorecek je symetricky zadany, takze plosna odliSnost je symetricka. Pro ovéreni
trojihelnikové nerovnosti oznac¢me Sa, Sp, Sc postupné obsahy trojihelniki A, B, C a jesté
ozna¢me SAnB, SBnC, Scna a SanBnc obsahy postupné priiniku A a B, pruniku B a C, praniku
C a A a nakonec priniku vSech t#i trojuhelnikti A, B, C. Plo$na odlisnost A od C je Sa + S¢ —
25 4nc, zatimco soucet plosné odlisnosti A od B a odlisnosti B od C' je

(Sa+Sp —2SanB) + (S + Sc — 2SBnc) = Sa + Sc +2(Sp — Sans — SBno)-

Ukézeme, ze pokud od tohoto souétu odlisnosti A od B a B od C' odeéteme plosnou odlisnost
A od C, dostaneme nezaporné ¢islo. Tim bude trojuhelnikovd nerovnost dokazana. Tento rozdil,
ktery oznacime jako d, je
d= 84+ Sc+2(Sp —Sanp — Spnc) — (Sa + Sc —2Sanc) = 2(Sanc + S — Sans — SBnc)-
Z obrazku (v némz P je prunik vSech t¥i trojihelnikt) si miZeme rozmyslet, ze

SBna +SBnc — SanBnc < S,

protoze leva strana je pfesné obsah té ¢asti trojuhelniku B, ktera se protind s A nebo s C' (odé&itat

SanBnc musime, aby se tato ¢ast obsahu nezapocitala dvakrat).
Diky této nerovnosti mame

d
3= Sanc +SB — Sans — SBnc 2 Sanc — SanBnc-

Ale prunik A s C jisté obsahuje prunik vSech t¥i trojuhelniku, takze ma také vétsi obsah a plati
Sanc 2 SanBnco- Odtud jiz g >0, takze i d > 0 a trojuhelnikovd nerovnost plati.
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4. (1) Predpokladejme, Ze p je skoro stejnd jako o. Pak pfendsobenim pfevracenymi hodnotami
c-¢ek dostavame %p(a:,y) <o(z,y) < %p(a:, y), coZ znamena, ze i o je skoro stejna jako p.

(2) Pokud je p mensi nez konstanta krit o, které je zase mensi nez jind konstanta krat 7, pak je
p mensi nez soucin téchto konstant. Na druhou stranu to funguje obdobné.

(3)  Euklidovska vzdalenost je vzdy vétsi nebo rovna maximové vzdalenosti, protoZze popisuje
délku usecky a ta je delsi nez libovolna jeji podslozka. Zaroveii je mensi nebo stejna jako v/2—né-
sobek maximové metriky. D4 se to i spocitat explicitné, ale miizeme si to rozmyslet tak, Zze pokud
prodlouzime kratsi slozku tak, aby nyni byly obé stejné dlouhé, maximova vzdalenost se zachova
a euklidovska vzdalenost se zvétsi na V222, coz je V2, tedy se budou rovnat. A manhattanské
vzdalenost je zjevné vétsi nez maximova, protoze soucet je vét$i nez maximum, a zarovenl mensi
nez dvojnasobek maximové, protoze soucet dvou cisel je mensi nez kdyz seCteme to nejvétsi z nich
samo se sebou. Ukazali jsme tak, ze manhattanska vzdalenost je skoro stejna jako maximova, ktera
je skoro stejna jako euklidovska vzdalenost, tedy vSechny jsou skoro stejné.

6. Vezméme si néjaky bod na tsecce a ukazeme, ze neni vnitini. Kdyby byl bod vnitini, existovala
by oteviena koule se stfedem v jeho stfedu, ktera by byla celd obsazena v tisecce. Jiz nyni ale vidime,
Ze tomu tak zjevné neni. Necht tato koule méa polomér r. Pak na kolmici na nasi tsecku prochézejici
vybranym bodem urcité existuje néjaky bod ve vzdalenosti %'r od naseho bodu, ktery ale nenalezi
nasi usecce. To je spor s tim, Ze je celd tato oteviena koule obsazena v usecce.
7. Necht z je ngjaky bod z kone¢ného pruniku. Chceme najit kulicku se stfedem v z, ktera cela
lezi v pruniku. Protoze je prunik prvkem vSech G; a protoze jsou vsechny oteviené, pro kazdou
z nich najdeme polomér r;, ze kulicka Uy, (x) je obsazena v G;. Pokud si nyni vezmeme r = min; 7;,
kulicka U, (z) se vejde do vSech ostatnich kulicek, a tedy je obsazena v kazdé G;, tedy i v priniku.
Prinik je tedy otevieny.

V pripadé nekoneéného priniku se ndm nemusi v pfedchozim dikazu podafit najit kladné mi-
nimum nekonec¢na poloméru. Piikladem je nekonecny systém postupné se zmensujicich otevienych

intervala L1
G={(- ) Ineny

v R se standardni metrikou p(z,y) = |z — y|. Jednotlivé prvky G jsou oteviené mnoziny, ale prinik
tohoto systému je (|G = {0}, coz neni oteviend mnozina.
10. Zfejmé je prava strana podmnozinou levé strany, takze staci ukazat, ze to plati i naopak. Bud
z néjaky bod z A. Tento bod samozirejmé také lezi v celém prostoru M, pro ktery mame ze cviceni
9 rozklad
M =1Int AU Int(A°) U OA.
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Protoze ale x lezi v A, ur¢ité nemuze lezet v Int(A€) C A€. Tedy bud z lezi ve vnitiku A (a pak jsme
hotovi), nebo uz musi lezet na hranici A. Ale zaroven predpokladame x € A, takze pak © € ANOA,
takze i v tomto pfipadé x lezi v mnoziné na pravé strané dokazované rovnosti.

11. Uzaviené mnoziny obsahuji svoji hranici. Chceme tedy dokézat, ze A obsahuje svoji hranici.
Ukézeme, 7e kazdy bod na hranici A je i na hranici ptivodni mnoziny A. Pak totiz bude z definice
lezet v A. Necht tedy néjaky takovy bod x lezi na hranici A. M&jme néjakou kouli Uy (z) pro né&jaké
r > 0. Chceme dokazat, ze jak A, tak doplnék A, maji neprazdny prunik s touto kouli. Pro doplnék
A to mame hned, protoze to je nadmnozina doplitku A, a pro néj vime, Ze z lezi na jeho hranici.
Nyni z definice uzavéru bud z lezi v A, nebo na hranici A. V obou pfipadech mame, ze v kouli
se stfedem x o poloviénim poloméru ¢ = % lezi n&jaky bod x2 € A. A protoze x2 lezi v A, mame
opé&t z definice uzavéru, ze bud lezi v A, nebo na hranici A. V prvnim pfipadé jsme vyhrali hned
(nasli jsme bod z A blizky z, tedy z lezi na hranici A a je tedy souc¢asti A), v opa¢ném z definice
hranice existuje néjaky bod x3 € A, ze x3 € Ug(x2). A jaka je vzdélenost x3 od z? Z trojuhelnikové
nerovnosti je to nejvyse g + g = r. To jsme chtéli dokazat. Lze si to predstavit tak, ze hranice neni
od A nijak vzdélena, a tedy jejim pfidanim zZadna nova hranice nevznikne.

12. Uzavfend mnozina obsahuje celou svoji hranici, oteviend mnozina neobsahuje nic ze svoji
hranice. AvSak ze symetrie definice hranice jsou hranice F' a F'¢ stejné. ProtoZze mnozina a jeji
doplnék davaji dohromady cely prostor, je odtud vidét dualita téchto dvou typt mnozin.

13. Pokud z € (A)°, pak z nelezi v A, takze nelezi ani v A, ani v 9A. Z rozkladu ze cviceni 9
M =1Int AUInt(A°) UOA

musi z lezet vné A, tj. v Int(A¢). Pokud naopak x € Int(A€), pak z toho samého rozkladu (v némz
maji vSechny tfi mnoziny po dvou prazdny prunik, tj. kazdy bod M lezi v pravé jedné z téchto
mnozin) uz nemuze z lezet ani v Int A, ani v A. V tom pfipadé ale ani z nelezi v uzavéru A, tj.
x € (A)°.
14. Uvazujme Uplné vSechny oteviené koule, které jsou podmnozinami G, a tyto si néjak opismen-
kujme jako U,.(o)(aa) —tedy vzdy pro kazdé o € I je U,.(q)(aa) C G, a zaroven jsme zadnou takovou
otevienou kouli nevynechali. Potfebujeme ukazat, Ze sjednoceni téchto kouli nam da opravdu G.
Predné protoze kazda z téchto kouli je podmnozinou G, musi i jejich sjednoceni byt podmnozinou
G - pokud mame z € U, (q)(aa), pak x lezi v néjaké konkrétni kulicce U, (g)(ag), ta je ale
podmnozinou G, a tedy z € G. Nyni naopak ukdzeme, ze G C JU,(q)(aa). Necht je z € G
libovolné. Protoze G je oteviena, lze najit polomér r > 0 takovy, ze Ur(z) C G. Tato kulicka
ale musi byt nékde mezi nasimi kulickami UT(Q)(aa), protoze jsme zadnou nevynechali! Tedy = €
Ur(z) € UUp(a)(aa), z ¢ehoz plyne, ze G je podmnozinou sjednoceni téchto kulicek.

15. Necht je € > 0 libovolné. Z feSeného prikladu vime, Ze lze najit ng € N takové, ze pro kazdé
n > ng jiz plati % < €. Tedy také pro kazdy index n > ng je

<e&.

S

p(xn, ) <

Z definice limity to znamena, ze limxz,, = x.

16. Miuzeme postupovat z definice, nebo vyuzit cviceni 15 a toho, ze pro kazdé pfirozené n plati
1 1 1 1
()=l < 2
2n 2n 2n T n

17. Musi byt od uréitého indexu jiz konstantni, tj. posloupnost (z,)5; mé v takovém prostoru

limitu « pravé tehdy, kdyz od néjakého indexu mo jiz pro vSechny n > ng je z, = x. To plyne

z toho, ze pokud zvolime ¢ = %, pak je kulicka se stfedem v = a polomérem e v diskrétni metrice
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dost malinkatéd: Ue(z) = {z}. Aby tedy od néjakého indexu jiz vidy xn lezela v této kuli¢ce, musi
od tohoto indexu se jiz vSechny z, rovnat z.

18. Reseni je dost podobné minulému piikladu. Pokud mame bod z z A, pak bud lezi uvnit¥
A a k takovému se d& dokonvergovat pomoci konstantni posloupnosti (z,z,z,...), nebo z lezi na
hranici A, a pak se k nému da dokonvergovat body z A uplné stejné jako v poslednim odstavci
predchoziho ptikladu volenim z,, € Ul/n(:c) N A. Naopak, pokud z je limitou néjaké posloupnosti
(zn)$21 bodli z A, pak stejné jako v minulém piikladé nemiize lezet v Int(A°), takze lezi bud v A,
nebo v OA, ale v obou piipadech tedy lezi v A = A U A.

20. Funguje napfiklad R se standardni metrikou.

21. Sestroj ho! Metrika na grafu muze dobfe poslouzit. Kreativité se meze nekladou. Umél bys
zafidit, aby tyto kruznice mély nekone¢no bodu?

23. Ozna¢me takovou ,,pozménénou eukleidovskou metriku® jako f(z,y) = (z1—y1)%+(z2—y2)?.
Pak napfiklad pro body = = (0,0), y = (1,1) a z = (2, 2) neplati trojihelnikova nerovnost, nebot
fl@,2) =8>2+2= f(z,y) + f(y,2)

24. Treba metrika na grafech.

27. Dokazeme, ze lim p(zn,yn) = p(z,y). Nejdiive si dokdZzeme pomocnou nerovnost

lo(x,y) — p(zn, yn)| < p(@,2n) + (Y, yn)-

Z trojuhelnikové nerovnosti mame postupné

p(z,y) < p(z,xn) + p(xn,y) < p(z,zn) + p(Tn, Yn) + p(Yn, ),

takze p(z,y) — p(Tn,yn) < p(z,Zn) + p(yn,y). Obdobnym pouZitim trojuhelnikové nerovnosti na
p(Tn, yn) mizeme ukdzat p(zn,yn) — p(x,y) < p(x, n) + p(¥, yn). Dohromady tyto dvé nerovnosti
davaji

lp(z,y) — p(n, yn)| < p(@,20) + p(Y, Yn).

Tim uz mame vlastné vyhrano, nebot prava strana konverguje k nule. Ukazme si to z definice:
Necht € > 0 je libovolné. Protoze limz,, = x, nalezneme index n; € N takovy, Ze pro n > nj je
p(z,zn) < § (pro¢ hleddme ni k poloviné & misto k ¢ se ukaze za chvili). Obdobné nalezneme
ng2 € N, aby pro n > n2 bylo p(y, yn) < % Nyni zvolme za ng to vétsi z ¢isel n1, na. Pak pro kazdé
n > ng budou platit oba odhady soucasné, a tedy v kombinaci s pomocnou nerovnosti mame

g 1>
lo(z,y) — p(@n, yn)| < p(z,z0) + p(y, yn) < ;5ts=¢

Ke kazdému e > 0 jsme tedy schopni nalézt ng € N, aby pro vSechna n > ng bylo |p(z,y) —
p(Tn,yn)| < &, takze lim p(xn, yn) = p(z,y).
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Metrické prostory Il — Lovci kompaktu

Mily priteli,

v minulém dile seridlu jsme vybudovali zdklady pro praci v metrickych prostorech. V tomto dile
se pustime do vétsich hloubek a objevime tam poradné véty, které jsou dosti zdsadni a netrivialni.
Neobejde se to bez par tvodnich kapitol, jejichz cilem bude porozumeéni pojmtm tplnost a spojitost.
Cti je tedy tak podrobné, abys mél(a) pocit, Ze rozumis, co ty pojmy opravdu znamenaji.

Poté uz prijdou na radu tézsi véty a tvrzeni. Tvrzeni maji podobnou roli jako ptiklady, jelikoz
jsou obvykle dokazované (tj. FeSené) a ukazuji néjaké zakladni vlastnosti zkoumanych objektt.
Typicky jsou ale o néco obecnéjsi nez priklady a Castéji se na né pozdéji odvoldvame. Naopak
piiklady nejsou pro cely seriél zas tak dilezité a neboj se je (tfeba jen docasné) preskakovat, kdyz
by ses na nich zasekl(a).

Véty jsou pak v naSem seridlu opravdu vyznamnd, uzitecnd a nékdy obtizna tvrzeni. Jejich
dtikazy, a¢ dle naseho nazoru pékné a poucné, se Ti muzou zdat zprvu obtizné a je uplné v poradku,
pokud je napoprvé nepochopis. Viibec je dobré si pii studiu latku projit vicekrat, myslenky pak
najednou za¢nou vypadat méné trikové a zac¢ne$ pro né mit intuici (toto plati i mimo studium
metrickych prostort :)).

Zlatym gralem tohoto dilu bude kompaktnost. Kompaktnost je na prvni pohled prapodivna
vlastnost, kterd ma vSak spoustu velmi pratelskych dusledkti. Védét o metrickém prostoru, ze je
kompaktni, je asi to nejlepsi, co bychom si mohli prat. Na jeji docenéni je ale potifeba vybudovat
znalost jistych jednodussich vlastnosti, coz udélame v tomto dile, abychom ptisté jiz mohli vyuzivat
kompaktnosti v plné sile.

Uplnost

Pohéadka 1. Kdysi viddl v PraSestanu matematicky nadseny krdl, ktery si na svém hradé péstoval
rozsahlou sbirku konvergentnich posloupnosti. Kazda z nich bydlela ve svém metrickém prostoru
a méla v ném néjakou limitu. Jedné noci se ale do hradu vloupal zlodéj a nékterym posloupnos-
tem jejich limity ukradl, tedy z nékterych metrickych prostord odebral body, které byly limitami
krdlovych posloupnosti (metrika na 2bylé body fungovala potdd stejné, takze stdle slo o metrické
prostory). Kdyz to krdl zjistil, povolal svého nejlepstho matematika, Ze mu nyni pivodné konver-
gentni posloupnosti k nicemu nekonverguji a Ze nevi, co bude délat. Matematik vsak prohldsil: ,,To
nevadi. Zlodé&j at si ukradené body klidné nechd, my si vyrobime nové. Mél jste totiz §tésti, Ze ne-
ukradl Zddny bod z Zadné z vasich posloupnosti. Protoze posloupnosti samotné zustaly nedotéeny,
tak, prestoZe ted uz nekonverguji, na nich lze poznat, Ze by mély konvergovat. Jd vdm tam ty limity
doplnim, a dokonce budou odpovidat tém pivodnim!“

Zkusme se na chvilku zamyslet nad tim, co znamend, Ze posloupnost konverguje (neboli Ze
mé limitu). Jak vime z minulého dilu, posloupnost konverguje, pokud pro libovolné € > 0 se od
néjakého bodu cely zbytek posloupnosti nachazi v kouli o poloméru € se stfedem v jeji limité. Co
kdyby ale tyto koule nemusely mit stfed v limitnim bodé posloupnosti, ale stacilo by, aby mély
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stfed v néjakém jiném bodé? Ukaze se, Ze tato vlastnost stale jistym zptisobem urcuje posloupnosti,
které by mély konvergovat.

Definice 2. Necht (M, p) je metricky prostor a (z,)32 ; je posloupnost v ném. Rekneme, ze tato
posloupnost je cauchyovskd (nebo zZe spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku), pokud

Ve > 03ng € NVn,m > no : p(zn, zm) < &,

nebo ekvivalentné

Ve > 03ng € NVn > ng : p(zn, Tng) < €.

Prvni verze definice prosté fika, ze jsou si body posloupnosti ¢asem libovolné blizko. Tato for-
mulace je hezky symetricka a typicky se cauchyovskost definuje timto zptusobem.

Druhé, ekvivalentni verze muze byt jednodussi na ovéfeni a vic pfipomina definici limity — pro
danou toleranci € se body ¢asem vSechny nachazi v e-kuli¢ce kolem néjakého bodu posloupnosti
Tng. Vhodny bod z,, se mize ménit pro rizna e, nemusi byt ,pevné dany“ narozdil od limity.

Vsimnéme si, ze cauchyovskost se divd pouze na to, jak jsou od sebe vzdaleny body posloupnosti,
ne na zbylé prvky naseho prostoru. Je to tedy vlastnost posloupnosti samotné, nezavisi na tom, jak
vypada zbytek prostoru (napfiklad zda ma v sobé ,diry“). Morélni podstata je, ze jde o posloupnost,
ktera ,,by meéla“ konvergovat. Body posloupnosti jsou k sobé totiz od néjakého bodu velmi blizko,
a tak bychom ocekavali existenci limity. Obecné ale zadna limita nemusi existovat.

Piiklad 3. Dokaz, ze kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska.

Reseni. Zvolime si € > 0 a dokdzeme, ze ¢asem budou viechny body nejvyse 2¢ daleko od sebe.
Protoze posloupnost konverguje, existuje jeji limita x. Od jistého ng dal tedy jsou vSechny body
posloupnosti nejvyse € daleko od z. Pak ale pro vSechny dvojice n,m > ng mame z trojuhelnikové
nerovnosti p(zn,zm) < p(xn,z) + p(x,2m) < € + € = 2¢. To pfesné znamend, Ze je posloupnost
(2n)5%; cauchyovska.

Cauchyovskost je tedy slabsi nez konvergence. To vskutku odpovida intuici — posloupnosti majici
limitu vskutku splnuji, ze by mély mit limitu.

Priklad 4. Uvazujme metricky prostor R se standardni metrikou a odeberme z néj bod 0. Uva-
zujme posloupnost z,, = % Dokaz, ze tato posloupnost je cauchyovska, ale nemé limitu.

Reseni. Nejdiive poznamename, ze pokud z libovolného prostoru odebereme libovolnou mnozinu
bodi, zbylé body s metrikou zizenou pouze na né budou tvofit metricky prostor, protoze axiomy
definujici metriku budou stéle platit, pokud platily predtim.

Nyni k samotné tloze: Uvazujme tutéz posloupnost ze zadani jakozto posloupnost v celém R.
Tam maé posloupnost patrné limitu nula. Tudiz musi byt cauchyovska. Z jednoznacnosti limity pak
vime, Ze zadny dalsi bod R nemtze byt také limitou této posloupnosti, protoze pak by méla dvé
limity. Tudiz ani po odebrani nuly nemuze zadny jiny bod byt limitou, a nula jiz v nasem prostoru
neni, a tudiz limita nyni neexistuje.

Povsimni si elegance feSeni. Nemuseli jsme nic pocitat s epsilony, jen jsme si vSimli, Ze n&s
prostor je vlastné jen R-ko s dirou, a Ze naSe posloupnost konverguje pravé k té dife. Za chvili
uvidime, ze kazdy prostor, ve kterém existuji nekonvergujici cauchyovské posloupnosti je tohoto
tvaru — byl to prostor bez dér, ze kterého nékdo odebral par bodu a zbyly po nich diry. To motivuje
zabyvat se prostory bez dér, kterym se v matematice ¥ika upiné.

Definice 5. Metricky prostor (M, p) nazveme uplny, pokud je v ném kazd4d cauchyovska posloup-
nost konvergentni. O mnoziné A C M fekneme, Ze je uplnd, pokud kazda cauchyovskd posloupnost
bodt v A mé také v A limitu.

1Vysledny odhad byl nakonec 2¢, ne ¢, ale tento vyraz stale umi byt libovolné maly. P¥ipadné
problém lze obejit volbou £1 = § v podmince limity.
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Uplnost je velmi uziteéna. Dokézat, Ze je né&jaka posloupnost konvergentni, mize byt obecné
velmi obtizné. Museli bychom totiz hledat limitu a u té neni jasné, kde ji vubec vzit. Zato ovéfit
cauchyovskost je snadné — staci se podivat, jak daleko jsou od sebe body posloupnosti. Pokud jsou
c¢asem dost blizko, je posloupnost cauchyovskd. No a pokud se pohybujeme v Gplném metrickém
prostoru, pak uz automaticky méa limitu.

Cviceni 1. Dokaz, ze kazdy koneény metricky prostor je uplny.

Vétsina prostort, se kterymi se bézné pracuje, je uplna. Dulezity priklad pro nas budou realna
¢éisla, byt tuto vétu nebudeme dokazovat.

Véta 6. (uplnost redlnych cisel) Prostor R se standardni metrikou p(z,y) = |z — y| je uplny.
Obecnéji, prostor R" s eukleidovskou metrikou je uplny pro libovolné n € N.

Naopak racionalni ¢éisla Q s metrikou p(z,y) = |x —y| uplna nejsou. Napiiklad je mozné vytvorit
posloupnost ¢m dal lepsich racionalnich aproximaci iracionalnich &isel m nebo V2 — tyto aproxi-
madni posloupnosti budou v Q cauchyovské, ale pfitom 7 ani v/2 v Q nelezi. To je dtlezity rozdil
mezi mnozinami Q a R. Dokonce je to jeden ze zpusobt, jak R definovat (ekvivalentnich zptsobt
je ovSem vic, takze podle toho, jaky se zvoli, je pfedchozi véta bud opravdu véta, kterd se musi
dokézat, nebo je to pfima vlastnost definice redlnych ¢isel).

Cvigeni 2. Necht (M, p) je Gplny metricky prostor a FF C M. Dokaz, ze F je Upln4, pravé kdyz
je uzaviena.

Vé&ta 7. (zuplnéni prostoru) Necht (M, p) je metricky prostor. Pak M Ize ziplnit, neboli existuje
tiplny metricky prostor (M, p) takovy, ze M C M a p = p na M. Dokonce M je hustd? v M a toto
ziplnéni je v jistém smyslu jednoznacné (resp. viechna takova ziiplnéni jsou v jistém smyslu stejny
prostor).

Vétu dokazovat nebudeme, jen poznamendme, Zze dikaz zuplnény prostor vytvori v podstaté
jako mnozinu vsSech limit cauchyovskych posloupnosti z pavodniho prostoru. Pokud tedy ztplnime
uplny prostor, nic se na ném nezméni. Véta nam fikd, ze nikdy nemusime pracovat s neuplnym
prostorem. VSechny netplné prostory totiz vznikly tak, ze n€kdo vzal Gplny prostor a udélal v ném
diry.

Jako jednu ukéazku toho, Ze Gplné prostory maji pékné vlastnosti, si dokdzeme Banachovu vétu,
kterd se vénuje problému feSeni rovnice f(x) = z na Gplném metrickém prostoru. V této rovnici f
znadi funkci, kterd navic musi mit specialni vlastnosti (napfiklad musi byt takzvané spojita). Nez
se proto k Banachové vété dostaneme, podivejme se nejdfiv na funkce jako takové, a specialné pak
na funkce spojité. Budeme je potkavat stile castéji.

Zobrazeni

Nasim spole¢nikem na pouti timto a pFistim dilem seridlu budou funkce (nebo také zobrazent).
V této kapitolce si jen kratce shrneme nékteré zakladni znaceni pouzivané pro funkce, které budeme
pouzivat.

Funkci si mizeme predstavit jako masSinku, ktera néco prijima a néco jiného vraci. To, co funkce
prijimé a vraci, mohou byt ¢isla, mnoziny, vano¢ni stromecky, ale i jiné funkce. Obvykle je ale
mozné mnozinu vsech objekti, které dana funkce pfijima (tzv. argumenty), néjak rozumné popsat,

2To znamena, Ze uzavér M je roven celému prostoru M. Proto také novy Gplny prostor zna¢ime
M, tj. stejné jako uzévér M. Pokud si vzpomene$ na cvi¢eni v prvnim dile seridlu, ze uzavér
mnoziny A je roven mnoziné limit vSech posloupnosti v A, pak by Ti znageni M mélo piipadat
jesté ptirozendjsi — ztiplnéni M je nadmnozina M, do které piiddme vsechny limity (a tim odebereme
neuplnostni diry).



stejné jako lze popsat mnozinu objektii, které funkce vraci (funkéni hodnoty). Naptiklad funkce
dolni celé ¢asti f(z) = |z] déla z redlnych &isel celd isla zaokrouhlenim doléi. Takovou situaci
znaéime f : R — Z. Slo by i Fict, ze f jde z realnych &isel do realnych &isel, znaceno f : R — R.

Piiklad 8. Funkce f:R — R(J{ definovana jako f(x) = 2 kazdé redlné &islo umocni na druhou.
Protoze jsou vSechny druhé mocniny redlnych cisel nezaporné, lezi vsechny funkéni hodnoty vskutku
v Rar. Mohli bychom ale fict, ze f je R — R a stédle by to byla pravda, jen to o té funkci tolik
netrika.

Piiklad 9. Funkce f : R? — R? definovana jako f(z,y) = (z, —y) bodtm roviny piitazuje body
roviny s opacnou y-ovou slozkou. Je to, geometricky vzato, osovad soumérnost podle souradné osy
z.

Priklad 10. Pokud A je libovolnd mnozina, pak kazdé funkce a : N — A, ktera n pfifadi an, € A,
odpovida posloupnosti (an)22 ;.

Definice 11. Bud f: A — B zobrazeni a C C A. Mnozinu vSech hodnot, na které se body z C
zobrazi, nazyvame obrazem C a znacime ji

Q) ={f(z) |z e C}.

Necht naopak D C B, pak mnozinu vSech bodi, které se zobrazi do D, nazyvame vzorem D
a znacime ji

f7HD)={z € A| f(z) € D}.

Piiklad 12. Pro f:R — R danou ptedpisem f(z) = x2 plati f(R) = ]R(T, coz jsou tedy vSechny
mozné hodnoty, kterych muze f nabyvat. Stejné tak ale plati tieba f((O, oo)) = Rar. Hodnoty =z,
které po aplikovani f daji ¢islo nejvyse 4, lze popsat mnozinou

FH(-00,4) = {z € R | 2? <4} = (-2,2).

Definice 13. Necht f : A - B a C C A. Vyrazem f|c budeme znacit funkci f zGZenou na
mnozinu C, tedy funkci, kterad je definovana na C a je v bodech C' identicky rovna funkeci f.

Priklad 14. Funkci f : R — R definovanou jako f(z) = 23 miizeme z0%it na funkci f|y, ¢imz
ziskdme funkci predstavujici posloupnost (1,8,27,...).

Definice 15. Rekneme, ze funkce f : A — B je na B, pokud mnozina jejich funkénich hodnot je
celé B. Rekneme, ze funkce je prostd, pokud neexistuji dva rtizné body a1, a2 takové, ze f(a1) =
f(a2). Rekneme, 7e funkce je bijekce, pokud je prosta a na.

Piiklad 16. Funkce % definovana na R je bijekce na RT. Kazdé y € RT umime vyjadiit jako
1 1

f(g) a zaroven pro ruzna kladné x, xz2 jsou i hodnoty i, e ruzné.
To by bylo k funkcim v obecnosti vSsechno a miizeme se vrhnout na néjaké zajimaveéjsi vlastnosti,
jako tfeba spojitost.

Spojitost

Se spojitou funkci ses s nejvétsi pravdépodobnosti jiz nékdy setkal(a), i kdyz o tom mozna nevis.
Mozné jsi o nékterych funkcich slysSel, Zze jsou spojité, ale nevis pfesné, co se tim mysli. V této
kapitolce se pokusime néjak intuitivné odtvodnit to, jak se obvykle spojitost zavadi, tak, aby to
nebylo prilis strasidelné, a zvykneme si na nékteré vlastnosti spojitych funkci.
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Vievo priklad spojité funkce, vpravo priklad funkce nespojité v bodech a a b.

Co tedy ta spojitost je? Nékdy se fikd, Ze redlnd funkce je spojita, kdyz ma souvisly graf (tedy
da se nakreslit jednou ¢arou). Tento pohled sice dava dobrou pfibliznou pfedstavu, ale neni tak
uplné spravny.

Najdeme si tedy ponékud lepsi definici. Velmi neformalné se da fict, ze pokud je funkce spojita,
tak nikde skokové neméni svoji hodnotu. Anebo jinak, mald zména argumentu udéla jen malou
zménu funkéni hodnoty. Jak tuto myslenku ale popsat matematicky presné? Bohuzel nejde pfimo-
Cafe Fict, Ze méa existovat néjaka konstanta c, aby se pfi zméné argumentu o libovolné ¢ funkéni hod-
nota zmeénila o nejvyse cd. Spojita funkce totiz muize rist velmi rychle. Naptiklad funkce f : R — R
definovana jako f(z) = x2 je spojita, ale presto pokud se s z-em blizime k nekoneénu, bude rust
libovolné rychle a nebude spliiovat vztah, ktery jsme uvedli. Tato vlastnost nam tedy spojitost
nedefinuje, neni vsak zbyteéna a vice se o ni mizes doéist v rdmecku o néco dale.

Trik v zadefinovani spojitosti je v tom, Ze misto toho, abychom rovnou pohnuli argumentem
a koukali se, o kolik se zméni funkéni hodnota, si nejdfiv predepiseme, Ze funkéni hodnota se ma
zménit nejvyse o €, a poté najdeme ¢ takové, ze pokud se pohneme z daného bodu nejvyse o ¢,
hodnota se zméni nejvyse o £. Formalné nam totéz fika tato definice:

Definice 17. Necht (X, p), (Y, o) jsou metrické prostory a f : X — Y. O f fekneme, Ze je spojitd,
pokud
Ve € XVe > 036 >0: p(z,y) <6 = o(f(x), f(y)) <e.

To znamena, ze pokud se od bodu z pohneme o nejvyse §, funkéni hodnota se zméni o nejvyse
€, a ze to umime zafidit pro libovolné kladné ¢ a libovolny bod z ptivodniho prostoru.
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Ve skutecnosti kazd4 funkce, ktera spliiuje vztah |z —y| < § = |f(z) — f(y)| < ¢4, je
automaticky spojitd. Témto funkcim se ¥iké lipschitzovské (nebo taky c-lipschitzovské, pokud
zalezi na tom, kolik pfesné je c), a maji spoustu pfatelskych vlastnosti. Spojitost samotné totiz
dovoluje funkcim chovat se trochu zdkefné, protoze, a¢ se nemohou skokovité ménit, mohou se
hybat libovolné rychle.

Naptiklad dlouho se véfilo, ze kazda spojita funkce f : R — R mé koneénou derivaci na ,,velké
mnoziné bodi“, tedy ze ji tam lze prilozit te¢nu, kterad ji v néjakém smyslu dobfe aproximuje.
To se pozdéji ukazalo byt mylkou, kdyz byl nalezen pfiklad funkce, ktera je velmi $picata a nelze
ji prilozit te¢nu v zddném bodé, ale presto je spojitd. Této funkci se Fikd Weierstrassova a jeji
existence znac¢né zaskocila tehdejsi matematiku. Ukézalo se tim, Ze i spojité funkce nemusi byt
tak slusné vychované, jak bychom si prali. Zato lipschitzovské funkce uz uvedenou vlastnost
spliuji a s ni i mnoho dalSich, coz Castecné zjistime uz v tomhle dile seridlu. Zatim si vSak
vysta¢ime se spojitymi funkcemi. Ale neboj, a¢ se mohou nékdy chovat prapodivné, my budeme
studovat hlavné ty pékné vlastnosti :).

Jesté k definici poznamename, ze definuje spojitou funkci mezi dvéma metrickymi prostory.
Standardni spojitost funkci R — R je pak jen specialni ptripad, stac¢i za oba metrické prostory vzit
R se standardni metrikou. Nejlepsi bude si na spojitost zvyknout pomoci prikladi:

Priklad 18. Dokaz, ze funkce f(z) = 22 je spojita.

Reseni. Staci uvazovat z € R libovolné a 1 > ¢ > 0 (uvazujeme jen ¢ < 1, protoze tim to bude
platit i pro vétsi epsilony, a zjednodusi se nam volba 6, kdyz bude platit €2 < €). Hledame §, které
vyhovuje definici. Polozme? § = me a opravdu, pokud si kazdé y € (z — §,z + §) napiSeme
jako y = x + ¢ pro [t| < §, dostaneme

If(y) = f(@)] = [(& +)* — 2| = |22t + 7] < |2at] + |¢*] < 226 + 6

< ( 1 + ! ) < = + :

€ -+ -—=c
2(|lz| +1)  16(|z| +1)2 2 2

Toto lze provést pro kazdé x a e, ¢imz je definice ovérena.

Cviceni 3. Rozmysli si, ze libovolna funkce z diskrétniho prostoru do libovolného metrického
prostoru je spojita.

Cviceni 4. Rozmysli si, ze v definici spojité funkce by $lo psat
Vo € MVe > 036 > 0: f(Us(z)) C U (f(=)),

tedy ze jakkoliv malou e-kulicku se stfedem v f(z) zvolime, vzdy jsme schopni najit é-kulicku se
stfedem v z, kterou f zobrazi do ptuvodni e-kulicky.

Cviéeni 5. Necht (X, p) a (Y,0) jsou metrické prostory, ¢ je kladné realné ¢islo a f : X — Y
spliuje pro kazdé body z,y € X

U(f(x)vf(y)) <c- ,0($7y)-

Dokaz, ze pak je f spojita funkce.

Uloha 1. Uvazujme jako metricky prostor vrcholy grafu majici tvar n-thelniku (tj. mnozinu V'
obsahujici n vrcholl spojenych postupné dokolecka hranami) s grafovou metrikou p.

3Volba § je takova, aby odhad vysel. Lze samoziejmé volit mnoho réiznych 6, ale zdalo se nam,
ze tato volba vede k nejkratsimu FeSeni.



Necht f : V — N spliiuje, ze pro libovolna u,v € V je |f(u) — f(v)| < p(u,v). Pro kterd n
musi vzdy (ve smyslu ,pro kazdou takovou f“) existovat néjaké sousedni vrcholy z, y takové, ze
fl@) = f(y)?

Podivejme se na pfiklad spojitosti pro funkci vice proménnych, kterd nékterym bodam roviny
prifazuje ¢isla. Jiz v takovém priipadé je dokazovani spojitosti trochu pracné a osklivé, byt celkem
pfimocaré (prosté chceme, aby pro dostateéné blizké body (z,y) a (x + t,y + s) byla hodnota
|f(z,y)—f(z+t, y+s)| také mald). Typicky tak nechceme dokazovat spojitost takovymto zpisobem,
ale chceme si né€jak ulehcit praci. To nastésti casto jde, jak uvidime.

Priklad 19. Dokaz, ze funkce f : A — R dand pfedpisem f(z,y) = z/y je spojité, kde
A={(z,y) € R? |y >0}.

Reseni. Necht € > 0 je libovolné a zo = (z,y) € A je bod, v ném% ovéfujeme spojitost. Zatim
nevolme konkrétni §, prosté predpokladejme, ze § je kladné a spliiujici y — § > 0, aby Us(z0) C A.
Spocteme, jak moc se od sebe muze lisit f(x +t,y + s) a f(z,y) pro (z + ¢,y + s) € Us(20), a na
zakladé toho zvolime ¢ dost malé, aby se funkéni hodnoty vzdy lisily nejvyse o e.

Meéjme tedy (z + ¢,y + s) € Us(z0). Predné plati y + s > 0 z pfedpokladu y — § > 0. MiZzeme
tieba? odhadovat

B gzt oz (et t)y—a(y+s)| [ty —sz| _ [ty +|s|z]

Pty +s) = fayl = |0 - D] = [ AR = S < S
< \/(t2+s2)(y +22) /22 + 2
- y(y —9) y(y —9)

kde predposledni nerovnost je Cauchyova—Schwarzova nerovnost fikajici v tomto pripadé
(ty +s2)* < (1 + 5*) (v + 27)

pro libovolna realnd z, y, ¢, s (a v této zjednodusené podobé ji muzes dokdzat jednoduse rozné-
sobenim zavorek; je to ale jedna z nerovnosti, co je dobré znat, nebot se Casto hodi). Posledni
nerovnost pak plyne z toho, ze (z + t,y + s) € Us(z,y), takze pro eukleidovskou vzdalenost bodii
(z,y) a (z+ ¢,y + s) plati

6> pa((z,y), (x+t,y+s) = \/((w+t) —2)?+ ((y+9) —y)° = V2 + 2.
Odhad
P /.732 + y2
y(y — )
jiz nezavisi na konkrétnich hodnotach ¢t a s. Umime zvolit § > 0 dost malé tak, aby celd prava
strana byla mensi nez €? Chceme
k) /$2 + y2
y(y —96)

co% lze roznasobenim a upravenim ekvivalentné pievést na &(y/x2 + y2 + ye) < y2e, neboli

[fx+ty+s)— flz,y)] <

<e,

2
3
< S — .
Vat+y? +ye

4Uplné bez problémii by $lo postupovat i jinymi nerovnostmi. Pointou je nakonec dostat vyraz
zavisejici jen na bodu (z,y) a hodnoté §, ktery navic umi byt libovoln& maly pfi volbé malého .
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Pokud tedy mame dany bod (z,y) € A a € > 0, umime volbou § spliiujici pfedchozi nerovnost
a y —d > 0 zaridit, aby

S/ x2 +y2

Fe byt ) = Syl < E S

<e€

pro libovolny bod (z + ¢,y + s) z §-kulicky kolem (z,y). To dokazuje, ze f je spojita funkce.

Pro snazsi urcovani spojitosti funkci se hodi nasledujici cviceni a tvrzeni, ktera fikaji, ze skladani
funkci i zdkladni aritmetické operace typicky zachovavaji spojitost.

Tvrzeni 20. Necht (M, p) je metricky prostor a f : M — R a g : M — R jsou spojitd zobrazeni.
Pak plati:

(1) Funkce dang souctem f(z) + g(z) je na M spojita.

(2) Funkce dand souc¢inem f(x) - g(z) je na M spojita.

(3) Pokud g neni v zddném bodé M nulové, pak funkce dana podilem f(xz)/g(x) je na M
spojita.

Napriklad z tohoto tvrzeni ihned plyne, Ze libovolny polynom f(z) = anz™ + -+ + a1x + ag je
spojity — staci védét, ze funkce g(x) = x je spojitd, nadez postupné i = -z = z2,23,... 2" jsou
spojité, a pak i jejich soucty jsou spojité.

Neékdy se téz spojitost definuje vlastnosti z nasledujiciho cviceni, ktera fika, ze spojité funkce
vzoruji oteviené mnoziny na oteviené mnoziny. Tato alternativni definice nam pfijde méné nazorna,
ale je to kazdopadné uzite¢na vlastnost, nebot se pomoci ni da snadno ukazovat otevienost (a s leh-
kou modifikaci uzavienost) mnozin. Napiiklad ve chvili, kdy vime, Ze funkce f(z,y) = 22 + 2y —y3
je na R? spojita, mtizeme hned Fict, Ze mnozina,

A={(z,y) €R? | 2® + 2y >’}
je oteviend, nebot A je vzorem intervalu (0, 00) pfi zobrazeni f (symbolicky M = f~1((0,00))),
tento interval je otevieny a f je spojité.

Cviceni 6. Necht (X, p) a (Y,0) jsou metrické prostory. Dokaz, ze f : X — Y je spojitd pravé
tehdy, kdyz pro kazdou G otevienou podmnozinu Y plati, Ze f~1(G) je oteviena v X.
Cviéeni 7. Pomoci pfedchoziho cviéeni ukaz, ze funkce f mezi metrickymi prostory (X, p) a (Y, o)

je spojita pravé tehdy, kdyz pro kazdou F uzavienou podmnozinu Y je i f~1(F) uzaviena v X.

Cviceni 8. Necht (X, p), (Y,0), (Z,7) jsou metrické prostory a f : X = Y, g:Y — Z jsou
spojité funkce. Pak sloZeni téchto funkci (tj. h(z) = g(f(z)) pro = € X) je spojita funkce.

Tato tfi nevinna cviceni jsou ponékud magickd — misto toho, aby se divala na vzdalenosti
bodu, jako se diva klasicka definice spojitosti, divaji se jen na to, jak se na sebe zobrazuji
oteviené (uzaviené) mnoziny. Na tom je v podstaté postaven obor topologie, ktery na metriku
zapomina a nechava si jen oteviené a uzaviené mnoziny. Ty stale spliuji pravidla, na ktera
jsme prisli v prvnim dilu seridlu, tedy Ze sjednoceni otevienych mnozin je oteviend mnoZzina
a ze prunik dvou otevienych mnozin je oteviend mnozina. Kazdy metricky prostor je tedy
topologickym prostorem, protoze oteviené mnoziny spliuji tato pravidla. Mnoho véci, které
si ukazujeme v metrickych prostorech, plati i v topologickych prostorech, které jsou mnohem
obecnéjsi a obvykle tam zaddné metrika nejde zadefinovat.

Nakonec si ukdzeme jesté jeden jiny zpusob, jak rozumét spojitosti. Ten se ndm bude casto
hodit, a navic vypada elegantné — fiké, ze spojité funkce dovoluji zaménovat pofadi limity a vypoétu
funkce.



Vé&ta 21. (Heineova) Necht (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory a f : X — Y je zobrazeni. Pak
Jjsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
(1) f je spojité.
(2) pro kazdou posloupnost ()52, bodii v X konvergujici k x € X plati, Ze lim f(zn) = f(x)
(tj. lim f(zn) = f(limay)).

Diikaz. Necht je nejdiive f spojité. Bud (z,)22; posloupnost bodt v X s limitou z. Ovéfime, ze
posloupnost (f(xn))zozl ma limitu f(z). Necht je € > 0 libovolné. Ze spojitosti f nalezneme 6 > 0
takové, aby f(Ug(a:)) C Ue (f(m)) K 4 nalezneme ng € N takové, ze pro n > ng plati z,, € Us(x).
Pak ale pro n > ng také plati

f(zn) € f(Us()) C Ue(f()),

tedy o (f(zn), f(z)) < . Odtud plyne, Ze lim f(zn) = f(z).

Necht je naopak f nespojité. To po znegovani definice spojitosti znamena, ze existuje bod x € X
a existuje konkrétni € > 0 takové, Ze at bude § > 0 jakékoliv, stejné bude existovat problematicky
bod y € X, ktery je sice blizko k = (p(z,y) < 4), ale funkéni hodnoty v téchto bodech budou od
sebe daleko, tj. o(f(z), f(y)) > e.

Muzeme tak zkonstruovat posloupnost bodt v X tak, ze pro § = 1/n zvolime za bod zn
odpovidajici hodnotu y, ktera je k x blizko, ale funkéni hodnotou je od f(x) daleko — plati ndm
tedy

1
p(x7mn) < 57 O'(f(x)7f($n)) 25-
Pak zfejmé body x, konverguji k z, ale posloupnost funkénich hodnot (f(a:n))zozl urcité k f(z)
nekonverguje, protoze bude vzdy alespon e daleko od f(z). Tedy vyrok (2) neplati. O

Vybaveni tplnosti i spojitosti se mizeme kone¢né podivat na prvni hezkou véticku presahujici
réamec metrickych prostorii, Banachovu vétu.

Banachova véta

V této kapitolce si ukazeme jednu z nejznameéjsich vét o pevném bodé, Banachovu vétu o kontrakcs.
Pevngm bodem (libovolného) zobrazeni f : M — M se mysli takové z € X, ze f(z) = x. Véty
o pevnych bodech jsou pak tvrzeni, ktera za urcitych pfedpokladi o mnoziné X a o zobrazeni f
vyvozuji existenci nebo jednoznac¢nost pevného bodu.
Ve skole po Tobé asi jesté nechtéli, abys hledal(a) pevné body, ale urcité jsi fesil(a) spousty
rovnic, jako tfeba
22 +2x+3=0 nebo 25% 4+ 5% = 3.

Reseni rovnice lze ale vzdy pfevést na hledani pevného bodu, v nasich ptikladech napiiklad miizeme

ekvivalentné Fesit®
22 +3z+3==z nebo 257 + 5% —3 4+ x =z,

tj. hledat pevné body zobrazeni
flz) = z2 + 3z + 3, respektive f(x) =25 +5% —3 4.

50Obecné sta¢i nejdiiv vechny ¢leny pievést z pravé strany rovnice na levou, a pak pricist
k obéma strandm x. Neni to ale jedina cesta, jak rovnici prevést na hledani pevného bodu zobrazeni.
Neékdy se muze hodit byt s tpravami rovnice trosku kreativnéjsi, naptiklad proto, aby vysledné
zobrazeni, jehoz pevny bod se hled4, bylo jednodussi nebo spliiovalo néjaké hezké vlastnosti.
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Zaroven i kdyz nejsme schopni néjakou rovnici pfimo vyfesit, mize byt uziteéné védét, ze néjaké
feSeni existuje, pripadné kolik jich je.

Banachova véta pro f: M — M jednak pozaduje, aby M byl uplny metricky prostor, a jednak
aby f byla takzvana kontrakce. Reknéme si nejd¥iv, co to je.
Definice 22. Necht (M, p) je metricky prostor a A € (0,1). O zobrazeni f : M — M fekneme, ze
je to kontrakce, pokud pro kazda z,y € M plati

p(f(2), f(y) <X p(z,y).

Kontrakce k sobé& vlastné pfiblizuje body — naptiklad pokud A = 1/2, pak pro kazdé dva rtzné

body z, y je
p(f(@), f(y) _ 1
plz,y) T2
tj. f(x) a f(y) jsou k sobé alespori dvakrat bliz nez z a y. Zaroven podle cvideni 5 je kazda kontrakce
automaticky spojita.
Ted uZ jsme plné pfipraveni na Banachovu vétu.

Véta 23. (Banachova o kontrakci) Necht (M, p) je tuplny metricky prostor a f : M — M je
kontrakce. Pak existuje pravé jeden bod p € M spliiujici f(p) = p.

Dikaz. Dikaz ma péknou myslenku: Prosté zacneme z néjakého bodu xz¢p € M budovat po-
sloupnost xn41 = f(zn). Kdyby tato posloupnost méla limitu p, pak by platilo p = limz,4+1 =
lim f(zn) = f(limxn) = f(p), a p by tak bylo hledanym bodem. To, Ze (z,,)5%; ma limitu, bude
plynout z Gplnosti M za predpokladu, Ze (,,)52 je cauchyovska. A tenhle posledni chybéjici dilek
vyplyne z toho, Zze f je kontrakce, takZze body prostoru nezobrazuje ,,moc daleko“.

Necht je tedy z¢o € M libovolné zvoleny bod a definujme posloupnost (z,)32; skrze zp411 =
f(zn), n € Ng. Oznaéme si jako A € (0, 1) koeficient kontrakce f, aby platilo

p(f(x), f(¥) S A-plzy), =,y € M.
Vsimneme si, Ze pro n € Ng plati
p(er-laxn) = ,U(f(xn)7 f(xn—l)) <A p(l‘m -Tn—l)
a tento odhad muzeme opakovat:
P(@ng1, ) S X p(Tn, n-1) <A p(Tn_1,Zn-2) < -+ < A"p(21,20).
Protoze A € (0,1), pravé strana konverguje k nule, takZe sousedni body =, Tnt1 jsou s rostoucim
n stale bliz a bliz.
e o]

To nam na cauchyovskost posloupnosti (z,)5%; jesté Gplné nestaci, nebot bychom chtéli odhad
na vzdalenost obecnych bodu z, a x,, pro n > m. Pomuzeme si trojuhelnikovou nerovnosti:

P(l‘m xm) < p(xnvxn—1)+p(xn—ly xn—2)+‘ . "‘FP(CCm-&-lyxm) < ()\n71+)\n72+4 . +)\m)p($1,xo)

Otéazkou je, zda soucet mocnin A v zavorce umi byt pro velkd m, n libovolné blizko nuly. Upravme
si ho pomoci vzorce pro souéet® geometrické fady:

L—An=m  am o am

AT AT L AT = N (L A AT = A = < :
+ +ot T+2+- 4 ) Y T ST
SKonkrétng, pro |q| # 1 plati 1 +q+¢?> +---+q" = 171‘1_71;1
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To znamena, ze
ym . P(z1,%0)

p(Tn, Tm) < T

coz prekvapivé nezavisi na hodnoté n, a zaroven tento odhad konverguje (v indexu m) k nule —
pokud je m velké, je prava strana malé, a vSechny body z,, n > m jsou uz velmi blizko x,.
Formiélné, pokud dostaneme libovolné € > 0, tak muzeme zvolit ng € N takové, ze pro m > ng jiz
plati
AT LZLIO) <e
1—X

Pak pro kazdad n > m > ng pfirozena bude

T1,x
p(Tn, Tm) <A™ - % g

takze ()02, je cauchyovska.
Z uplnosti prostoru M ma tato posloupnost limitu p € M. Nakonec, jak jsme zminili na zacatku
ditkazu, diky spojitosti f (kazdéa kontrakce je spojitd) dostaneme
f(p) = f(limzy) = lim f(xyn) = limap41 = p.

Ukazali jsme tak, ze néjaky vyhovujici bod p existuje. Véta jesté fika, ze téchto bodu neni vic,
takZe musime dokézat jesté tuto ¢ast. Necht ¢ € M je také bod splijici f(¢) = ¢. Pak

p(p,q) = p(f(p); f(2)) <A p(p,9),

takze (1 — X) - p(p,q) < 0. Protoze 1 — A je kladné a p(p,q) je nezdporna vzdalenost, musi platit

p(p,q) = 0. Tedy p = q. O
Yy y==x
p=f(p) f
f(z1)
e P o F(a0) = a1

V dikazu je Gplné jedno, jak si poCateéni bod o posloupnosti (zr)5%; zvolime. V kazdém
pripadé tato posloupnost bude konvergovat k pevnému bodu p, a navic ji jsme schopni rekurentné
pocitat, protoze vime, Ze n+1 = f(xn). Banachova véta (respektive jeji dikaz) ndm tudiz navic
popisuje, jak se pevny bod kontrakce da v principu najit.
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Pomoci Banachovy véty se daji hledat pfiblizna Feseni rovnic na pocitac¢i (pfipadné v ruce
béhem dlouhych zimnich vecerit). Na zacatku této kapitoly jsme si ukdzali, jak se d4 tloha Feseni
rovnice pfrevést na hledani pevného bodu zobrazeni f. Pokud mame navic $tésti a f je kontrakce,
pak dle dikazu Banachovy véty lze zvolit libovolné xp a pocitat aproximace

z1 = f(zo), z2=f(z1) = f(f(z0)), s @ni1=f(zn),

o kterych mame zaruceno, ze konverguji k hledanému reseni x. Muazeme tak napocitat prvnich
par ¢leni
T0,T1,%2,...,Tk

a prohlasit, ze xj je aproximace hledaného nezndmého feseni xz. Z dikazu Banachovy véty
dokonce vime, Ze pro n > m libovolna plati

\m . P(E1,0)

p(xn,zm) < T

)

z Cehoz se da celkem jednoduse dostat i odhad chyby

p(z1,z0)
s < T2
p(z, zm) < 1—x

)

diky kterému vime, jak velky podet iteraci k zvolit, abychom dosahli pfedem dané chyby (alespoii
pokud zname hodnotu \).

Stejné lze postupovat i pro soustavy rovnic, akorat pak f nebude zobrazeni na podmnoziné
R, ale na podmnoziné R™ (napfiklad soustava tfi rovnic o t¥ech neznamych bude dédna tfemi
rovnostmi ,zakédovanymi® v zobrazeni f na R3).

Pohadka 24. Mapa PraSdubic leZi rozloZend na zemi na ndmésti PraSdubic. Pak na mapé must
existovat” bodik, ktery fyzicky piimo le3l na misté, které vyznacuje. Dokud bude mapa polozend
kdekoliv v PraSdubicich, takovy bod vidy bude existovat.

Pro jednoduchost feknéme, ze pudorys PraSdubic je ¢tverec v roviné
P={(z,y) €R?|0< 2z <1000A0 <y < 1000}
a mapa je fyzicky ¢tverec
C={(z,y) eER*[1<2z<3AN1<y<3}

se stfedem v bodé (2, 2). Fyzicky stfed PraSdubic tak méa soufadnice (500,500) a odpovidajici bod
na mapé tak fyzicky lezi na soufadnicich (2,2). Prakticky mame zobrazeni f : P — C C P, které
zobrazuje tak, ze vezme fyzicky bod PraSdubic x € P, najde ho na mapé lezici na zemi, a vrati
soufadnice f(z) fyzického bodu nachézejiciho se pod bodem mapy.

A protoze P je tplny prostor jakozto uzaviena podmnozina tplného R2, a navic f je kontrakce
(mtizes i pfimo spocitat predpis f, je vcelku jednoduchy), musi opravdu dle Banachovy véty exis-
tovat bod lezici pfimo pod svym vyznacenim na mapé.

Piiklad 25. Necht (Fp,)52, je posloupnost Fibonacciho ¢isel, definovana jako
Fp=0, =1, Fn+2:Fn+l+Fn~
"Teda, alespon dokud mapa neni stejné velka jako celé PraSdubice.
12



Najdi dvéma zpusoby pevny bod zobrazeni

I <0»1>4)<071>7 f(:t)z

Fan

a pomoci toho spocti lim .
p p Font1

Reseni. Jeden zpiisob, jak najit pevny bod f, je piimodary — prosté na intervalu (0,1) fesime
rovnici

x4+ 1

z+2
K ni je ekvivalentni kvadraticka rovnice z(z +2) = x + 1, neboli 22 + 2 — 1 = 0. Ta m4 pravé jeden
kofen v intervalu (0, 1), je jim ‘/5271.
Postupujme nyni pracnéji a spi§ ze zvédavosti pomoci Banachovy véty. Predné (0, 1) se stan-
dardni metrikou je Uplny metricky prostor a f je kontrakce, nebot pro z,y € (0,1) plati

e+l y+1| e+ +2)-@+DE+2)] _ |z-yl
z+2  y+2 (z+2)(y +2) (z+2)(y+2)

< tlo—yl
— 4
(pro z,y € (0,1) je x + 2 i y + 2 alespoii 2). Navic zfejmé pro =z € (0,1) i f(z) € (0,1).

Podle Banachovy véty tak na intervalu (0, 1) existuje pravé jeden pevny bod zobrazeni f, coz
je v souladu s nasim pfimym vy¥eSenim rovnice. Navic volbou libovolného zg € (0,1) a pocitanim
Zn+1 = f(zn) dostaneme posloupnost majici jako limitu hledany pevny bod.

Jako pfijemna pocatecni volba xq se jevi nula. Dalsi dva ¢leny posloupnosti pak jsou

1 1 1+1 1+2 3
= f(0) = =, :(7:2 S
n=f0=5 ==/(3) T+2 1+22 5
a jesté dale zz = 8/13 a x4 = 21/34. Obecnéji, piSme ve zlomku z,, = ‘E" (pro zo polozme agp = 0,
Bo =1). Pak
Qan
On+4+1 7ﬁn+17 an + Bn
= Tn41 = a - )
6n+1 ﬁ +2 an + 2671
takze
Qn+1 = an + Bn, Bn+l = an +2Bn = ant1 + Bn.-

Prvni vypocitané citatele a jmenovatele hodnot x, uz napadné pripominaji Fibonacciho cisla,
konkrétné z chovani prvnich ¢lent vypada slibné oy = Fop a Bn = Fong1. Ovéime to indukci.
Piedné diky zg = 0, 1 = 1/2 plati

ay=0=Fy, ar=1=Fy, pPo=1=F, p1=2=F3

coz odpovidé Fibonacciho éislim. Necht pro n nezédporné celé plati a, = Fap, a By, = Fany1. Pak
pro nasledujici ¢leny plati

Ant1 = on + Bn = Fon + Fony1 = Font2 = Fon 1),

/B’IL+1 = an4+1+ Bn = F27L+2 + F27L+1 = F2n+3 = F2(n+1)+1'

Tim je indukce dokoncena a opravdu plati z,, = F52z1 . Protoze podle Banachovy véty tato

posloupnost konverguje k pevnému bodu f a ten jsme spocitali, dostavame vztah

F2n _\/5_1

lim

)

F2n+1 2
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coz je prevracend hodnota znamého zlatého tezu ¢ ~ 1,618.
Cvideni 9. Zobecni ptredchozi ptiklad na vypocet lim %—Z, kde posloupnosti (an)52, (8n)5%0
spliiuji rekurence
Qan+t1 = an + pPn, Brn+1 = an +qBn
prog>1lagqg>p=>0.

Priklad 26. V roviné je zobrazeni f(z,y) = (r(z — p1) + p1,7(y — p2) + p2) stejnolehlost podle
bodu P = (pi1,p2) s koeficientem stejnolehlosti » € R. Pro r € (—1,1) je f kontrakci, nacez ma
stejnolehlost v roviné pravé jeden pevny bod, kterym je samoziejmé P.

Cviceni 10. Necht a > 1 a z¢ je kladné. Definujme posloupnost

Dokaz, e tato posloupnost konverguje® k /a.

Cvic¢eni 11. Jsou dana éisla ai,...,an € R. Najdi na R funkci, kterd ma pravé tyto body jako
své pevné body.

Cvigeni 12. Necht (M, p) je neprazdny metricky prostor. Existuje na ném vzdy néjaka kontrakce?

Podposloupnosti

Snad jsme Té uz v prubéhu seridlu presvéddili, ze konvergentni posloupnosti maji hezké vlastnosti.
O posloupnostech bez limity jsme zatim moc nemluvili. V této kapitolce se kratce podivame na
podposloupnosti, které nam muzou Fict néco o chovani posloupnosti bez limity. Podposloupnosti
vzniknou tak, ze z pivodni posloupnosti

(mn)%ozl = (121,"[2,1‘3,:1?4,x5,4 )

vybereme nékteré prvky ,zleva doprava“. Tedy podposloupnost napiiklad mtze byt, Ze vynechame
prvni dva prvky a uvazujeme posloupnost

(Zrt2)pe1 = (%3, 24, 5, 6,27, ... ).

Nebo vybereme pouze sudé prvky

(z2r)721 = (22,4, 6, T8, %10, - - )-

Prakticky chceme vybrat nekonecnou rostouci posloupnost indexi a pomoci ni vybrat prvky pod-
posloupnosti — naptiklad v pfipadé sudych prvki to je posloupnost indexii (2k)72 ;. Rostouci proto,
abychom vybirali ,zleva doprava“ (a specidlné n&jaky prvek nevybrali vickrat), nekone¢nou pak
proto, abychom mohli mluvit o limitéach.

Definice 27. Necht A je mnozina a (zn)52; je posloupnost bod v A. Necht (ny)72, je rostouci
posloupnost pfirozenych ¢isel. Pak posloupnost (zn, )52, je podposloupnosti posloupnosti (zn)52 ;.
8Tuto posloupnost jsme jiz potkali v rdmecku v prvnim dile seridlu. V principu by timto zpii-
sobem S§lo poc¢itat druhé odmocniny v ruce, protoze k vypoctu ¢lent posloupnosti staci umét scitat
a délit.
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Otéazka je, jak souvisi konvergence ptivodni posloupnosti a konvergence jejich podposloupnosti.
To nam totiz muze dat dalsi vhled do toho, jak se posloupnost chova, i kdyz sama o sobé nekon-
verguje.

a R
[ ]
° an
Lop-—mrmmgr = e Lo
L]

® [ J

Lip-==mrmrmm == e e T T T e - Ly
[ ] [ ]
° an
® LJ

O . - 0

1 (] °

Posloupnost ,hromadici“ se kolem tri hodnot 0, L1 a La.

Napftiklad realnd posloupnost
((_l)n)zozl = (_17 1,-1,1,.. )

nema limitu, ovéem jeji sudd podposloupnost (1,1,1,...) ma limitu 1 a jeji lichd podposloupnost
(-1,-1,-1,...) ma limitu —1. Muzes si rozmyslet, Ze kazd4d podposloupnost této posloupnosti
bud nemé4 limitu, a nebo mé za limitu 1 nebo —1.

Obdobné to plati tfeba pro posloupnost

o= (e ), = 032 5,

ktera ma také za limity podposloupnosti jen 1 nebo —1, pokud podposloupnost viibec konverguje.
To nam néco Fika o jejim chovani — body +1 jsou jediné, kolem kterych se posloupnost ,shlukuje“.?

To, ze ((—1)" + l/n)zo=1 neméa limitu, lze samoziejmé ukazat z definice, ale také to ihned
plyne z nésledujiciho tvrzeni — kdyby totiz ((—1)" + 1/n) 20:1 méla limitu, pak bychom neméli
byt schopni najit dvé jeji podposloupnosti se dvéma rtznymi limitami, nicméné to se nam pied

chvilickou podarilo.

Tvrzeni 28. (limita podposloupnosti) Necht (M, p) je metricky prostor a (z,)52 je posloupnost
bodii v M s limitou x € M. Pak kazdd podposloupnost (xn, )52, posloupnosti (xn)5>, ma téz
limitu x.

Dikaz. Prosté ovéfime definici limity. Necht € > 0 je libovolné. Protoze pivodni posloupnost ma
limitu x, umime najit no pfirozené takové, ze pro kazdé n > ng jiz p(x,zn) < e. Posloupnost
indext (ny)72, musi v néjakou chvili toto ng prertst, feknéme ze se to stane od indexu ko dal.
Tedy pro k > ko je ng, > ng, > no. To znamena, Ze na takové indexy ny se také vztahuje piedchozi
epsilonovy odhad, takze pro k > kg je p(x, Tn, ) < €. Z definice limity to znamena, ze limy x,, = x.

O

Piejit od konvergentni podposloupnosti ke konvergentni posloupnosti bude logicky problematic-
t&jsi. Jak jsme totiz vidéli, viibec to nemusi jit: ((—1)")20:1 sice ma konvergentni podposloupnost,
ale sama o sobé nekonverguje. Nicméné pro cauchyovské posloupnosti to mozné je:

9Ve smyslu, ze mnozina {z, | n € N} bodt nasi posloupnosti ma hranici {1, —1}.
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Tvrzeni 29. Necht (M, p) je metricky prostor a posloupnost bodi ()5, v M m4 ndsledujici
dvé vlastnosti:

(1) (zn)92, Jje cauchyovska.
2) Existuje podposloupnost (xy, )32, majici limitu x € M.
J k) k=1 1]

Pak ma i piivodni posloupnost (z5)5 limitu x.

Dikaz. Kdyby M byl tplny, stacila by ndm vlastnost (1). Vlastnost (2) nam tu tak vlastné supluje
uplnost M, kterou nepredpokladame. Myslenka je takova, ze podposloupnost ndm umozni dostat
se nékterymi body blizko k x, a cauchyovskost ndm pak zaruéi, Ze ostatni body nebudou od téchto
bodu blizkych k x daleko.

Tedy méjme € > 0 libovolné. Z cauchyovskosti (z,)52; nalezneme mgo € N takové, Ze pro
n,m > mo bude p(zn,zm) < % Z konvergence (xn, )32, zase nalezneme ko € N spliujici, Ze pro
k > ko je p(xn,,z) < §. Navic ale pozadujme, aby ny, > mo — kdyby to pvodni ko nespliiovalo,
miZeme ho zvySovat tak dlouho, dokud ng, nepferoste mo, a takové nové ko téz bude spliiovat
predchozi odhad.

Protoze ng, > mo, mizeme ho chapat jako index m vystupujici v odhadu cauchyovskosti. Pro
libovolné n > myg tak specialné plati p(:cnk0 ,Zn) < 5. Nakonec z trojihelnikové nerovnosti

€ €
p(xn, ) Sp(mnuznko)""P(mnkovw) < §+5 =&, n > mo.

Oveérili jsme tak, Ze limx, = x. O
Cviéeni 13. Necht (M, p) je metricky prostor, ()32 je posloupnost bodt v M a x € M. Necht
obé podposloupnosti (z2)72; a (T2r—1)52; maji za limitu . DokaZ, Ze pak i ptivodni posloupnost
(zn)5L; konverguje k .

Uloha 2. Ukaz pomoci pfedchoziho cviéeni, ze pro Fibonacciho é&isla (F,,)3, z piikladu 25 plati

F, VB-1

lim

Fpi1 2

Da se tak Fict, ze i kdyz o néjaké posloupnosti (z)22; nevime, jestli konverguje, muze byt
uzitecné zabyvat se nékterymi jejimi podposloupnostmi, u nichz t¥eba limitu najdeme. T¥eba s tro-
chou $tésti z toho bude plynout konvergence puvodni (z,)22;, a i kdyby ne, tak aspon zjistime
néco o limitnim chovani nékterych bodit (zn)5 ;.

Také ale existuji posloupnosti, které zadnou konvergentni podposloupnost nemaji. Naptiklad
v realnych ¢islech to je posloupnost

(n)%ozl = (17 2,3,... )7

ktera porad jen stejné rychle roste a nikde se ,neshlukuje“. Mohli bychom zkusit nds metricky pro-
stor R omezit, aby neslo takto rist nade vSechny meze, tfeba na prostor (—2026, 2026). Omezujeme
ho i zezdola, jinak by (—n)S2; neméla konvergentni podposloupnost. Tim nam ale zase vznikaji
nové problémy, nebot (—2026,2026) neni Gplny, takze tieba posloupnost (2026 — 1/n)5%; neméd
konvergentni podposloupnost (to zase plati diky tomu, Ze v R ma tato posloupnost limitu 2026,
a tedy kazda podposloupnost musi mit limitu 2026, ktera ale v nasem intervalu nelezi).

Miuzeme se misto toho zkusit omezit na uzavfeny interval (—2026,2026). To je Gplny prostor,
a navic v ném nelze rist nade vSechny meze. Zajistuje ndm to ale, Ze kazda posloupnost uz musi
néjakou konvergentni podposloupnost mit? Mozna Té prekvapi, Ze v redlnych ¢&islech ano, jak ¥ika
slavna Bolzanova—Weierstrassova véta, kterou si v pristi kapitole dokazeme.

Nejdfiv si ale pojdme prostory, v nichz existuji konvergentni podposloupnosti, néjak pojmenovat.
Jsou to jedny z nevyznamnejsich typt metrickych prostori se spoustou krasnych vlastnosti, které
vSechny v principu vyplyvaji z této nevinné vlastnosti podposloupnosti. Jsou to takzvané kompakty.
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Kompaktnost

Definice 30. O podmnoziné K C M v metrickém prostoru (M, p) Fekneme, Ze je kompaktni,
pokud pro kazdou posloupnost bodu (z,)52; v K existuje podposloupnost (zn, )3, kterd ma
v K limitu. Pokud K = M, fikdme, Zze (M, p) je kompaktni metricky prostor.

Neni to jediny zpusob, jak kompaktnost definovat. V pribéhu seridlu jesté narazime na néko-
lik jinych vlastnosti, které kompaktnost charakterizuji. Zajimavé na nich je, jak byvaji rtiznorodé
a zdanlivé Gplné jiné — v téch ostatnich, které v seridlu potkame, se o posloupnostech viibec mluvit
nebude. Mit rizné odlisné pohledy na to, co to kompaktnost je, pak vyrazné ulehéuje praci v du-
kazech, protoze na kazdy problém se hodi mit trochu jiny thel pohledu. Zaroven si ¢lovék udéla
lepsi predstavu o tom, co to ta kompaktnost asi je a k ¢emu muze byt uziteéna.

Kdyz uz jsme u uziteCnosti, ¢asem uvidime nékolik tvrzeni a vét, které ukazuji, ze spojité
funkce na kompaktech se chovaji moc pékné, naptiklad Ze spojité bijekce maji automaticky spo-
jitou inverzni funkci nebo Ze na kompaktu existuji body minima a maxima spojité funkce (coz je
nesmirné uziteéna véta, jak teoreticky, tak prakticky). Pro kompaktni mnoziny tieba v R3 plati
ruzné geometricka tvrzenicka o protinani téles nebo o pokryvani mnoziny jinymi mnozinami. Také
nékteré vyznamné véty o pevnych bodech vyuzivaji kompaktnosti. K nékterym témto dusledkim
se postupné propracujeme.

Zatim ale ani pofadné nevime, jestli néjaké kompaktni prostory existuji. Pojdme proto nejdiive
najit néjaké priklady kompakti a prozkoumat jejich zakladni vlastnosti.

Na konci predchozi kapitoly jsme na prikladu nahlédli, ze aby mél prostor viubec Sanci byt
kompaktni, tak musi byt tplny. Plati to obecné, jak ukazuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 31. Necht (M, p) je metricky prostor a K C M je kompaktni. Pak K musi byt Gpln4.

Dikaz. Necht (2,)52; je cauchyovskd posloupnost v K. Z kompaktnosti K nalezneme podpo-
sloupnost (zn, )72, kterd konverguje k « € K. Podle tvrzeni 29 z toho ale uz plyne, ze (xn)32;

ma také limitu z. Tedy K je uplny. O
Prvnimi, neprilis zajimavymi pfiklady kompaktt jsou kone¢né mnoziny.

Cviéeni 14. Bud (M, p) metricky prostor a K jeho koneénd podmnozina. Dokaz, ze K je kom-
paktni.

V diskrétnich prostorech jiné kompakty ani neexistuji.

Cviéeni 15. Dokaz, Ze v prostoru (M, pqisk) s diskrétni metrikou je K C M kompaktni pravé
tehdy, kdyz je K konec¢na.

Cviceni 16. Necht (M, p) je kompaktni metricky prostor a K C M. Pak K je kompaktni pravé
tehdy, kdyz je K uzaviena v M.

Jak jsme zminili v kapitole o podposloupnostech, kazdy uzavieny interval v R je kompaktni. To
bude nas prvni zajimavéjsi (a také zdkladni) piiklad kompaktu. Pomoci této véty v dalsim textu
dokézeme, jak vypadaji kompakty obecné v R™ (tj. specidlné v roviné a v prostoru).

Véta 32. (Bolzanova—Weierstrassova) Kazdy uzavieny interval v R se standardni eukleidovskou
metrikou je kompaktni.

Diikaz. Necht a < b jsou dvé redlnd ¢isla a (a, b) je uvazovany uzavieny interval. Necht (zn)02
je néjaka posloupnost bodu v tomto intervalu — to vlastné znamena, Ze tato posloupnost reilnych
Cisel je omezend. Protoze (a, b) je uplny, staci ndm nalézt cauchyovskou podposloupnost (xn, )32
— pak tato podposloupnost bude automaticky konvergentni.
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Myslenkou ditkazu je nas interval (a, b) postupné pilit. P¥i prvnim puleni na intervaly <a7 ‘%rb>
“TH’, b> musi alespori v jednom z nich lezet nekone¢no bodi nasi posloupnosti (z,)52; — pokud
by v obou bylo jen kone¢né bodt, pak by i v celém (a,b) lezelo jen koneéné bodu posloupnosti,
ktera je ale nekonecné. Jeden takovy interval si zvolime a opét ho rozpilime. V jedné z téchto pulek
musi zase lezet nekone¢no bodu nasi posloupnosti, ten si zvolime. Takto budeme postupné vytvaret
mensi a mensi intervaly, v nichz ale stale bude nekone¢no bodu nasi posloupnosti. Tim se tyto
body k sobé vic a vic pfiblizuji, protoze intervaly jsou ¢im d&l mensi. Pomoci toho zkonstruujeme
cauchyovskou podposloupnost.

Formalné si n-ty interval ozna¢ime jako (an, bn). Prvni interval ma krajni body a1 = a a by =b.
Dale postupujeme induktivné, jak jsme popsali v pfedchozim odstavci — pokud jiz méme interval
(ak,br), ve kterém lezi nekone¢no bodt posloupnosti (z,)52;, pak musi v alesporii jednom z in-

ap+bg
2

a jeho levy, respektive krajni bod oznacime jako aj41, respektive byyq.

Méme tak posloupnost intervalii ( (an,bn) )ZO:I, které jsou uzaviené, jejich délky se postupné
zmensuji (n-ty interval ma délku (b — a)/2" 1) a které spliuji (an+1,bn+1) C {an,bn). Navic
diky tomu, ze jsme volili intervaly tak, aby v nich vzdy bylo nekone¢né bodu nasi posloupnosti,
muZeme nyni vybirat postupné néjaké body zn, € (a1,b1), pak zn, € (a2,b2) navic s podminkou
ng > n1, pak Tny € (a3, b3) navic s podminkou n3 > na, a tak déle, obecné wn, € (ay,by) navic

tervalil <ak, >, <w, bk> lezet nekone¢no bodi posloupnosti (z )32 ;. Takovy si zvolime

s podminkou!® ny > njy_1.
Mame tak podposloupnost (zn, )32 . Je cauchyovskd? Ano, diky vlastnostem nasich intervalt
(ak, b ). Pokud totiz dostaneme £ > 0, miZeme nejdiiv nalézt index ko takovy, aby platilo

b—a
ko1 <e.
Levéa strana je délka intervalu <ak0 , bk0>7 takze vsechny body v ném maji nejvyse takovou vzdale-
nost. Pro libovolné k,£ > ko je xn, ,Tn, € <ak0,bk0>, protoze xn, € (ag,bg) C <ak0,bk0>, stejné
tak pro ¢. Tedy

—a

b
|$"’<_$"¢|S2k0771<8

a podposloupnost (zn, )72 ; je cauchyovska, tedy z Gplnosti (a,b) konvergentni. O

Tnq Tng _Tny Tno
R

-—

a (aa,ba) b
(a3, b3)
(a2, b2)

Cviceni 17. Rozmysli si, pro¢ by dukaz Bolzanovy—Weierstrassovy véty nefungoval pro intervaly
(0,1) a (0, 00). Také si rozmysli, Ze s lehkou modifikaci diikaz naopak plati i pro (0,1) U (2, 3).

Cviceni 18. Necht (M, p) je metricky prostor a Ki,..., Ky, jsou kompaktni podmnoziny M.
Dokaz, ze pak i K = |/, K; je kompaktni. Plati to i pro sjednoceni nekone¢na kompakti?

Kromé toho, ze kompakty musi byt uzaviené, jsme v R vidéli, Ze nemtzou byt ,moc velké“,
napiiklad v (0,00) posloupnost (n)22; neméa konvergentni podposloupnost. Velikost metrického
prostoru lze popsat naptiklad takto:

10Tady se pravé hodi, ze v (ay, bi) lezi nekoneéno bodti nasi posloupnosti. Kdyby jich tam lezelo
jen konecné, mohlo by se stat, Ze vSechny tyto body by mély indexy mensi nez ny_1.
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Definice 33. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Rekneme, %e A je omezend, pokud
existuji stfed a € M a polomér r > 0 takové, ze A C Uy (a).

Prakticky, v omezené mnoziné jsou vSechny body od sebe vzdéilené méné nez 2r. Takovato
omezenost je celkem intuitivni a uzitecna, ale casem ji budeme muset trosku vylepsit — chtéli
bychom nalézt charakterizaci, ze kompakty jsou pravé uplné a ,malé“ mnoziny, podobné jako to
plati v R. Omezené mnoziny ale bohuZel obecné nejsou ,,dost malé“.

Presto se ndAm omezenost bude hodit, protoze naptiklad v R™ s eukleidovskou metrikou omeze-
nost opravdu stac¢i. To ndm fikd Heineova—Borelova véta, kterou si za chvili dokdzeme.

Cviceni 19. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M je omezena. Ukaz, 7e pak i A je omezeny.
Tvrzeni 34. Necht (M, p) je metricky prostor a K C M je kompaktni. Pak je K omezena.

Dukaz. Ptedpoklddejme, ze K neni omezena. Zvolme g € K a definujme rg = 0. Z neomezenosti
K 1ze nalézt 1 € K \ Ui(xg). Oznaéme r1 = p(z1,x0). Z neomezenosti K lze dale nalézt zo €
K\ Ur, +1(z0), ozna¢me ro = p(z2, z0).

Obecné, predpokladejme, ze mame body xo,x1,...,Tn a poloméry ri,...,r, takové, ze r; =
plxi,x0) a x5 € K\ Up,_;+1(x0) pro ¢ € {1,...,n}. Pak lze z neomezenosti K nalézt x,41 €
K\Ur,, +1(z0) a 0oznacit rn+1 = p(@n+1, o). Timto zptisobem jsme schopni zkonstruovat nekoneéné
posloupnosti (2)5%, a (Tn)5% spliujici

Tn = p(Zn, o), Tn+1 € K\ Ur, +1(z0), pro n € No.
Pro body z,, Tm, n > m plati pfeusporadanim trojuhelnikové nerovnosti

p(xn, xm) > p(xn,z0) — p(z0,Zm) > (rp—1 +1) —rp—1 =1,

nebot xn € Ur,, ;41 @ p(Tm,x0) = rm < Tm+1 < -+ < rp_1. To znamena, ze zidna podposloup-
nost posloupnosti ()52 ; nemuze byt cauchyovska, a tedy ani konvergentni. Tedy pokud K neni
omezena, tak neni ani kompaktni. O

Véta 35. (Heineova—Borelova) Podmnozina A prostoru R™ se standardni eukleidovskou metrikou

je kompaktni pravé tehdy, kdyz je uzaviena a omezena.

Dukaz. Jiz vime, ze kompaktni mnoziny v libovolném metrickém prostoru jsou uzaviené a ome-

zené, takze staCi dokazat opacnou implikaci. Budeme postupovat indukci podle dimenze n. Mys-

lenka je takova, ze body posloupnosti v R™”*! promitneme do R™ a do R, ve kterych pomoci
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kompaktnosti nalezneme konvergentni podposloupnosti, a pomoci nich dame zpatky v R*t1 do-
hromady konvergentni podposloupnost ptivodni posloupnosti.

Tedy postupujme indukci. Necht je nejdiive n = 1 a A C R je uzaviend a omezend. Z omezenosti
lezi cela K v néjaké oteviené kulicce, coz je v pfipadé R otevieny interval konecné délky, oznacme
ho (a,b). Ten zase lezi v uzavieném intervalu (a, b). Necht (z,)52; je libovolna posloupnost bodu
v A. Pak tato posloupnost lezi i v (a, b), takze podle Bolzanovy—Weierstrassovy véty umime nalézt
konvergentni podposloupnost (zn, )32, majici limitu = € (a, b). Protoze ale body podposloupnosti
(zny )52, lezi v uzaviené mnoziné A, musi zde lezet i jejich limita, tj. 2 € A. Tim jsme ovéfili
kompaktnost A.

Nyni provedeme indukéni krok. Nechf pro R™ tvrzeni plati, dokdZeme ho pro R"*1. Bud A
uzaviena a omezend podmnozina R*+1 a (xn)52; posloupnost boda v A, ze které chceme vybrat
konvergentni podposloupnost. Soufadnice bodu = € R**! pisme jako z = (m(l), RN :v("+1)) nebo
také jako x = (i,x(’”'l)), kde Z = (z(l), ...,z(™) € R™. Na prostoru R"*! znaéme eukleidovskou
metriku p, na R™ zase p.

Necht A C Ur(a) z omezenosti A. Necht = € A, pak p(z,a) < r a okamzité také plati

5(7,a)2 = (x(l) _ a<1))2 I (mm) _ a(n))Q
< (x(l) _ a(l))2 4ot (x(n) _ a("))2 n (x<n+1> . a("+1))2
= p(z,a)? <1,

takze i body A ,po zapomenuti posledni soufadnice“ tvofi omezenou mnozinu v R™. Specidlné
diky x, € A plati {Z, | n € N} C U,(a) C R™. To ale znamena, ze body (Zn)5%; vSechny lezi
i v uzaviené kuliéce B(a), kterd je omezena. Podle indukéniho pfedpokladu je kompaktni, takze
mutzeme vybrat podposloupnost (Zn, )52, konvergujici k y € R™.

Nasli jsme tak podposloupnost (zn, )32, kterd nékam konverguje v prvnich n slozkich. Ob-
dobné se vypofadame s chybéjici (n + 1). slozkou. Posloupnost (wgﬁl))j ) celd lezi v kuliéce

Uy (a<"+1)) C R, protoze pro z € A je
)m(n+1) _ gntD) 2 < ﬁ(i",fl)z + ‘I(TH—I) _ a(n+1)‘2 _ p(x’a)2 < r2.

oo
Proto také (xsgfl)) lezi v uzaviené kulicce By (a("+1)) (tj. uzavfeném intervalu), coz je kom-
pakt, takze muzeme p;ovést druhy vybér podposloupnosti (zm,; )52, kde kazdému indexu m; od-
povida néjaky index nj. Tato posloupnost konverguje k z € R.
Stale ale plati, Ze (Zm,;);2; konverguje k y, nebot je to podposloupnost (pod)posloupnosti
(Zny,)52q- Odtud plyne, ze posloupnost (zm,;)$2; v A konverguje jak v prvnich n slozkich k y,

tak i v posledni slozce k z. Pak jiz ale musi'l celd konvergovat k bodu p = (y(l), Lo ,y("),z) S
R™*+1. A protoze A je uzaviena a body (m; )52, v A lezi, je p € A. Tim jsme nasli konvergentni
podposloupnost pro ()52 ; a ukézali kompaktnost A. O

Heineova—Borelova véta ndm ukazuje, ze v R" je kompaktt celd fada, a ddva nam vcelku jed-
noduchy zptsob, jak kompaktnost ovérovat. Napriklad v roviné ihned vidime, Ze uzavieny ctverec,
kruh nebo 2026uhelnik jsou kompaktni.

Cviéeni 20. Dokaz, Ze mnozina K = {(z,y,z) € R3 | 22 + 232 + 322 = 1} je kompaktni.

Hntuitivné napt. v R2, pokud z, konverguji k x a zarovenn y, konverguji k y, tak i body
(Zn,yn) € R? se budou postupné blizit k (z,y). Formalné se to udéla tak, ze pro € > 0 se najde
no takové, aby pro n > ng zaroven platilo |z, — x| < v2/2 a |yn — y| < +/€/2, nacez bude
p((@n, yn), (:c,y))2 = |2zn — x| + |yn — y|? < €/4+ /4 < €. Pro vice slozek se postupuje podobné.
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Cviéeni 21. Dokaz, Ze mnozina A = {(z,y, 2) € R? | 22 + y2 = 22} neni kompaktni.

Na zavér tu mame ochutnavku toho, jak se spojité funkce a kompakty hezky vzajemné doplriuji,
¢emuz se budeme vice vénovat v tfetim dile serialu.

Tvrzeni 36. (spojity obraz kompaktu) Necht (K,p) je kompaktni metricky prostor, (Y,o) je
metricky prostor a f : K — Y je spojité zobrazeni. Dokaz, ze pak f(K) je kompaktni vY.

Diikaz. Bud (yn)S%; néjaka posloupnost bodi v metrickém prostoru f(K). Chceme ukazat, ze
tato posloupnost mé konvergentni podposloupnost. Z definice

F(K) ={f(z) |z € K}

umime nalézt n&jakd z, € K takova, ze f(zn) = yn. Protoze K je kompaktni, ma (zn)52
konvergentni podposloupnost (xn, )32 s limitou = € K. Diky spojitosti f je pak

takze (yn,, )i, je konvergentni podposloupnost nasi ptvodni posloupnosti (yn )52 ;. O

Tvrzeni je zajimavé i z toho duvodu, ze spojité funkce nemusi zobrazovat omezené mnoziny
na omezené mnoziny: Napiiklad f(z) = 1/z zobrazuje omezenou mnozinu (0,1) na neomezenou
mnozinu (1, 00). Stejné tak spojité funkce nemusi zobrazovat uzaviené mnoziny na uzaviené mno-
ziny (narozdil od vzorovéani uzavienych mnozin, jak jsme vidéli ve cvigeni 7): Funkece f(x) = z%‘_l
zobrazuje celé R (coz je uzaviend mnozina) na mnozinu (0, 1), kterd uzaviend neni.

V kontextu Heineovy—Borelovy véty, pokud je A C R"™ ziroven omezend a uzaviend, tak je
kompaktni, takze ji spojitd funkce f : R™ — R™ zobrazi na kompakt f(A) C R™, tedy f zachova
omezenost a uzavienost. Kdyby ale A byla jen omezena nebo jen uzaviend, tak f(A) nemusi byt
ani omezena, ani uzaviena. V jakémsi smyslu se omezenost a uzavienost chovaji pro spojité funkce
hezky jenom dohromady, ne samy o sobé.

Priklad 37. Nechtf (K, p) je kompaktni metricky prostor a f : K — K zachovava vzdalenostil?,
tj. pro kazda z,y € K plati

p(f(x), f(v) = plz,y).
Dokaz, ze f je na K (tj. kazdy bod K je obrazem né&jakého bodu z K).

Reseni. Pro spor predpoklddejme, Ze existuje bod = € f(K). Z predchoziho tvrzeni vime, ze f(K)
je kompakt, tudiz jde o uzavienou mnozinu. Protoze z nelezi v f(K), mé od f(K) néjakou kladnou
vzdalenost € > 0 (v opa¢ném p¥ipadé by totiz lezel na hranici f(K) a z uzavienosti by byl prvkem
f(K)). Kazdy prvek f(K) je alespon e vzdalen od z.

Uvazujme nyni posloupnost z, f(z), f(f(z)), f(f(f(z))),... Pro lepsi znaceni ozna¢me prvky
posloupnosti jako f™(x) (tedy napiiklad f2(z) = f(f(z))). Jak daleko jsou od sebe prvky této
posloupnosti? Protoze je f izometrie, mizeme ,ohoblovat“ nadbytecné aplikace funkce a spocitat
si pro pfirozena n > m

p(f" (@), [ (@) = p(f* " @), S (@) = - = p(f7 7 (@), )

Vysledny vyraz ale udavé vzdalenost mezi « a prvkem f(K), tudiz je velky alespori €. Libovolné
dva prvky posloupnosti jsou od sebe tedy vzdéleny alespon €. Potom ale tato posloupnost nemuze
mit konvergentni podposloupnost, protoze nemize mit ani cauchyovskou podposloupnost, natoz
pak konvergentni. To je ale spor, protoze se nachazime na kompaktu.

12Takovym zobrazenim iikdme izometrie.
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V minulém dile seridlu jsme v ramecku popisovali Hausdorffovu metriku pg, pomoci které lze
méFit odliSnost (nékterych) podmnozin metrického prostoru, a to tak, Ze se v kazdém bodu obou
mnozin uré¢i minimélni vzdélenost k néjakému bodu druhé mnoziny, a pak se za vzdalenost mno-
zin polozi nejvétsi z téchto cisel. Da se ukazat, ze ,nékteré podmnoziny“ mizou byt napiiklad
vSechny kompakty — specialné naptiklad v roviné uzavienost zarucuje, ze dvé rtizné mnoziny
maji kladnou vzdélenost (jinak by napf. otevieny a uzavieny kruh o stejném stfedu a poloméru
mély vzdalenost 0), a omezenost zase zarucuje, ze vzdalenost dvou mnozin je koneéna.

Miuizeme tak tfeba v roviné vysetfovat konvergence posloupnosti mnozin. Bude se ndm hodit
védét, ze kompaktni podmnoziny R? spolu s Hausdorffovou metrikou tvoii tplny prostor.

Podivejme se na jednu takovou posloupnost. Reknéme, e mame rovnostranny trojahelnik 7'
s vrcholy A, B, C. Oznaéme Sap, Sgc, Sca sttedy stran AB, BC, CA. Tomuto trojihelniku
pfifadme mnozinu f(T) = T4 UTp U T¢, kde T4 je trojuhelnik ASapSca, Tp je trojuhelnik
BSpcSap a Tc je trojuhelnik CScaSpe (jinymi slovy, f(T) = T \ I, kde I je otevieny
trojuhelnik S p SBCscA).

Zobrazeni f tak rovnostrannému trojihelniku pfifazuje sjednoceni t¥i rovnostrannych troj-
thelnikt T4, T, Tc. Na né lze f opét aplikovat, tj. rozlozit kazdy z trojuhelnika Ts, Ty,
Tc na t¥i mensi rovnostranné trojuhelniky. Popisme tento proces posloupnosti: 77 bude prvni
rovnostranny trojuhelnik, feknéme o strané délky 1, 7> = f(71), T3 pak vznikne aplikaci f na
tii trojahelniky v 1o, Ty zase vznikne aplikaci f na devét trojuhelnickda v T3 a tak dale. Na
obrazku je par téchto mnozin znazornéno.

Hausdorffova vzdélenost 71 od Th se da spocitat jednoduse z obrazku Pythagorovou vétou,
je to ﬁ. Ve skutecénosti je to vzdalenost T7 od libovolného T, n > 1. Vzdélenost T2 od T3

12
V3

je % © Y5 ave skutecnosti je to vzdalenost T» od libovolného T}, n > 2. Obecné plati, Ze pro

n > m je vzdalenost Ty, od T, rovna

1)’”@,

PH(Tn»Tm): (2 6

To znamend, ze posloupnost obrazct (T5,)5%; je cauchyovskd! A protoze prostor, ve kterém
pracujeme, je uplny, ma tato posloupnost limitu 7.

Tato mnozina T je takzvany Sierpiriského trojuhelnik. Je to ptiklad fraktdlu, o kterych jsi
mozné nékdy néco slysel(a), a jako takovy vypada zajimavé (byt ho v plném detailu nemiizeme
nakreslit) a ma nékteré netradi¢ni vlastnosti. Naptiklad jednotlivé T}, jsou rozumné geometrické

obrazce s kladnym obsahem (%)n_l . @, ovSem tato posloupnost obsaht konverguje k nule,
takze v tomto smyslu ma T ,nulovy obsah“. Spousta fraktalii nebo jinych exotickych objektt
se da sestrojit tak, ze se vytvori posloupnost rozumnych objekt, o které se pak ukaze, ze musi

konvergovat k nécemu zajimavému.
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Do tietice vSeho dobrého

Dékujeme, Ze jsi s ndmi doSel (dosla) az sem, na konec druhého dilu seridlu. Kompaktnost jsme
zatim moc nevyuzili, ale to se pfisté zméni. Uvidime, jak se spojité funkce s kompaktnosti kamaradi
a ze z toho plynou tfeba i geometricka tvrzenicka, kterd o funkcich vlastné vibec nehovori. Také
zjistime, Ze pro spojité funkce na kompaktu lze zavést metrika, a tedy si je lze predstavovat jako
body v (uz docela velkém) metrickém prostoru, coz je docela odlisny pohled na funkce, nez jaky jsi
mozna mél(a) doposud. Celkové se budeme snazit vyuzit celé masinerie, kterou jsme vybudovali,
na ziskani hezkych nahledu. Tésime se, az se zase uvidime ve tretim dile!

Navody k Gloham

1. Odcislyj si vrcholy jako vy, ...,v, a pfedepi$ si hodnotu na prvnim vrcholu. Jaké jsou mozné
hodnoty na vrcholu v2? A na v3? Az dojdes k vy, nezapomen, ze ten je zase napojen na prvni
vrchol vq.

2. Zkus v ptikladu 25 zvolit jiné zg.
Reseni cviteni

1. Rozmysli si, ze cauchyovské posloupnosti jsou praveé ty, které jsou od néjakého bodu konstantni.
Ty pak zjevné maji za limitu ten bod, ktery se v nich vyskytuje nekone¢nékrat.

2. Necht F' je uplné a (z,)52; je posloupnost v F' konvergujici k € M. Pak tato posloupnost
je cauchyovska podle cviceni 3, takze z uplnosti F' musi v F' konvergovat. Z jednoznacnosti limity
tato limita v F' musi byt rovna z, takze z € F.

Pokud je F' naopak uzaviena a (zn)52; je cauchyovska posloupnost bodi v F, pak z Gplnosti
M (nebot (x,)52; specialné lezi v M) musi mit tato posloupnost v M limitu z. Ale F' je uzavfena,
takze z € F, coz dokazuje, ze cauchyovska posloupnost bodi v F' mé automaticky limitu v F. Tedy
F' je uplna.
3. Staéi vzit vzdy § = %
5. Necht z € X a & > 0 jsou libovolné. Polozme § = ¢/c > 0. Pak pro y € Us(z) plati

o(f(@). fW) Se-pley) <e-d=c-” =,

coz dokazuje spojitost f.
6. Necht je f spojita a G je oteviena podmnozina Y. Pokud je f~1(G) prazdna, je jisté oteviena
a jsme hotovi. Jinak necht je x € f~1(Q), tj. plati f(xz) € G. Z otevienosti G nalezneme € > 0
takové, e U (f(z)) C G. Protoze f je spojité, lze najit § > 0 takové, ze f(Us(z)) C Uc(f(z)) C G.
To ale znamena, ze viechny body z kulicky Us(x) se zobrazi do G, tj. Us(xz) C f~1(G). Tedy z je
vnitfnim bodem f~1(G), a to je tak otevienad mnozina v X.

Necht naopak vzory otevienych mnozin v Y jsou oteviené v X. Necht x € X a & > 0 jsou
libovolné. Kulitka Ue (f(z)) je jisté oteviend v Y, takze musi jeji vzor

1 (ve(p@))

byt podle predpokladu otevieny v X. Tento vzor navic obsahuje z, takze z otevienosti obsahuje
i n&jakou celou kulicku Us(z). To ale znamen4, ze

f(Us(x)) C U (f(z)).
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Tedy f je spojita.

7. Ze cviceni 6 vime, ze f je spojita pravé tehdy, kdyz vzoruje oteviené mnoziny v Y na oteviené
mnoziny v X. Z prvniho dilu seridlu vime, ze F je v Y uzaviend pravé tehdy, kdyz F€ je v Y
oteviena. Pro vzory zase plati (f~1(F)) = f~1(F°). Tedy pokud je F uzaviens v Y, pak je F°
oteviend v Y, nacez f~1(F°) = (f’l(F))c je oteviend v X, a tedy f~1(F) je v X uzaviena.
Pokud naopak f vzoruje uzaviené na uzaviené, pak se analogicky dokaze, ze vzoruje i oteviené na
oteviené.

8. Dle pfedchozich cvideni ndm staci ovétit, ze h~1(U) je oteviena v X pro kazdou U otevienou

v Z. Vime, ze g~1(U) je oteviend v Y. Pak ale ze spojitosti f musii f=(g~*(U)) = h=1(U) byt

oteviena v X.

10. Chceme pouzit Banachovu vétu pro f(z) = %(m + £) na intervalu (0, 00), ze kterého bereme

hodnotu zg. Tento interval ale neni uzavieny, a navic pro hodnoty x blizko nuly je funkce f citliva

na malé zmény z (kvili ¢élenu a/z) a nevyjde kontraktivni. Musime tak postupovat opatrnéji.
Podivejme se na kontraktivitu f:

1 a a 1 |22y +ay — y%z — ax 1 |zylz—y) —alz—y
@) = F)l = Sa+ & —y—2|=1.] l_ 2 vl my) el o
2 z ylo 2 |lzy] 2 |zy|
1 lzy — a
= le—yl
2 |zy|

Cinitel 2229l muze byt obecns velky pro z, y blizko nuly. Pokud ale zy > a > 0, ptjde se zbavit

[zy|
absolutnich hodnot a dostaneme

1 - 1
@) = f@) = Hle =yl == < Gle =y,

takze za takové podminky bude f kontrakci.

Zkusme se tak nejdiiv omezit na interval (y/a, o), ktery je Uplny a na némz je f kontrakeci.
Potiebujeme jesté ale, aby f zobrazovala tento interval do sebe, tj. aby pro kazdé =z > +/a bylo
i f(x) > +/a. K odhadu pouzijeme AG!3 nerovnost:

- Va.

1 a a
)= —(z+—) >/z-—
/(@) 2( x) - T
kladné z, takze f dokonce zobrazuje (0,c0) do (v/a, o).
To znamena, ze pokud méame libovolné xzg > 0, klidné nelezici v (v/a, o), tak po jedné iteraci
z1 = f(x0) jiz v tomto intervalu lezet bude. Dalsi iterace xn41 = f(2n) uZ z néj neutecou, protoze
f zobrazuje tento interval do sebe. Navic je na ném f kontrakci a interval je uplny. Podle Bana-
chovy véty tak i v této komplikovanégjsi situaci, kdy zo ¢ (v/a, ), bude posloupnost konvergovat
k jedinému pevnému bodu f na intervalu (y/a, c0).
Snadno se ovéri, ze f(y/a) = v/a. Tato hodnota ziejmé lezi v nasem intervalu, takze to musi byt
ten pevny bod, ke kterému (z,,)52, konverguje.
11. Vezmeme tfeba polynom P(z) = (x —a1) - - - (x —an). Ten se nuluje pravé v bodech a;. Pokud
nyni zadefinujeme f(z) = P(z) + z, pak f(a) = a <= P(a) + a = a, coZ nastane pravé tehdy,
kdyz a je kofenem P, tedy pravé pro hodnoty a;.
12. Ano — zvol jeden bod a € M a definuj funkci na M konstantné jako f(z) = a.

13Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym priimérem ¥ika, %e pro u1,...,u, kladna reilna
¢isla vzdy plati % > YUy - ... Un. Zde ji pouzivime pro n = 2 a v této podobé se snadno

dokaze ze zfejmé platné nerovnosti (v/u — /v)% > 0.
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14. Necht je (z,)5%; libovolna posloupnost v K. Protoze je tato posloupnost nekoneéna a K =
{a1,...,ar} pouze konecna, musi existovat bod a; € K, ktery se v posloupnosti (z5)5%; vyskytuje
nekonec¢nékrat, feknéme, ze postupné na pozicich n1, n2, n3, ... Pak ale podposloupnost (zn, )72,
zfejmé konverguje k a;, nebot je konstantni.

15. Ze cvicCeni 14 vime, ze konecnd K je kompaktni. Pokud je naopak K nekonecnd, muizeme
zkonstruovat posloupnost (z5,)52; takovou, ze zadné dva jeji prvky nejsou stejné. Pak maji véechny
jeji body vzdalenost 1, takZe at zvolime podposloupnost jakkoliv, nikdy nebude cauchyovsk4, a tedy
ani konvergentni. Odtud plyne, ze K nemize byt kompaktni.

16. Necht (,)52; je posloupnost bodt z K. Protoze je M kompaktni, existuje vybrana konver-
gentni podposloupnost. No a nyni si vzpomeneme na charakterizaci uzavienych mnozin z prvniho
dilu seridlu (tvrzeni, Ze mnozina je uzaviend pravé tehdy, pokud je uzaviend na limity). Pokud
je K uzaviend, pak tato limita lezi v K a mame tedy podposloupnost konvergentni v K. Naopak
pokud neni uzaviend, pak si mizeme za (x,)32; zvolit posloupnost bodt z K, které konverguji
k bodu mimo K. VSechny podposloupnosti budou také konvergovat k tomu stejnému bodu mimo
K a z jednoznac¢nosti limit nebudou mit limitu v K.

17. Pro (0,1) se ndm nemusi podafit najit limitu cauchyovské podposloupnosti (xx, )72 ;, protoze
tento interval neni uplny. Pro (0, 00) je zase problém v tom, ze délka vSech dil¢ich pulenych intervala
je stale nekonecno, takze vybérem (zn, )72, nemusime dostat cauchyovskou podposloupnost.

Pro mnozinu (0,1) U (2,3) miZeme nejdfiv vybrat jeden z intervalt (0,1), (2,3), v némz lezi
nekone¢no bodi nasi posloupnosti (z,,)5%;, a na tento interval a téchto nekone¢no bodu pouzit
Bolzanovu—Weierstrassovu vétu.

18. Necht (25)52; je posloupnost bodu v K. Protoze mnozin K1, ..., K je koneény pocet, musi
existovat K, j € {1,...,m} takova, ze v K; lezi nekonecno bodt nasi posloupnosti. Ozna¢me jako
(Tny )52, = (Yk)72, ty body lezici v K. Protoze K je kompaktni, mizeme vybrat podposloupnost
(yk[ )2, konvergujici k y € K; C K. To je ale zaroven zase podposloupnost posloupnosti (zn)52
(konkrétné néjaky vybér z podposloupnosti (xn, )72 ), takze jsme ukazali, ze K je kompaktni.

Sjednoceni nekone¢na kompakti uz kompaktni byt nemusi — napiiklad sjednoceni uzavienych
intervalt (—n,n) dava nekompaktni R, nebo v nekoneéném diskrétnim prostoru {z1,z2,...} jsou
jednoprvkové mnoziny x, kompaktni, ale jejich nekonec¢né sjednoceni ne.

19. Nalezneme a € M a r > 0 takové, ze A C Ur(a). Pro € A bud x lezi v A, naéez p(z,a) <
r <r+1, nebo x € JA, nacez lze najit y € A vzdalené od x nejvyse 1. Pak ale

p(z,a) < p(z,y) + p(y,a) <1+

Tedy kazdy bod hranice A je vzdalen od a nejvyse o r + 1, takze A C Ury1(a).
20. Definujme na R3 funkeci f(z,y, z) = 22 +2y%+322—1. Pak lze mnozinu K (ktera je elipsoidem)
psat jako

K ={(z,y,2) €R® | f(z,y,2) = 0} = f ' ({0}).
Protoze {0} je uzaviend mnozina v R a f je spojitd funkce (je to soucet nékolika funkci typu
g(x) = x2, jejichz spojitost jsme piimo ukazovali), musi byt K uzaviena podle cviéeni 6.

Nyni ukdZeme omezenost K. Pro bod (z,y,z) € K mizeme odhadovat jeho vzdélenost od
pocatku jako

p2((,9,2),(0,0,0))* =2 + 4% + 22 <a? + 22 + 322 = 1,
takze K C U1((0,0,0)).

Protoze K je uzaviena a omezena podmnozina R3, je jiz dle Heineovy—Borelovy véty kompaktni.
21. Mnozina A (ktera je dvojkuzel) obsahuje celou ptimku {(t,t,tv/2) | t € R}, takZe neni omezena
— jakkoliv velky polomér r > 0 zvolime, stejné budou v A lezet body (—r, —r, —7v/2) a (r,r,rv/2),
které jsou od sebe vzdilené vice jak 2r, takze A nebude uzaviend v zadné kuli¢ce o poloméru r
(s libovolnym stfedem). ProtoZze A neni omezend, nemiize byt ani kompaktni.
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Metrické prostory lll — Metricka vSehochut

Mily priteli,
vitdme T€ u posledniho dilu letosniho seridlu metrickych prostori. V tomto dilu budeme hlavné
resit priklady, ackoliv se najde i nékolik tvrzeni a vét.

Jak jsme slibovali minule, hlavné si ukazeme, ze spojité funkce na kompaktech nabyvaji nejmen-
Sich a nejvétsich hodnot a co vSechno z toho plyne. Specialné zjistime, ze takové funkce lze ptirozené
méFit, a prozkoumame vznikly novy metricky prostor. Sméle do toho!

Maxima a suprema

Nez se dostaneme k vété o nabyvani extrému pro spojité funkce, budeme si muset trochu zobecnit
pojmy maxima a minima tak, aby se ndm dobie pracovalo s nekone¢nymi mnozinami. Ujasnéme
si, co ze je to maximum mnoziny:

Definice 1. Necht A C R je mnoZina. Cislo m € A nazveme mazimem mnoziny A, pokud a < m
Va € A. Nazveme ho minimem mnoziny A, pokud a > m Va € A.

Maxima jsou Ti pravdépodobné dobfe znamé. Bohuzel maxima maji jeden zasadni problém:
Priklad 2. Existuji mnoziny A C R, které nemaji maximum.

Reseni. Naptiklad otevieny interval (0, 1). Jedni¢ka neni maximem, protoze nelezi v mnoziné, pro
cokoliv mensi nez 1 zase bude existovat néjaky mali¢ko vétsi prvek, ktery lezi v (0,1) — pro z < 1
x+1

napifklad aritmeticky pramér £3= € (0,1).

Na stiedni skole je tento nedostatek maxima snadné prehliZet, protoze plati nasledujici:
Cvicéeni 1. Kazda koneénd mnozina A C R ma maximum.

Jsou dva duvody, pro¢ mnozina A C R nemusi mit maximum — muze se stat, Ze prvky A jsou
libovolné velké, nebo ze prvky A jsou sice shora omezené, ale zadna takova mez nelezi v A. Pokud
jsou prvky A libovolné velké, nema moc smysl snazit se maximum zobecnit. Ve druhém pripadé se
ale o to muzeme pokusit — nasi snahou je Fict, ze tfeba otevieny interval v pfikladu 2 sice maximum
nema, ale stejné je pro néj hodnota 1 specidlni — je to jakési ,,zobecnéné maximum* intervalu (0, 1).
Odrazme se od omezenosti:

Definice 3. Méjme mnozinu A C R. Cislo s € R nazveme horni mez{ mnoziny A, pokud viechny
prvky A jsou mensi nez s, tj. Va € A : a < s. Obdobné dolni mez je ¢islo takové, ze vSechny prvky
A jsou vétsi nez toto ¢islo.

Horni mez pro shora omezenou mnozinu A z definice existuje. Na druhou stranu ale neni urcena
jednoznacné. Libovolné ¢islo vétsi nez néjaka horni mez je totiz také horni mez. Jde prosté o néjakou
hodnotu, kterad shora ohranicuje, jak velké prvky dané mnoziny vibec mohou byt. Plati vsak pékné
pozorovani, ze maximum je jednoduse horni mez, kterd je zaroven prvkem mnoziny. Nase zobecnéné
maximum také bude jista specidlni horni mez mnoziny.
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Pohadka 4. V PraSestdnu se stavi novd Skolka. Bude tam dochdzet nekoneéno déti a kaZdé
z nich md néjaké poradové cislo. Stavbyvedouct si vsiml, Ze n-té dité je vysoké presné 2 — % metru.
Jak vysoké musi postavit dvere, aby se do nich kazdé dité veslo, ale zdroven byly co nejnizsi mozné?

Odpovéd je 2 metry. Zdavodnéni je prosté: Kazdé dité je urcité velké nejvysSe 2 metry, tedy
vSechny dvefmi projdou. Zarovenn pokud by stavbyvedouci postavil dvefe nizsi nez 2 metry, pak
nékteré dité dvefmi neprojde. VSimnéme si, ze kdyby méla mnozina vysek déti maximum (tedy né-
které dité bylo vyssi nez vSechny ostatni), pak by stacilo postavit dvere do vysky tohoto nejvyssiho
ditéte. Ale i pfesto, ze zddné maximum neexistuje, tak lze zvolit vysku dvefi, kterd vyhovuje pod-
minkam. Dokonce at by vysky jednotlivych déti vypadaly jakkoliv, pokud by byly shora omezené,
tak vyska dvefi vyhovujici pozadavkim pujde vzdy zvolit. Této vysSce se Fikd supremum vysSek
jednotlivych déti a jde o jakési ,vylepsené“ maximum, protoze v redlnych éislech existuje vzdy,
zatimco maximum jen nékdy.

Definice 5. Necht A C R. Realné ¢islo s nazveme supremem mnoziny A, pokud zaroven plati:

(1) s je horni mezi mnoziny A;
(2) kdykoliv s’ je horni mezi A, pak jiz s < s’.

Supremum muzeme chapat jako nejmensi z hornich mezi. Vlastnost (2) se ¢asto pouziva jinak:
Lze také Fict, Ze pokud je s’ < s, pak musi existovat a € A takové, %e s’ < a. Neboli , supremum
je takovd horni mez s, zZe kdykoliv se posuneme jakkoliv mdlo pod s, tak uz budeme pod néjakym
prvkem v A.“

Tento mezistupen mezi maximem na jedné strané a obecnou horni mezi na strané druhé kombi-
nuje hezké vlastnosti obou téchto péla. Tak napiiklad stejné jako pro maximum plati jednoznacnost
suprema:

Tvrzeni 6. Kazda neprazdna podmnozina R ma nejvyse jedno supremum.

Dikaz. Predpokladejme, Ze s1 a sz jsou suprema mnoziny A C R. Podle vlastnosti (1) z definice
suprema je s1 horni mezi A, takze podle vlastnosti (2) pro supremum sz musi s2 < s1. Obdobné
s2 je horni mezi A, tedy dle vlastnosti (2) pro supremum s; musi s1 < s2. Tato suprema jsou si
proto jiz rovna. O

Supremum mnoziny A znac¢ime sup A. Ukazme nyni, Ze se vazné jedna o zobecnéni maxima:
Tvrzeni 7. Maximum m mnoziny A je zdrovern i jejim supremem.

Dukaz. 7 definice maxima mame ihned, ze m je horni mezi A. Pro libovolnou horni mez s mnoziny
A musi specialné m < s, protoze m lezi v A. Tedy m je nejmensi horni mezi A, a tedy supremem A.

O
Cviéeni 2. Dokaz, ze mnozina A = {1 —1/n | n € N} mé supremum 1.
Analogicky, jako jsme zobecnili maximum na supremum, se di zobecnit minimum.

Definice 8. Necht A C R. Realné ¢islo d nazveme infimem mnoziny A, pokud zaroveri plati:

(1) d je dolni mezi mnoziny A;
(2) kdykoliv d’' je dolni mezi A, pak jiz d > d'.

Je sice uziteéné umét mluvit jak o supremech, tak o infimech, ale jedno se d4 na druhé snadno
prevést, takze v tomto dilu seridlu budeme typicky mluvit o maximech a supremech. Konkrétné si
muze$ rozmyslet, ze pro mnozinu A C R plati inf A = —sup(—A), pokud sup(—A) existuje, kde
—A = {—=z | z € A} jsou jednoduse opa¢né hodnoty &isel z A. Timto vztahem suprema a infima
se da napriklad velmi snadno ukézat, Ze infimum existuje nejvysSe jedno nebo Ze minimum A je
automaticky infimem A. Dale proto budeme pracovat hlavné se supremy.

UziteCna vlastnost suprema A je, ze ackoliv nemusi lezet pfimo v A, vzdy lezi na hranici A.
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Tvrzeni 9. Necht A C R md supremum. Pak existuje posloupnost (z)52; prvkua z A spliujici
lim x,, = sup A.

Dikaz. Pro kazdé n prirozené se podivime na hodnotu sup A — 1/n. To uz neni horni mez A,
takZe nalezneme x, € A takové, Ze xn, > sup A — 1/n. Tim vytvoiime posloupnost (rn)5%; Cisel
z A, pro kterou plati nerovnosti

1 1
sup A — - < Zn SsupA<supAJr;7

kde vyuzivdme, Ze supremum je horni mezi A. Plati proto |z, — sup A| < 1/n, a protoze prava
strana konverguje k nule, musi i leva strana konvergovat k nule, neboli lim xz,, = sup A. O

Cviceni 3. Umis zaridit, aby v tvrzeni 9 byla posloupnost rostouci?

Cviceni 4. (Vztah suprema a limity) Necht (2,)5%; je neklesajici posloupnost redlnych cisel.
Dokaz, ze lim z,, = sup{zn, | n € N}, pokud alesponi jedno z nich existuje.

a
lim z,, = sup{z, | n € N}
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Zatim jsme si jen ukézali, Ze supremum je o néco obecnéjsi pojem nez maximum ve smyslu, ze
kazda mnozina s maximem ma i supremum, a Ze existuji mnoziny bez maxima se supremem. Neni
zatim jasné, jestli jsme si néjak moc pomohli — mohlo by se stat, ze stale vétsina shora omezenych
realnych mnozin A neméa ani maximum, ani supremum. Nastésti tomu tak vibec neni, jak pravi
nasledujici dulezita véta.

Véta 10. (Vlastnost suprema mnoziny redlnych cisel) Necht A je libovolnd neprdzdné shora
omezena podmnozina redlnych ¢isel. Pak existuje redlné supremum mnoziny A.

Tuto vétu dokazovat nebudeme. Opira se totiz pfimo o podstatu redlnych ¢isel — je mozné redlna
¢isla definovat tak, ze na rozdil od raciondlnich ¢isel spliuji vlastnost suprema. Toto je pak jedno
z moznych alternativnich zavedeni redlnych ¢isel vedle uplnosti R, kterou jsme diskutovali kolem
véty 6 v druhém dilu seridlu. Uplnost a vlastnost suprema maji velmi t&sny vztah, stejné jako jsou
obecnéji tizce provazané limitni prechody a suprema.

Cviceni 5. Ukaz, ze existuje A omezend podmnozina raciondlnich éisel Q takovd, ze A nemé
racionalni supremum.

Cvideni 6. Necht A je mnozina a f,g : A — R jsou funkce. Pfedpokladejme, Ze existuji readlna
sup,e 4 f(x) asup e 4 9(x), kde sup,¢c 4 f(x) = sup f(A) (tj. supremum obrazu mnoziny A). Dokaz,
ze plati

sup (f(z) + g(x)) < sup f(x) + sup g(z).

TEA z€A z€A

Uloha 1. Najdi supremum mnoziny {sinn | n € N}.
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Mozna Ti v definici suprema pfijde omezujici podminka, Ze mnozina musi byt shora omezena.
Neékdy se tento problém fesi tim, Ze si k mnoziné R pridame jesté prvek oo, ktery je vétsi
nez vSechna realnda ¢isla. Tim ndm odpadne podminka na omezenost shora. A pokud pfidame
jesté prvek —oo (ktery je mensi nez vSechna redlna ¢isla i co), odpadne ndm i podminka na
neprazdnost (supremum préazdné mnoziny bude —oo). V tomto rozsifeném R tedy tplné kazda
mnozina mé supremum i infimum. To je péknda vlastnost a strukturam, které ji splnuji, se rika
uplné svazy. V§imni si, ze pojmy supremum a maximum se divaji jen na to, které prvky jsou
vétsi nez jiné a nijak nepracuji s operacemi, které R ma, jako je nasobeni, s¢itani a déleni.
Rozsifenim R o nekonec¢na sice ziskdme suprema vSech mnozin, ale zase ztratime definovanost
nasich operaci, protoze tfeba co — co nejde moc dobfe dodefinovat.

Nabyvani extrémii

Pii praci s funkcemi se velmi hodi, kdyz funkce f : A — R na svém definiénim oboru nabyva
extrému (tedy maxima ¢i minima). Nicméné ne vSechny funkce nabyvaji svého maxima: Napriklad
f(z) = z na R svého maxima ani minima nenabyva, nebot f(R) =R je neomezena.

Stejné tak se muze stat, ze f ma na svém defini¢nim oboru supremum, ale této hodnoty ne-
nabyvé, tedy se nejednd o maximum — napiiklad klasickd hyperbola f(z) = 1/z na (—o0,0) ma
supremum 0, nebot pro hodné zdporna = je 1/x malé, ale stéle zaporné ¢islo, nicméné nikdy neni
1/x =0.

Jeden ze zpusobi, jak zarudit, ze funkce nabyva svého maxima, je omezit se na spojité funkce
na kompaktnim defini¢nim oboru. Vsimni si, Ze ve znéni véty neni o supremech ani zminka. Pouziji
se totiz az v dikazu véty a hraji tam dulezitou roli — bez vlastnosti suprema R, pripadné tplnosti
R, by dtkaz takto neprosel.

Véta 11. (O nabyvani maxima) Necht (K, p) je neprédzdny kompaktni metricky prostor a funkce
f+ K — R je spojita. Pak existuje bod x* € K, v némz f nabyva maxima, tzn. pro libovolné x € K
plati f(z) < f(a*).

Dikaz.  Zkusime nejdfiv najit maximalni hodnotu f na K, a az pak samotny bod x*, ve kterém
f této hodnoty nabyva. Pfirozenym kandidatem na maximélni hodnotu f je supremum mnoziny

f(K)={f(z)|ze K} CR.

Nejdfiv si rozmysleme, pro¢ by tato mnozina méla supremum mit. Protoze je to podmnozZina
redlnych éisel, vime, Zze supremum f(K) bude existovat, pokud bude f(K) shora omezena.

Na konci minulého dilu seridlu jsme si dokazali vétu o spojitém obrazu kompaktu — ta nam
v tomto ptipadé Fika, ze f(K) je kompaktni v R, nebot K je kompakt a f je spojita funkce. Pokud
je ale f(K) C R kompaktni, pak vime, Ze jiz musi byt omezena. Tudiz m4 v redlnych &islech opravdu
supremum, ozna¢me ho s = sup f(K).

Nyni zkusme najit bod z*. ProtoZe s je supremum f(K), miZzeme diky tvrzeni 9 najit posloup-
nost (yn)$2; bodu z f(K), kterd k s konverguje. Navic ke kazdému y,, existuje néjaké z, € K
takové, ze f(zn) = yn (jinak by y, € f(K)).

Mame tak novou posloupnost (z5,)52; bodu z K, kterd nam bohuzel zatim k ni¢emu nekonver-
guje, ackoliv lim f(zy,) = s. To snadno vyfesime kompaktnosti K: Prosté vybereme podposloupnost
(zny, )52, majici limitu 2* € K. Pro podposloupnost stale plati lim f(xy, ) = s. Zaroven ale ze spo-
jitosti f a Heineovy véty nyni musi platit lim f(zn, ) = f(z*).

Jednoznac¢nost limity ndm tim padem ¥ikd, ze f(z*) = s. A protoze s je supremem mnoziny
f(K), musi pro kazdy bod z € K platit f(z) < s = f(z*). O
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Vétu jesté trosku zesilime — bézné se totiz stava, ze f : M — R je spojita, ale poc¢atecni volba me-
trického prostoru M neni kompaktni. Nabyvani maxima ale stejné pujde pouzit za pfedpokladu, ze
mnozina ,,potencialnich bod maxima“ je kompaktni. Tim myslime, Ze pokud naptiklad v néjakém
bodé z¢ plati f(xzo) = 1, pak nema smysl hledat maximum v bodech z, v nichz f(z) < 1.

Dusledek 12. (Silngjsi nabyvani maxima) Necht (M, p) je metricky prostor a funkce f : M — R
Jje spojita. Necht existuje ¢islo d € R takové, ze mnozina Kqg = {x € M | f(z) > d} je neprazdna
a kompaktni. Pak f na M nabyva svého maxima a vSechny takové body nabyvani lezi v Kg4.

Dukaz. Funkce f je na kompaktu K, spojita, takze zde nabyva svého maxima, feknéme v bodé
z* € Ky. Pak pro libovolny bod z € M \ K plati f(z*) > d > f(x) z definice K4. Tedy zadny bod
mimo Ky nemuze byt bodem maxima f. To navic ukazuje, ze * je nejen bodem maxima na Ky,
ale dokonce na celém M. O

Analogicky spojité funkce na kompaktech nabyvaji svych minimélnich hodnot, tedy dohromady
svych extréma, tj. maxim i minim. Dusledek o silnéjsim nabyvani minima pak vyzaduje omezeni se
na neprazdnou a kompaktni mnozinu

Ki={ze M| f(z) <d}

potencialnich bodi minima.
Cvicéeni 7. Najdi funkci f: M — R takovou, ze
(1) (M, p) je metricky prostor, f je spojita a f nenabyva svého maxima;

(2) (M, p) je kompaktni metricky prostor, f neni spojitd a f nenabyva svého maxima.

Jako prvni vyuziti nabyvani extrému si ukadzeme jakousi alternativu Banachovy véty o kon-
trakci. Zeslabime pozadavek na kontrakci, ale za cenu zesileni predpokladu na metricky prostor —
v Banachové vété jsme pozadovali pouze Uplnost, ted budeme potfebovat kompaktnost.

Tvrzeni 13. (Pevny bod neexpanzivniho zobrazeni) Necht (K, p) je kompaktni metricky prostor
a f: K — K spliiuje pro kazdou dvojici ruznych bodt z,y € K

p(f(@), f(y) < p(z,y).

Pak ma f na mnoziné K pravé jeden pevny bod.
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Dikaz. Definujme zobrazeni v : K — (0,00) jako u(x) = p(f(x),:c) Ukéazeme, Ze u je spojité,
a tim budeme viceméné hotovi.
Bud tedy z € K libovolny bod a € > 0. Zvolme § = €/2. Pak pro y € Us(x) plati

p(f(x),f(y)) < p(x,y) <é= 5/2

diky pfredpokladu na zobrazeni f (pfitom pro x # y je prvni nerovnost ostra, zatimco pro z = y
jsou obé strany nulové). Diky trojihelnikové nerovnosti nasledné plati

u(x) — u(y) = p(f(x),2) — p(f(¥),y) < p(f(@), FW) +p(f (W), y) + ply,x) — p(F(y),y) =

g £
:p(f(x)vf(y))er(y,x) < §+5 =e.

Stejné tak
u(y) = u(@) < p(f(v), (@) + p(f(@),7) + pla,y) = p(f(a), ) < S+ =¢,

takze celkem |u(z) — u(y)| < € a u je opravdu spojita funkce.

Protoze u : K — (0,00) je spojitd a K je kompaktni, musi existovat bod z* € K, v némz u
nabyva svého minima. Toto z* musi byt pevnym bodem f — kdyby tomu tak nebylo, tj. f(z*) # =
pak by pro tyto rizné body z vlastnosti f platilo

u(f(z7)) = p(f(f(z7)), f(z7)) < p(f(z"),2") = u(="),

takze by x* nemohl byt bodem minima u, nebot v bodé f(z*) by u bylo mensi. Tedy f(z*) = z*
a nalezli jsme pevny bod f (a zaroveii to znamend, %e v nabyva v minimu hodnoty 0).

Nakonec dokézeme jednoznacnost — necht je £ € K pevnym bodem zobrazeni f, a pro spor
navic plati * # Z. Protoze jsou pevné body rtzné, plati z vlastnosti f

p(m*,i) = ,D(f(x*)7 f(i‘)) < p($*,i‘)7

coz je kvuli ostré nerovnosti spor. Tedy f ma pravé jeden pevny bod na K. O

Cviceni 8. Ukaz, ze funkce f : (1,00) — (1,00) dana jako f(z) = x + 1/x spliiuje pro kazda
x,y € (1,00) vztah |f(z) — f(y)| < |z — y|, ale f neni kontrakci.

Dalsim péknym vyuzitim véty o nabyvani extrému je existence nejbliz§iho bodu mnoziny k da-
nému bodu v prostoru.

Priklad 14. Necht F je neprdzdna uzavienda podmnozina v R"™ a a € M. Pak existuje p € F
majici v F' nejmensi vzdalenost od a.

Reseni. Definujme funkci f(z) = p(a,z) pro € F. Budeme chtit vyuzit véty o nabyvani extrém,
takze se bude hodit ukédzat spojitost f a omezit se na néjaky kompakt. Podivejme se nejdfiv na
spojitost. V§imneme si, ze pro z,y € F trojihelnikova nerovnost dava

p(z,a) — p(y,a) < p(z,y) + p(y,a) — p(y, a) = p(z,y)

a stejné tak
p(y,a) — p(z,a) < p(y,z) + p(z,a) — p(z,a) = p(z,y),

takze |f(z) — f(y)| < p(z,y). Jak jsme jiz n&kolikrat vidéli, z takového odhadu jiz plyne spojitost
f —proz € F ae > 0 libovolné staci zvolit § = e.

Nyni se omezime na kompakt. Zvolime polomér r > 0 dost velky tak, aby K = F' N By(a) byla
neprazdnd mnozina. Protoze protindme uzavienou F' s uzavienou kouli, je vysledna mnozina K jiz
uzaviend i omezend, a tedy podle Heineovy-Borelovy véty kompaktni. Navic minimum f na K se
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bude shodovat s minimem f na F, protoze pro body « € F'\ By(a) je vzdilenost  od a vétsi nez
r, takze v nich minimum nebude.

Protoze f je spojita funkce na kompaktu K, nabyva tak svého minima. Ozna¢me bod nabyti
jako p € K C F. Diky tomu, jak jsme zadefinovali f, je p zfejmé hledany bod nejmensi vzdalenosti
aod F.

Cvic¢eni 9. Najdi v R™ nepréazdnou mnozinu A a bod a € R" takové, ze v A bod s nejmensi
vzdalenosti od a neexistuje (vzhledem k eukleidovské metrice).

Cviceni 10. Nechf B1(0) je uzaviend koule v R? v eukleidovské metrice a a je bod nelezici
v B1(0). Existuje nejblizsi bod v B1(0) k a jenom jeden? Co v pfipadé koule B1(0) v maximové
metrice?

Cviéeni 11. Ukaz, ze pokud f je kladnd redlnd spojitd funkce definovand na (0,1), pak je funkce

1 omezena.

f
Cviéeni 12. V roviné je ddno n bodu A1 = (z1,91),-..,An = (Tn,yn). Dokaz, Ze existuje bod
G, ktery ma v sou¢tu od bodu Ay, ..., A, minimalni vzdalenost.

Uloha 2. V roviné je ddno n bodit 41 = (21,91),. .., An = (Tn, yn). Doka, %e existuje ptimka’
p C R2, kterd nejlépe aprozimugje body A1, ..., A, ve smyslu, Ze tyto body maji soucet kolmyjch
vzdalenosti od p nejmensi mozny.

Na nésledujicim pfikladu si ukdzeme zpusob, jak lze hledat maxima funkce f. Je zalozeny na
tom, Ze pokud vime, Ze bod maxima musi existovat, a zaroven se nam podafi o vétSiné bodu
ukdazat, ze v nich maximum neni, tak bodem maxima uz musi byt jeden z téch bodu, které zbyly,
aniz bychom pro néj museli maximalitu slozité ovéfovat. Ukazat o bodu, ze neni bodem maxima,
byvéa totiz snazsi nez dokazovat opak — stac¢i prosté najit dalsi bod, ktery funkéni hodnotu f zvysi.
Sice je néasledujici pfiklad spis ilustracni, ale tato metoda umi byt velmi uzite¢nd, jak uvidime za
timto prikladem v dal$im prikladu a rdmecku.

Priklad 15. Urdi, jaky je maximalni obsah obdélniku s obvodem 20.

Reseni. Budte z, y kladné délky stran obdélniku. Zajimaji nas obdélniky spliiujici 2(x + y) = 20,
neboli z +y = 10, z ¢ehoz lze obsah psat jako S = zy = z(10 — z), tj. jako funkci jedné proménné,
kterou je délka strany x.

IHledani takové pfimky je uziteéné a jedna se o problém linedrni regrese.
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Bud z # 10/2 = 5. Pak x a y jsou rizné ¢isla, feknéme, ze « > y. Podivejme se, co se stane,
kdyz = zmensime o néjaké kladné € a y adekvatné zvysime pro zachovani obvodu. Obsah se zméni
jako

S'=@—¢)- (10—z+e)=x(10—2) + e — (10 —z) —e? = S + (22 — 10 — ¢),

kde S’ oznacuje novy obsah pro délku strany x — ¢ a S oznacuje stary obsah pro délku strany x.

Protoze x > y a plati z +y = 10, musi byt 2z > 10. Tim padem pro dostatecné mala € > 0 plati
2z — 10 — € > 0, takze pro takova ¢ je S’ > S, nebot pfi¢itame kladnou hodnotu e(2z — 10 — ¢).
Tim, Ze jsme trosku zmensili hodnotu z a zvétsili hodnotu y, jsme zvysili obsah obdélniku, pficemz
obvod zustal nezménén. Tudiz obdélnik se stranami & > y nemd maximalni obsah. Analogicky
obdélnik se stranami z < y nemiize mit maximalni obsah.

Pokud tedy obdélnik s maximalnim obsahem existuje, musi to byt pfipad x = y, neboli kdyz je
obdélnik ¢tvercem o délce strany 5. A to, Zze maximum existuje, plyne z véty o nabyvani maxima,
v tomto pfipadé pro spojitou funkei f(z) = (10 — =) na kompaktu (0, 10). Tudiz maximalni obsah
obdélniku s obvodem 20 je roven 52 = 25.

T —¢
€ AS.
c +
y+e
y|AS_ ASy > AS_
T
Priklad 16. (AG nerovnost) Dokézeme, Ze pro nezaporna realna ¢isla a1, a2 ..., an plati
ar+---+a
i S > a1 -an,
n
pfi¢emz rovnost nastava pravé kdyz jsou si vSechna a; rovna.
Reseni. Necht jsou nezaporné realné hodnoty az, ..., a, ddny a oznaé¢me levou stranu dokazované
nerovnosti jako a a pravou jako 7. Pro nezdporné proménné x1,...,z, definujme funkce
1+t @
Awyyan) = I G wa) = Y,
tedy specidlné A(ai,...,an) = a a G(ai,...,an) = 7.

Definujme mnozinu
Q={zeR" | A(z1,...,2n) =, Vi € {1,...,n}: x; >0},

tedy v Q jsou ty n-tice (z1,...,2n), které jsou nezadporné a davaji aritmeticky pramér o. N&s
postup bude ukdzat, ze G na Q nabyvd maxima «. Protoze specidlné (ai,...,an) lezi v Q, bude
z toho plynout, ze a > G(a1,...,an) = 7.
Mnozina 2 je kompaktni: Pfedné je Q2 uzaviend, protoze se jednéd o prunik uzavienych mnozin
{z; >0},i€{1,...,n} a {& € R" | A(z) = a}, které lze psat jako vzory uzavienych mnozin pii
8



spojitych zobrazenich, napf. posledni mnozina je A~1({a}). Dale je Q omezen4, nebof pro = € Q
je
i+ + 22 < (x4 +an)? =na?,

kde prvni nerovnost plati roznasobenim pravé strany diky nezapornosti z; a druhé rovnost z definice
mnoziny Q. Tim padem kazdy bod €2 je vzdalen od nuly nejvyse na, takze je 2 omezené. Dle
Heineovy—Borelovy véty je Q kompaktni.

Navic je funkce G spojitd na Q (souéin spojitych funkei je spojitd funkce a odmocniny jsou
spojité na svych defini¢nich oborech), takze dle véty o nabyvani extrémi ma G na Q bod maxima.

Nyni ukdzeme, ze v bodé maxima G na €2 musi byt z; = --- = x,,. Pfedpokladejme, ze z € Q
toto nespliiuje, tj. existuji k # ¢ takové, ze 3, > xp. Zkusme bod z zperturbovat do bodu z’ jako
T — € a xy + €, ostatni souradnice zustanou nedotceny. Pro dostatecné malé kladné € bude stéle
z — & > 0 (xzx musi byt kladné a nemize byt pfimo nula, jinak by nemohlo z; byt jesté mensi nez
z ). Navic takto zménéné soufadnice stale spliuji A(z’) = a, takze =’ € Q.

Pro zkraceni zapisu pouzijeme souéinovou notaci x1 -z - - Tp = H?:l z;, a konkrétné Hi;ék,z z;
znamenad, Ze nasobime vSechna z; kromé xj a xy. V bodé z’ se hodnota funkce G' zméni jako

(G(a")" = (zk — &) (ze +e) - H T = TRTy H ) H i +exy H z; — €2 H T =

ik, 0 ik, 0 ik, 0 i£k,0 ik, 0
*Hl?z-l—é Ty — T —€) HﬂCZf ) +e(zp —xp—€)- Hivz
i=1 ik, 0 i#k, L

Protoze jsme predpokladali x; > xy, lze volbou dostate¢né malého £ > 0 zajistit, ze xp —xy—e > 0.
Pak bude cely ¢len e(zy — ¢ —¢€) - [],.41, o s kladny, a tedy G(z') > G(z). Ukazali jsme, ze pokud
z € Q nemd vSechny soutradnice stejné velké, potom existuje bod z’ také lezici v Q, ktery zvysi
hodnotu G. Tudiz G nemuze nabyvat maxima v bodé s nestejnymi soufadnicemi.

Pritom ale G na Q maxima nabyva, takZe to jiz musi byt v bodé z € Q, kde 1 = x5 = = Tn.
Z podminky o = A(z) = (ml + -+ ) vychdzi, ze spoleéna hodnota souradnic musi byt T; = Q.
Maximum G na Q tak je

G(z) = G(e, ... =Va-a--a=oa
max (z) (ay..., ) a-a-a=aw

Nakonec pro pivodni zvoleny bod diky (a1,...,an) € Q plati, ze

Aa1,...,an) = a =maxG(z) > G(ai,...,an) =7,
e

coz jsme chtéli dokazat.

oha 3. nerovnost okaz pomoci nabyvani extrému, ze pro redlné ai,...,an a b1,...,bn
Uloha 3. (CS Dokaz i nabyvani ému, 7 alna b b
plati

(a1b1 +agba + -+ anbp)® < (af + a3+~ +ap) - (BT +05+--- +b3)

(pro snazsi praci klidné predpokladej nezdpornost a; a b;).



Slavna zdkladni véta algebry ¥ika, ze kazdy nekonstantni polynom P(z) = anz™ +---+ a1z +
ap s komplexnimi koeficienty mé komplexni kofen zg € C. Naznacdime, jak se tato véta da
dokazat s vyuzitim véty o nabyvani minima. V tomto ramecku predpokladame, ze jsi uz nékdy
komplexni ¢isla vidél(a). Specialné budeme potfebovat znalost odmocnin z jednicky, konkrétné
goniometrického nebo exponencialniho tvaru komplexnich ¢isel, pomoci nichz umime v C fesit
rovnice typu az® = b pro a, b komplexni nenulovéa &sla a k pfirozené &islo.

Dale potfebujeme absolutni hodnotu komplexniho ¢isla a znalost, ze C s metrikou pc(z,y) =
| — y| tvofi metricky prostor. Z hlediska metrického lze ale komplexni ¢éisla a + bi dobfe chapat
jako rovinu R? s eukleidovskou metrikou pg, nebot pc(a + bi,c + di)? = (a — ¢)? + (b — d)?
pz((a, b), (c, d))2. V takto chapaném metrickém prostoru C napfiklad plati Heineova—Borelova
véta.

Necht je tedy P(z) = anz™ + - - - + a1z + ap nekonstantni, a; € C. Bude nas zajimat chovani
spojité funkce ¢(z) = |P(z)|, ¢ : C — R. Prvni krok dikazu je ukazat, ze pokud zvolime
dostatecné velky polomér r > 0, pak ¢ bude mimo uzavienou kulicku B;(0) uz vSude velké,
v analogii s tim, ze kazdy nekonstantni redlny polynom pro velké argumenty ,utikd do £oo“.
Zde ,vsude velké* znamend, Ze existuje konstanta C' > 0 takovd, ze ¢(x) > C pro = ¢ B (0),
a zéroven v né&jakém bodé y € B (0) je o(y) < C.

Pak mnozina K¢ = {z € C | ¢(z) < C} je podmnozinou B;(0) a z analogie Heineovy—
Borelovy véty pro C se ukaze, ze K¢ je kompaktni. Podle varianty dtsledku 12 pro minimum
musi v K¢ existovat bod xg, v némz ¢ nabyva minima.

Druhym krokem diikazu je dokazat, ze p(zo) = 0. Myslenkou je ukdzat, ze kdyby ¢(zo) > 0,
pak by slo malym posunem ze xzop ve vhodném sméru hodnotu ¢ zmensit, coz je ve sporu
s minimalitou ¢ v zo. Pro usnadnéni #ivota zavedeme pomocnou funkci P(z) = P(x+x0), kterd
je nekonstantnim polynomem P(z) = b,z™ + - -- 4 byx + by. Déle bud @(z) = |P(x)]|, takie @
mé minimum v 0 a $(0) = ¢(zo). Ekvivalentné ukédzeme, ze $(0) = 0, neboli ze by = 0.

Necht bk je prvnl nenulovy koeficient Psco nejmensim kladnym exponentem z¥, tedy P( )=
bpx™ + - + bpz® 4 bo. Oznaéme jests r(x) = bpz™ k1 4. £ by oz + br+1, takze plati

P(z) = 2" 1r(z) + ba® + bo.
To intuitivné znamend, ze hodné blizko nuly se p ,chova jako bpzk + bo“
zptsobenou ¢leny vyssiho fadu v 2*+1r(x).
Trojuhelnikovou nerovnosti ziskdme odhad

az na malou chybu

¢(z) = |P(x)| < |bo + bpa®| + |2"+1r ().

Minimum ¢ by mélo byt ¢(0) = |bg|. V trojuhelnikové nerovnosti tvrdime, Ze druhy ¢len bude
blizko nuly zanedbatelny. Zkusme proto zmensit prvni ¢len, konkrétné tak, aby byz* = —ebg pro
e > 0. Pracujeme v komplexnich ¢islech, takze tuto rovnici lze vyresit! Pokud prevedeme by, a bg

do goniometrického tvaru jako by = |by|e’® a by = |bg|e*?, tak tieba z = /e l‘bol ei(m+p—o)/k
je fesenim, nacez

B(x) < [bo — "bo| + [e" T R(e)| = [bo| — " (|bo| — | R(e))),

kde ¢|R(¢)| umi byt pro dostate¢né mala e libovolné malé, nebot R je komplexni polynom, tj.
na okoli nuly je |R| omezena.

Pro dostate¢né mald e tak bude |bo| > €|R(¢)|, a tudiz @(z) < |bo|, coz je spor s minimalitou
#(0) = |bo|. Jediny zptlisob, jak spor nenastane, je, ze bp = 0, protoze v takovém p¥ipadé nase
volba x jako feSeni byz® = —eby bude taky nula. Pak je ale |P(z0)| = ¢(x0) = $(0) = 0 a nasli
jsme kofen polynomu P.
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Funkce jako body

Véta o nabyvani extrémi nadm umoznuje podivat se na zajimavy novy typ metrickych prostora,
které pro jednou nebyvaji R™ s eukleidovskou metrikou. Jedna se o prostor spojitych funkci na
kompaktu. Jak ndzev napovida, nejdiiv zvolime néjaky kompaktni prostor (K, p) a zavedeme mno-
zinu

C(K)={f:K —R| f je spojitd},
tedy body nového metrického prostoru budou funkce.

Dvé spojité funkce f,g : K — R budeme méfit tak, ze se podivame, jak se jejich funkéni
hodnoty maximélné odlisuji. Jinymi slovy nés zajima maximalni hodnota |f(z) — g(z)| pro = € K.
Takovéto maximum opravdu existuje pravé proto, ze funkce f, g i |z| jsou spojité, takze funkce
h(z) = |f(z) —g(z)| je také spojita a na kompaktu K nabyva maxima. Takto definovand vzdalenost
funkci f a g opravdu spliiuje axiomy metriky.

Definice 17. Bud (K, p) kompaktni metricky prostor. Mnozinu vSech spojitych funkci f : K — R
znacime C(K). Na této mnoziné definujeme supremovou metriku dvou funkci f, g € C(K) jako

poo(fr9) = max |f(z) — g(=)].

Cvigeni 13. Ukaz, e pro kompaktni metricky prostor (K, p) je (C(K), poc) také metricky prostor.
Prostor (C(K)7 poo) déavé zajimavy novy zpusob, jak pfemyslet o (spojitych) funkcich geomet-
ricky — jsou to zase jen body, mezi nimiz lze rozumné mérit vzdalenosti, mluvit o blizkosti funkci
a kreslit si obrazky s kulickami. Navic ma C(K) tu hezkou vlastnost, Ze v ném, narozdil od obecnych
metrickych prostort, lze s¢itat i ndsobit, nebot spojitost se pii téchto operacich zachovava.
Ptiklad 18. Necht f: (0,1) — R je dana jako f(z) = z2. Ukaz, Ze v kulicce Uy (f) lezi funkce
g(z) =z, x € (0,1) a ze nulova funkce 0(xz) = 0, = € (0,1) lezi na hranici Uy (f).
Resend.
Funkce h(z) = |f(z) — g(x)| = |22 — x| se na intervalu (0, 1) rovna h(x) = x — 22, nebof pro
x € (0,1) plati 22 < . Tato funkce je kvadratickd s maximem h(1/2) = 1/4, jak lze vidét z doplnéni
na ctverec )
h(m):m—mQ:l— (:c—l> .
4 2
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Tim paddem poo(f,9) = 1/4 < 1, takze g € U1(f).
Hranice koule Ui (f) je, jako v kazdém metrickém prostoru, ddna sférou

OUL(f) = {p € C(K) | poo(f; ) =1},
takze staci ukazat, ze nulova funkce 0 ma od f supremovou vzdélenost 1. To plati, protoze funkce

h(z) = |f(z) - 0(z)| = |o* — 0] = 2*

mé na (0,1) maximum k(1) = 12 = 1, takze opravdu peo(f,0) =1 a 0 € dU1(f).

-1

Abychom méli i geometrickou piedstavu, tak kouli Uy (x2) v C({(0,1)) si lze predstavit tak, ze se
jedna o oblast mezi grafy funkci 2 — 1 a 22 + 1 na intervalu (0, 1). Je to proto, ze v této oblasti
jsou pravé body majici svislou vzdalenost od 2 mensi nez 1. Spojita funkce ¢ pak v kouli Uy (x2)
lezi pravé tehdy, kdyz jeji graf cely lezi ve zminéné oblasti, tj. nikdy neptekroéi nad z2 + 1 ani
pod 22 — 1. TudiZ na obrazku nakreslena funkce ¢ v kouli Uy (22) lezi. To, ze nulova funkce lezi na
hranici Uy (xz) pak plyne z obrazku tak, Ze se nulové funkce v bodé 1 dotyka ,,dolnitho mantinelu
z? — 1.

Riizné volby kompaktu K dévaji rtizné se chovajici prostory C(K). Vétsinu ¢asu budeme praco-
vat s K = (0, 1), protoZe se spojitymi funkcemi na uzavieném intervalu se relativné snadno pracuje,
a pritom maji zajimavé chovani. Volba hrani¢nich bodu jako 0 a 1 je pritom cisté pro usnadnéni
vypoc¢tl a typicky by obdobné chovani mély spojité funkce na libovolném uzavieném intervalu.
Pékné véty napiiklad plati i pro volbu K jako kruznice v R? nebo sféry? v R3. V nasledujicim cvi-
éeni se podivame na volbu K jako malého diskrétniho prostoru, a uvidime, ze C(K) se v takovém
pripadé chova jako ndm znamé prostory R™.

Cviceni 14. Rozmysli si, ze pro prostor K = {1,2} s diskrétni metrikou pgjsk lze C(K) chépat
jako R? s maximovou metrikou.

2Tak napiiklad Borsukova—Ulamova véta iiké4, ze pokud a je bod v R3 a r > 0, pak pro
spojitou funkci na sféte f : OU(a) — R2 vidy existuji protilehlé body x,Z € 9U,(a) takové, ze
f(z) = f(z) (protilehlé ve smyslu, Ze pfimka dand body = a T prochézi stiedem sféry a). To se
¢asto populariza¢né popisuje tak, Zze na povrchu Zemé vzdy existuji dva protilehlé body, v nichz je
stejna teplota a tlak. Samozfejmé za predpokladu, ze teplota i tlak se na Zemi méni spojité, a se
zjednodusenim, ze Zemé je koule.
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Muze vypadat trosku zvlastné, ze metriku po nazyvame supremovou metrikou a ne maxi-
movou metrikou, kdyz ji definujeme maximem. Abychom to trosku ospravedlnili, supremovou
metriku lze ekvivalentné definovat supremem jako poo(f,g) = sup,cx |f(z) — g(x)| pro dvé
spojité funkce f, g : K — R a kompaktni metricky prostor (K, p). Definice s maximem je akorat
trochu explicitnéjsi, protoze z véty o nabyvani extrému vime, Ze pro spojité funkce f, g ono
maximum opravdu existuje.

Na druhou stranu vyuzit supremum pro definici metriky poc méa svou vyhodu, protoze s nim
lze méfit vétsi mnozstvi funkei. Naptiklad bud (M, p) libovolny metricky prostor a oznacme
B(M) jako prostor omezenych funkci na M, tj.

B(M) ={f: M — R | existuje ¢ > 0 takové, ze |f(z)| < ¢ pro vSechna z € M}.

Pro f,g € B(M) pak poo(f,9) = supyey (@) — g(a)| vidy existuje (funkee |f(z) — g(a)|
neroste nade vSechny meze, tj. je omezena a ma supremum) a lze ukazat, ze (B(M ), poo) také
tvoii metricky prostor. Zobecnéni je v tom, ze nevyzadujeme ani kompaktnost M, ani spojitost
méfenych funkci. Maxima pro takové funkce existovat nemusi, takze supremovou metriku poo
déva smysl definovat pouze supremem.

Takovéto zobecnéni je vSak za cenu toho, ze B(M) nema obecné tolik péknych vlastnosti jako
C(K). Budeme se proto vénovat pouze spojitym funkcim na kompaktu.

Uzite¢nd vlastnost prostori C(K) je jejich tplnost.
Véta 19. Pro kompaktni prostor (K, p) je prostor C(K) uplny.

Vétu dokazovat nebudeme, je to trochu pracné. Zakladni myslenka diikazu je ale takova, ze
pokud méme cauchyovskou posloupnost spojitych funkci (fn)5%;, pak specidlné pro kazdy bod
x € K je i posloupnost realnych &isel (frn(x))5L; cauchyovska. Protoze je R uplny prostor, ma
tato posloupnost limitu, tu ozna¢ime jako f(z), nebot zavisi na volbé bodu z € K. Tim vytvofime
novou funkci f : K — R, kterad je bodové definovana jako f(z) = lim (fn (x)) O této funkci je pak
potfeba dokazat, Ze je jednak spojitd, jednak Ze je limitou posloupnosti funkci (fn)$2; vzhledem
k supremové metrice. Pfitom se netrivialné vyuzije kompaktnosti K — spojité funkce na kompaktu
automaticky spliiuji jistou silnéjsi definici spojitosti (tzv. stejnomérnou spojitost) a ta se pouzije
k ukézani spojitosti f.

Protoze je prostor C(K) uplny, 1ze na ném naptiklad pouzivat Banachovu vétu o kontrakci.
Timto zptsobem je nékdy mozné fesit funkcionalni rovnice, jak ukazeme v nasledujicim prikladu.

Priklad 20. Nalezni v8echny spojité funkce f : (0,1) — R spliiujici

2f(x) 7f(g) =z.

Reseni. Rovnici pieuspordaddme jako f(x) = % - (f(z/2) + x2). Tato rovnice pfipomina hledani
pevného bodu, akorat nezndmym ,bodem“ je v tomto pripadé hledana funkce f. V kontextu met-
rickych prostort to ale neni problém.

Definujme zobrazeni T : C((0,1)) — C((0, 1)) jako

T()@) = 5 - (F@/2) +a%), z€0,1),

Zobrazeni T tedy kazdé f € C((0,1)) pfifadi novou funkci T'(f), ktera je v kazdém bodé = € (0, 1)

dana vzoreckem vyse. To, ze T(f) je taky spojitd funkce na (0,1), neni Uplné zfejmé, ale plyne

to z toho, ze funkce z2 i f(x/2) jsou spojité, takze i jejich soucet je spojity, jak jsme zmitiovali

v druhém dilu seridlu. Pfitom f(z/2) je spojitd, protoze se jednd o slozeni spojitych funkci f a z/2.
13



Nyni ukézeme, ze T je kontrakci na prostoru (C((0, 1)), peo). Pro libovolny bod x € (0,1) plati

IT(@) = T =[5 (F@/2) +27) = 3 - (9fw/2) + )| = 217(/2) - gw/2)] <

L 1
<3 e [f(y/2) — g9(y/2)| = 3 s If(2) — g(2)] <
< 5 s 1)~ 9(9)] = o (f.0),

kde jsme v tipraviach maxima nejd¥iv vyuzili substituce z = y/2, a nasledné toho, Zze maximum pfes
vé&tsi mnozinu (0, 1) bude vétsi nebo rovno maximu pres mensi (0,1/2). Pro kazdy bod z € (0,1)
jsme ukazali odhad |T'(f)(z) — T(g)(z)| < %poo(f,g), takZe uz musi platit i

poe(T()). T(0)) = max [7(7)(a) = T(@)()| < 3o (F-0).

To dokazuje, ze T' je kontrakci na prostoru spojitych funkci.
Protoze je navic C({0, 1)) tplny prostor, ma podle Banachovy véty o kontrakci zobrazeni T' pravé
jeden pevny bod, takze existuje pravé jedno spojité feseni f zadané rovnice

2f@) - f(5) ==
2
na intervalu (0, 1).

Muzeme celkem snadno tipnout, ze toto feSeni bude linedrni, tj. tvaru f(x) = axz +b. Dosazenim
dostaneme 2ax + 2b — az/2 — b = z a porovnanim koeficientl u linedrniho a absolutniho ¢&lenu
zjistime, Zze 2a —a/2=1a2b—b =0, tedy a = 2/3 a b = 0. Funkce f(z) = 2z/3, z € (0,1) je tak
jedinym spojitym feSenim zadané rovnice.

Muze se zdat, ze jsme se v prikladu vétsinu Casu vénovali nepodstatnym vécem, a pak FeSeni
nahodné tipli. Ale cely nas postup stil na tom, Ze jsme ukazali, Ze tipnout FeSeni dava smysl,
protoze existuje pravé jedno — diky existenci mélo smysl viibec tipovat, a jediny spravny tip staci
na nalezeni vSech (tj. jednoho) feSeni. V zavislosti na funkcionélni rovnici mtze byt tipnuti feSeni
ta jednodussi ¢ast, zatimco tou pracnéjsi je ukazat, Ze jiné feSeni neexistuji.

Jesté poznamenejme, Ze kdyby misto funkce x na pravé strané rovnice byla libovolna funkce R €
C(K), tak by tplné stejny postup jako v ptikladu pomoci Banachovy véty zarudil, ze funkcionalni
rovnice

2/(x) - £(3) = R()

ma pravé jedno spojité feseni f : (0,1) — R. Tedy naptiklad i o straslivostech typu
2f(xz) — f(g) = 22026 1 sin(62> + Tz) — 27

muzeme Fict, Ze existuje pravé jedna spojitd f splitujici takovou rovnici na (0,1). Tipnout feSeni
by bylo o néco nepfijemnéjsi, ale alesponn vime, ze pokud oznac¢ime

T(f)(z) = %(f(g) + 22926 4 gin(623 4 7x) — 2’”),

tak posloupnost definovand volbou fo € C(K) a fn+1 = T(fn) konverguje k feSeni vzhledem
k metrice poo-
Jako predzvést dalsi kapitoly se podivdme na to, Ze uzaviené koule v C(K) nemusi byt kom-
paktni.
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Priklad 21. Dokaz, ze v metrickém prostoru (C((0, 1)), poo ) koule B1(0) neni kompaktni navzdory
tomu, Ze je uzaviend a omezena.

Reseni. Uzavienost i omezenost koule B1(0) je jasnd, plati to pro viechny uzaviené koule ve viech
metrickych prostorech. Jeji nekompaktnost ukdzeme jako obvykle tak, ze najdeme nekonecnou
posloupnost prvki, které jsou od sebe vSechny daleko alespon 1.

Y

1+

_

o Ll }
8 1 2

Provedeme to tieba volbou n-té funkce jako na obrazku, které jsou dany predpisy fn(z) =0
pro z € (0,1/2™), déle fn(x) = 2"(x — 1/2™) pro = € (1/2",1/2"~1), a nakonec f,(z) = 1 pro
x € (1/2771 1). Predpisy ale ve vysledku nejsou tak diilezité, hlavni je myslenka s tim, Ze chceme
spojité funkce takové, ze dvé ruzné se vzdy v néjakém bodé lisi o 1.

Kazd4 takovato funkce je spojita na (0, 1), nebot na vnittku intervalt (0, 1/27), (1/27,1/27~1),
(1/27~1,1) se jedna o jednoduché spojité konstantni nebo linedrni ¢asti a v krajnich bodech t&chto
intervald se tyto ¢asti spojité napojuji. Navic supremova vzdalenost kazdé této funkce od nulové
funkce 0 je pfesné 1, takze fn € B1(0).

Podivejme se na vzdalenost funkei fr, a fm, kde n > m. Funkce fr, mé v bodé a = 1/2™ hodnotu
fm(a) = 0. Zato funkce f, spliiuje fn(a) = 1, nebot a = 1/2™ > 1/2"~ 1 takie a € (1/2771,1).
Tudiz poc(fns fm) 2 |fu(a) = fm(a)] = 1.

Z4dna podposloupnost posloupnosti (£ )3, ,,bodi“ v C({0,1)) tak neni cauchyovska, takze ani

n=1»
nemuze jit vybrat konvergentni podposloupnost. Tedy Bi(0) neni kompaktni.

Intermezzo: Kompakty jsou malé podruhé

Ve druhém dilu seridlu jsme naznacili, ze bychom se chtéli divat na kompakty jako na iplné a ,malé“
mnoziny. Heineova—Borelova véta nam néco takového umoznila v prostorech R™ pomoci omezenosti.
Nicméné piiklad 21 ukazuje, ze v jinych metrickych prostorech klidné muzou uplné a omezené
mnoziny byt nekompaktni. Omezené mnoziny nemusi byt v C({0,1)) ,dostate¢né malé“. Pojem
omezenosti proto vylepsime, abychom opravdu dostali charakterizaci kompaktnosti.

Definice 22. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Rekneme, %e A je totdlné omezend,
pokud pro libovolné € > 0 umime najit koneéné bodt® a1, ...,an € A takovych, ze kulicky U.(a;)
pokryvaji celé A, tj. A C Ul Us(a;).

3Pro dané € > 0 se takovym bodim ay,...,a, ki e-sif. Tento pojem nebudeme potiebo-
vat, ale je celkem nazorny — alespori intuitivné si lze pfedstavovat rybéafskou sit s pevnymi body
ai,...,an, kterd je s mensim e jemné&jsi (tj. ma mensi oka) a zvladne zachytdvat mensi objekty
(tfeba v R? libovoln4 kuli¢ka o poloméru alespoii € musi obsahovat alespoti jeden z bodi a1, . . ., an,
tj. neproklouzne siti).
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Totalni omezenost mnoziny je silnéjsi vlastnost nez pouhd omezenost. Je to jednoduse proto, ze
pokud lze mnozinu pokryt konecné kulickami, pak lze tyto kulicky uzavrit do vétsi koule, a ta pak
dokazuje omezenost puvodni mnoziny. Klicovy je zde ovSem kone¢ny pocet kulicek (jinak totiz lze
kazdy prostor pokryt kulickami se stiedy ve vSech bodech, ale pak takovych kulicek snadno muze
byt nekonecno).

Tvrzeni 23. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M je totdlné omezend. Pak je A také
omezena.

Dikaz. Nalezneme body ai,...,an € A takové, ze A je pokryta kulickami Uj(a1),...,U1i(an)
o poloméru 1. Zvolme pevné néjaké s € A a polozme

r =max{p(s,a1) + 1,..., p(s,an) + 1}.

Pokud je nyni « € A libovolné, tak lze diky pokryti A kulickami najit index k € {1,...,n} takovy,
ze x lezi v kuliéce Ui (ay). Pak je z trojuhelnikové nerovnosti

p(s;z) < p(s,ar) + plak, ) < p(s,a) +1 <.

Tedy z lezi v Uy (s). Protoze = byl libovolny bod A, plati A C U,(s), takze A je omezena. O

Dostévame se ke slibovanému popisu kompaktnich mnozin. V§imni si, Zze pokud je (M, p) aplny
prostor, pak vime z druhého dilu seridlu, ze kazd4 uzaviena mnozina F' C M je také uplna, takze
kompaktnost takové F' je ekvivalentni totalni omezenosti F'. Pritom definice kompaktnosti mluvi
o konvergentnich podposloupnostech, zatimco totalni omezenost o pokryvani F' koneénym poctem
kulicek, coz jsou zdanlivé dost odlisné véci. Obé ale popisuji stejny typ mnozin, kompakty.

Véta 24. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Pak A je kompaktni pravé tehdy, kdyz je
A uplna a totalné omezena.

Dikaz. Necht je nejdiive A kompaktni. Jiz vime, Ze pak musi byt A Uplna. Kdyby nebyla totalné
omezena, tak by existovalo € > 0 takové, ze zadny konecny pocet e-kulicek A nepokryje. V tu
chvili 1ze postupné volit a1 € A, az € A\ U:(a1), a3 € A\ (Ug(al) U Ug(ag)) a tak dale, ¢imz
vytvoiime posloupnost (an)32; bodi v A. VSechny jeji body jsou ale navzéjem od sebe alespori €
daleko — pro n > m bylo a, voleno tak, aby nelezelo v Uz (am ). To znamena, ze tato posloupnost
nemuze mit konvergentni podposloupnost, protoze zddna podposloupnost neni cauchyovska. To je
spor s kompaktnosti A. Tedy A musela byt totalné omezena.

Necht je nyni naopak A Gplna a totdlné omezend. Necht je (zn)52; posloupnost bodu v A,
ze které chceme vybrat konvergentni podposloupnost. Myslenka je podobna dtkazu Bolzanovy-
Weierstrassovy véty, ve kterém jsme vzdycky rozpulili interval a hledali tu pulku, ve které lezi
nekonec¢no bodu posloupnosti. Tentokrat A vzdy pokryjeme koneéné kulickami, vybereme tu s ne-
kone¢nem bodu posloupnosti, tu zase pokryjeme konecnym poctem mensich kulicek, vybereme tu
s nekone¢nem bodu posloupnosti, a tak déle.
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Konkrétné nejdiiv z totalni omezenosti nalezneme body (pozor, horni index je index, ne moc-

nina) al,..., ai(l) takové, ze A je pokryta kulitckami Ui (a}). Pak alespoti v jedné z nich musf lezet
nekoneéno bodt posloupnosti (£,)22 ;, tu ozna¢me jako Gy.
Nyni nalezneme body a%, BN ai(2) takové, ze A je pokryta kulickami Ul/z(a?), Pak musi platit
n(2)
G1=AnG1 = | (Uyj2(a?)NGr).
i=1

Leva mnozina obsahuje nekoneéné bodu posloupnosti ()32, zatimco pravé strana je sjedno-
ceni kone¢né mnoha mnozin, takze existuje ¢ takové, ze U; /2(0/12) N G1 obsahuje nekonec¢né bodu
z ()52 . Tuto mnozinu oznaéme jako Ga.

Obecné, pokud jiz mame mnoziny Gy C Gx_1 C --- C G obsahujici nekonec¢né bodu posloup-

k+1 k+1 +1

1 o (k) )
pokryvaji A, dale zvolime jednu z téchto kulicek, kterd v pruniku s G obsahuje nekonecno bodu
dané posloupnosti, a tento prinik oznac¢ime Gj,1. Takto umime vytvorit nekonecnou posloupnost
mnozin (Gx)g2 -

nosti (zn)%2;, pak z totdlni omezenosti nalezneme a takové, ze Ul/(,ﬁq)(ai.c

Nyni budeme podobné jako v Bolzanove-Weierstrassove vété vybirat podposloupnost tak, ze
vybereme z G1, nasledné x,, vybereme z G2 tak, aby n2 > n1, a tak dale. Obecné, z,, vybirdme
z Gy, aby zaroven ny > ni_1 — to lze, nebot v G, lezi nekoneéno bodu posloupnosti ()52,
takze lze vybrat bod s libovolné velkym indexem. Takto vybereme podposloupnost (zn, )52 ;-

Déle ukazeme, ze (zn,, ), je cauchyovska. Bud € > 0 libovolné, pak lze najit ng takové, ze pro
n > ng jiz je 1/n < €/2. Budte k > £ > ng libovolna. Pak zn, € G C Gy a xy, také lezi v Gy.
Ale mnozina Gy byla zkonstruovana jako prunik G,_; s néjakou kulickou Ul/z(af) o poloméru 1/¢,
takze vzdélenost x, od zn, je nanejvys 2/¢ < 2-¢/2 = ¢, nebot lezi ve stejné kulicce. Tim jsme
ovérili cauchyovskost (zn, )7 ;.

Nakonec vyuzijeme predpokladané tuplnosti A, kterd nam fikd, Ze cauchyovskd (zn, )32 jiz
musi byt konvergentni. Diky libovolnosti (z,)22; jsme ukézali, ze A je kompaktni.

O

Existuje spousta dalsich popisi kompaktnosti. Naptiklad vlastnost, ze spojité funkce na kom-
paktu nabyvaji svého maxima, je ve skute¢nosti jind charakterizace kompaktnosti — pokud (M, p)
je metricky prostor, pak M je kompaktni pravé tehdy, kdyz kazda spojita f : M — R nabyva
svého maxima. Neboli na nekompaktnim prostoru vzdy musi existovat spojitd funkce, ktera svého
maxima nenabyva.

Jesté jiny popis kompaktnosti prostoru (M, p) je tento: Pokud zvolime libovolny systém ote-
vienych mnozin G pokryvajici M, tj. M C |JG, pak vzdy musi existovat koneény podsystém
G* C G stale pokryvajici M. Casto je toto ten zpiisob, jak se kompaktnost definuje, protoze
se dobfe chova i pfi zobecnovani metrickych prostort. Nicméné tento popis umi byt ponékud
nepruhledny.

Presto dava novy uzite¢ny pohled na to, co kompaktnost umi. Celkem casto se totiz stava, ze
néco plati na kazdé kulicce — okolicku — kolem kazdého bodu. Takovych kulic¢ek je bohuzel typicky
prilis mnoho a Spatné se s nimi pracuje. OvSem takové kulicky kolem vSech bodu prostoru jisté
prostor pokryvaji, takze pokud je prostor kompaktni, lze z nich vybrat néjaky konecny pocet
specialnich kulicek, které ho stale pokryvaji. Z nekonecna jsme udélali koneény pocet, se kterym
se mnohem lépe zachézi!

Napftiklad totalni omezenost kompaktii plyne z tohoto popisu kompaktnosti ihned: Pokud je
K kompakt a € > 0 libovolné, tak nejdiive pokryjeme K vSemi moznymi kulickami U (z), z € K
— ty tvori nas systém G. Z kompaktnosti existuje jeho koneény podsystém, tj. kone¢ny pocet
bodl z1,...,z, € K takovych, ze K C Us(z1)U---UUc(zn). Tedy K je totalné omezena.
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Aproximace spojitych funkci

Na zévér seridlu si zminime bez dikazu Weierstrassovu vétu, podle které lze kazdou spojitou funkci
na omezeném intervalu libovolné presné polynomialné aproximovat.

Véta 25. (Weierstrassova) Necht a < b jsou redlnd éisla a necht f € C({a,b)). Pak existuje

posloupnost polynomi (Pp)S%;, kterd v supremové metrice poo konverguje k f na (a, b).

Ekvivalentné lze Fict, ze pro kazdou toleranci € > 0 existuje polynom P takovy, ze se v li-
bovolném bodé z € (a,b) P od f lisi jako |f(z) — P(z)] < e. Jesté jinak mlZeme o Weier-
strassové vété premyslet takto: Kazdy polynom na (a,b) je spojity, takze pokud oznacime jako
A = {P | P je polynom na (a,b)}, pak A je podmnozinou C({a,b)). Weierstrassova véta iika, ze A
je hustd v C({a, b)), neboli ze uzavér A da cely prostor C({a,b)).

Z Weierstrassovy véty plyne, Ze polynomy jsou dostateéné flexibilni typ funkci, kterymi lze
az na (libovolné) malou chybu nahrazovat komplikovanéjsi spojité funkce. Navic jeden z dukazii
Weierstrassovy véty pfimo ukazuje, jak vhodné aproximujici polynomy hledat, takZe je jsme schopni
i pfimo konstruovat a pracovat s nimi.

Cvic¢eni 15. Najdi nespojitou funkci na uzavieném intervalu, kterou nejde libovolné presné apro-
ximovat polynomem.

Uloha 4. Necht f € C({0,1)). Lze f v supremové metrice libovolné pfesné aproximovat polyno-
mem, kterj ma pouze sudé exponenty, tj. tvaru a2, 2" + as,_ 222" "2 4.4+ az2z2 4+ ag? Co kdyby
f lezela v C({(—1,1))?

Rozloucenicko

Tak jsme na konci. Dékujeme, Ze sis nas serial precetl(a), a moc doufame, Ze sis z néj néco uzite¢ného
odnesl(a), a snad Ze Té¢ i misty bavil. Pfejeme hodné $tésti v feSeni nejen seridlové série a méj se
krésné!

Navody k Gloham

1. Ptirozenym kandidatem je 1, protoze sin(7/2) = 1 je maximalni hodnota sinu. Ukaz, ze se lze
pfirozenym n pfiblizit libovolné blizko hodnoté w/2 + 2k7 pro néjaké k celé — je uzitecné se divat
na n ,modulo 27“ a pouzit Dirichlettiv princip na spoustu hodnot (n mod 27).

2. Vhodné pfimku parametrizuj, abys mohl(a) pracovat na prostoru parametrti. Omez se jen na
takové parametry, které nedavaji pfimku tuplné daleko od zadanych bodu Aj, ..., Ay.

3. Inspiruj se piikladem s AG nerovnosti. Zvol pevné a,b € R™ a definuj funkci R(z) = x% +
.-+ + 2. Ukaz, #e na vhodné mnozing R nabyva minima. Déle ukaz, ze pokud x neni skaldrnim
nasobkem a, tj. x # £ - a pro éislo £ € R, pak lze vhodnou perturbaci z snizit hodnotu R.

4. Vyuzij toho, ze f(t) = 2 je bijekce na (0,1). To nicméné na (—1,1) neplati a mélo by byt
vidét, ze na (—1,1) pujde takto aproximovat f polynomem se sudymi exponenty pouze tehdy, kdyz
f bude suda, tj. f(z) = f(—=x) pro z € (—1,1). V tomto pfipadé tedy zalezi na tom, jaky uzavieny
interval prostoru C((a, b)) uvazujeme.
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Reseni cviceni

1. Zvolme libovolny prvek ag z A. Predpokladejme, ze nejde o maximum, pak musi existovat
néjaky vétsi prvek a; € A. Pokud stale nejde o maximum, musi existovat jesté vétsi prvek ag € A.
Protoze mé A jen kone¢né mnoho prvki, ¢asem se ndm néktery prvek zopakuje. Tim padem je ale
tento prvek vétsi nez on sdm, coZ je spor.

2. Jednicka je zFejmé horni mezi A. Necht z < 1. Pak je 1 — z > 0, takZe lze nalézt n pfirozené
spliujici n > 1/(1 — z). Pak ale 1 —x > 1/n, neboli z < 1 —1/n € A, tedy x neni horni mezi A.

3. Lze to, jen musime volit body x, trosku opatrnéji. Konkrétné kazdy bod x, chceme stale
%—blizko k supremu, ale navic chceme, aby byl k supremu bliz nez ptedchozi bod z,_1.

Nejdfiv se podivame na sup A — 1, a protoZe to uz neni horni mez A, nalezneme x; € A splnujici
z1 > sup A — 1. Néasledné ozna¢ime r; = min{1/2,sup A — z1} > 0, podivame se na sup A — r1
a nalezneme x2 € A spliujici x2 > sup A — r1. Obecné pokud méame bod z,, > supA — rp—1
z Aar, = mn{l/(n + 1),supA — z,}, tak v A nalezneme z,4+1 > supA — r, a polozime
rnt+1 = min{1/(n + 2),sup A — xp41}.

Timto zptisobem méame posloupnost (£,,)52; bodi z A, které jednak spliiuji

supA > xp >supA—ry_1 >supA —1/n,
takze konverguji k sup A, a jednak spliuji
Ty >SUupA—7rp_1 >supA— (SupA —xp_1) = Tp_1,

takze tvoii rostouci posloupnost.

4. Ogznaéme A = {z, | n € N}. Necht nejdiive existuje supremum A. Necht je € > 0 libovolné.
7 definice suprema jiz sup A — € neni horni mezi A, takze lze nalézt ng takové, ze x,, > sup A —«.
Protoze je (xn)5%; neklesajici, plati pro n > ng, ze xn > sup A — €. Zaroven diky tomu, Ze sup A
je horni mezi A, plati sup A > z,,. Celkem tak pro n > ng je |sup A — x| < €, takze (z)$2; ma
limitu sup A.

Necht naopak existuje limz, = s. Kdyby existovalo ng takové, ze zn, > s, pak by jiz pro
v8echny n > ng bylo & > zny > s, takie |zn — s| > xny —s > 0, body posloupnosti by se k s
nepiiblizovaly bliz jak € = ©n, — s a s by nemohlo byt limitou (z,)52 . Tedy musi byt z, < s pro
kazdé n € N, tj. limita s je horni mezi mnoziny A. Necht je ddle s’ < s. PiSme s’ = s—e proe = s—s’
kladné. Protoze lim z,, = s, nalezneme ng takové, ze |a:n0 — 3| < e. Pak ale je Tpy > 8 —€ = s,
takze s’ neni horni mezi A. Tim jsme dokazali, Ze s je supremem A, tj. sup A = s = lim zy,.

6. Oznacme c = sup,¢c4 f(x) + sup,c 4 g(x), které podle pfedpokladu existuje. Pak c je horni
mezi funkce f + g na A: Pro libovolné a € A je f(a) < sup,c4 f(z) a g(a) < sup,c 4, takze

f(a)+ g(a) < sup f(z) + sup g(z) = c.
z€A T€A

Tim padem je mnozina {f(x) + g(z) | = € A} shora omezena hodnotou ¢, a jakozto podmnozina R
mé proto supremum, tedy sup,¢ 4 (f(z)+g(x)) existuje. Navic ¢ je horni mezi { f(z)+g(z) | z € A},
takze

sup (f(z) +g(z)) < ¢ = sup f(x) + sup g(),

z€A TEA z€A

nebot supremum je nejmensi horni mez.

7. 'V pfipadé (1) lze volit t¥eba jiz diskutovanou funkci f(x) = « na M = R. Tato funkce je spojita

na R, ale nenabyva svého maxima, dokonce ani sup,cp f(z) neexistuje. V piipadé (2) bud tieba

M = (0,1) a f : (0,1) — R definovana jako f(z) = x pro z # 1 a f(1) = 0. Takova funkce ma

supremum 1, ale této hodnoty nenabyva, nebot f neni spojitd zrovna v tom podstatném bodé 1.
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8. Prox >1je f(x) = x+ 1/x > x > 1, takZe opravdu funkéni hodnoty f lezi v (1,00). Pro
z,y € (1,00) plati

zy —1

1 1 -
F@) = fl =+~ —y— | =|o—y+ "] =z —y| <lz—yl,
T Yy Yy

nebot pro z,y > 1 je xzy > 1, takze |zy — 1| =2y — 1 > 0.

Na druhou stranu f neni kontrakci, coz se intuitivné déje proto, ze ve vypoétu |f(z) — f(y)| =
|z — y|2¥=L maZe byt hodnota Y=L pro velkd z a y libovolné blizko 1. Spoéitejme to: Necht
Ty T
X € (0,1) a zkusme najit z > 1 takové, ze (z — 1)/z > A. To odpovida nerovnici z — 1 > Az, neboli
z>1/(1 — \). Zvolme nyni rtzna z, y, kterd prevysuji 1 a jejichz soucin splituje zy > 1/(1 — X) —
pro dost velkd x a y toho vzdy pujde dosdhnout, A # 1. Pak z pfedchozich vypoéta plati

zy —1
Y

> A,

ale zaroven
zy —1

[f(z) = f(@)| = = — 9l > Az —yl,
takZe A nemize byt koeficientem kontrakce. Tim jsme vytadili v8echny mozné koeficienty A € (0, 1),
a tudiz f nemuze byt kontrakci.

9. Vezmeme tfeba otevienou kouli U1 (0) a bod o soufadnicich a = (2,0,0,...,0). Pak vzdalenost
a od U1 (0) je 1, nebot se da k a pfiblizovat pomoci bodi z, = (1 —1/n,0,0,...,0) € U1(0), plati
p(a,zn) =1+ 1/n. Pfitom ale v U1(0) neexistuje bod, ktery by mél od a vzdalenost pfesné 1.

10. V eukleidovské metrice existuje pouze jeden nejblizsi bod ke kouli, je to bod a/|al, kde |a|
znaci velikost bodu a, neboli jeho vzdalenost od 0. Je to vidét z geometrického nédhledu. Stejné
tak je vidét, ze v maximové metrice nejblizsi bod nemusi byt urcen jednozna¢né — napriklad bod
a = (2,0) mé za nejblizsi body v B1(0) vSechny body tvaru p = (1,t), t € (—1,1).

11. JakoZto spojita funkce nabyvé f kladného minima m na kompaktnim intervalu (0, 1). Neboli
f(z) > m > 0, a invertovanim kazdé strany mame %(:p) < % pro libovolné x € (0,1). Zaroven %
je omezena zdola hodnotou 0, protoze f je kladna.

13. Pro funkce f,g € C(K) je poo(f,g9) = maxzek |f(z) — g(z)| nezdporné. Pfitom poo(f, g) =0
pravé tehdy, kdyz v kazdém z € K plati |f(z) — g(z)| = 0, coz plati tehdy, kdyz v kazdém =z
je f(z) = g(z), coz nastane pro f = g. Zfejmé je také poo symetrickd, nebot |f(z) — g(z)| =
lg(z) — f(z)].

Zbyvé ukazat trojuhelnikovou nerovnost. Pro f, g, h € C(K) plati

poo(f,h) = max|f(x) — h(z)| < max (If (@) — g(@)| + lg(=) — h(x)])

< max [f(z) — g(=)| + max lg(z) = h(2)| = poo(f;9) + poc(g, h).

Pritom prvni nerovnost plyne z trojuhelnikové nerovnosti pro absolutni hodnotu a z toho, ze pokud
zvétsime kazdy prvek mnoziny, tak zvétsime i maximum (v tomto p¥ipadé z F(z) < G(z) pro dvé
funkce vyvozujeme max F' < max G). Druh& nerovnost pak plyne z analogie cviéeni 6 pro maxima,
pripadné zde lze pfimo vyuzit, Ze maxima se rovnaji supremim, a pfimo se odvolat na cviceni 6.

14. Protoze je {1,2} kone¢nd mnozina, je kompaktni. Prvky prostoru C(K) jsou v tomto piipadé
spojité funkce f : {1,2} — R. Pozadavek na spojitost vzhledem k diskrétnimu prostoru ale neni
viibec omezujici, protoze kazda funkce f : {1,2} — R je automaticky spojita — sta¢i k libovolnému
e volit 6 = 1/2, aby platilo Us(z) = {z} a kulicky byly nezajimavé.
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Funkce f : {1,2} — R je jednozna¢né ur¢ena svymi hodnotami na ¢islech 1 a 2, takze je lze
chéapat jako dvojice (z1,z2) € R2, kde z1 odpovida f(1) a z2 odpovida f(2). Nakonec vzdélenost
dvou funkei f,g: {1,2} — R je definovana jako

poo(frg) = max [f(n)—g(n)| = max {|f(1) —g(1),1f(2) — 9(2)I},

ne{1,2}

co% je totozné s maximovou vzdalenosti bodi (f(1), f(2)) a (g(1),9(2)) v roviné R2.

15. Napf. pracujme na (—1,1) a zvolme f(z) = 0 pro z € (—1,0) a f(z) = 1 pro =z € (0,1).
Pro spor predpokladejme, Ze umime najit polynom P takovy, Ze poo(f, P) < 1/4. Specidlné musi
[1-P(0)| = |f(0)—P(0)] < 1/4, takze P(0) € (3/4,5/4). Ze spojitosti P existuje § > 0 takové, ze na
kuli¢ce Us(0) se P od P(0) vzdali nejvyse o 1/4. Specialné pro x € (-4, 0) plati |P(z) — P(0)| < 1/4,
takze P(z) € (2/4,6/4) = (1/2,3/2) (napf. P(0) musi byt vétsi nez 3/4, takze P(z) musi byt vétsi
nez 1/2, aby bylo od P(0) vzdéleno méné nez 1/4). Ale f(z) = 0, nebot z je zaporné, takze
|f(z) — P(z)| > 1/2, a tedy poo(f, P) > 1/2, coz je spor s piedpokladem poo(f, P) < 1/4.
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