Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE TERMIN ODESLANI: 11.KVETNA 2026

V této sérii nejsou tlohy Fazeny podle obtiznosti, ale podle témat (v rdmci kazdého tématu je jedna
uloha snazsi a jedna obtiznéjsi). Pozor, poditaji se body za vSechny tlohy!

ULoHa 1.
(a) Nechf a, b, ¢ jsou kladné cela &isla. Ukazte, ze alesponn jedno z ¢&isel a? + b+ ¢, a + b% + ¢,
a + b+ ¢ neni druhou mocninu kladného celého &isla. (2 BODY)

(b) Msgjme pravidelnou trojihelnikovou m¥izku tvofenou rovnostrannymi trojthelniky. Z troju-
helniki je slozen souvisly obrazec! bez dér s obvodem 2026. Dokazte, Ze v obrazci je n&jaky vnitini
thel roven 120° nebo 240°. (3 BODY)

ULoHA 2.

(a) Pro kladné celé péticiferné ¢islo n oznac¢me o(n) étyfciferné &islo, které vznikne odstranénim

prostiedni cifry z ciferného zapisu n v desitkové soustavé. Naleznéte vSechna n takova, ze o(n) | n.
(2 BODY)

(b) Lucka Fesila doméci tkol. Méla zadané dvé soustfedné kruznice se stfedem A. Na kruznici
s menSim polomérem Lucka vyznacila bod B, na druhé bod vyznacila C. Pak jesté do obrazku
dorysovala dvé dalsi kruznice se shodnymi poloméry, prvni z nich se dotykala tsecky AB v bodé
B a druhi se dotykala tsecky AC' v bodé C. Tyto kruznice se navic dotykaly v bodé K. Urcete

mnozinu vSech moznych bodt K, které takto mohla Lucka ziskat. (3 BODY)
ULoHA 3.

(a) Mame ¢tvercovy papir o strané délky 1. Dokazte, ze pouze pomoci jeho pfehybani na ném lze
namétit vzdalenost % (2 BODY)

(b) Kaéta si hrala s kruznici, na niz umistovala oranzové a fialové body. Na zac¢4tku na ni umistila
dva oranzové. V kazdém dalsim kroku mohla udélat jedno z nésledujicich
(a) Pridat oranzovy bod a zménit barvu obou sousednich;
(b) Ngjaky oranzovy bod odstranit a tim opét zménit barvu jeho sousedt. Toto muze udélat,
jen pokud se na kruznici nachazi alespon t¥i body.

Rozhodnéte, zda mize Kata po koneéném poctu krokti mit na kruZnici pravé dva fialové body

a zadné oranzové. (3 BODY)
ULOHA 4.

(a) Mame krabicky ocislované ¢isly 1,2,...,2n a ¢isla 1,2,...,2n. Do kazdé krabicky vlozime
jedno cislo a spocitame soucet krabicky a cisla v ném. Ukazte, Ze mezi témito soucty se alespon
jeden zbytek po déleni 2n zopakuje. (2 BODY)

e dédna neprazdna podmnozina A mnoziny {2,3,..., takova, ze kdyz a € A, tak zbyte
b) Je d4 azdna pod zina A Zi 2,3 28} takova, ze kdyz A, tak zbytek
po déleni &isla a? ¢islem 29 opét lezi v mnozing A. Najdéte nejmensi moznou hodnotu |A|.

(3 BODY)

ITrojahelniky v obrazci spolu sousedi stranami.



ULOHA 5.

(a) Pizza je rozdélend na klasickych 2026 dilkt, které jsou ocislovany &isly 0,1,...,1012. Kazdé
éislo je pravé na dvou dilcich. Pizzu oznaéime jako dobrou, pokud pro kazdé i € {0,1,...,1012} je
mezi dilky s ¢islem ¢ praveé 4 jinych dilka. Muze tato pizza byt dobra? (2 BODY)
(b) Po obvodu kulatého stolu je prostfeno k > 3 talifi a na kazdém je néjaky pocet brambor.
José chodi okolo stolu a ¢as od ¢asu aktivuje né&jaky talif (jsou-li na ném alesponn dvé brambory),
coz zpusobi, Ze se z néj pfesune jedna brambora o talif doleva a jedna brambora o talif doprava.
Po nékolika aktivacich se stalo, Ze bylo na kazdém talifi stejné brambor jako na zac¢atku. Dokazte,
ze pocet aktivaci byl nasobek k. (3 BODY)

ULoHA 6.

(a) Na stole lezi nékolik st¥ibrnych minci spolu se zlatym a stf¥ibrnym seznamem (oba jsou na
zacatku prazdné). Orgové chodi postupné ke stolu a kazdy bud pfidéa na stul zlatou minci a pfipise
na stfibrny seznam pocet st¥ibrnych minci na stole, nebo odebere jednu st¥ibrnou minci a pripise
na zlaty seznam pocet zlatych minci na stole. Po vystfidani vSech orgii nezbyla na stole zadna
stfibrnad mince. Dokazte, Ze soucet Cisel na zlatém seznamu je stejny jako soucet Cisel na stfibrném
seznamu. (2 BODY)

(b) Markét mé v fadé za sebou polozeno 2345 minci, pfi¢emz pouze n-t4 mince je oto¢ena rubem
vzhtru, kdezto ostatni jsou otoceny rubem doli. Jeden Markétin tah spociva v tom, ze zvoli néjakou
minci, kterd je rubem vzhiru, a oto¢i jeji bezprostiedni sousedy (¢i souseda, jde-li o krajni minci).
Urcete vSechna n takova, ze Markét miize po kone¢ném poctu taht docilit stavu, kdy budou v§echny
mince oto¢eny rubem vzhiru. (3 BODY)

ULOHA 7.
(a) Pro posloupnost prirozenych ¢isel {an}22; plati, Ze an41 je rovno souétu druhych mocnin
cifer ¢isla an. Dokazte, ze pro vSechna a; existuji £ a N takové, ze pron > N je an = ap4k-

(2 BODY)

(b) Necht a, b, ¢, d jsou kladna realnd ¢isla spliujici a + b+ ¢ + d = 4. Dokazte, ze pak plati
ab + be + cd + da > ab®c + bc?d + cd?a + da®b.

(3 BODY)



Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
(a) Necht a, b, c jsou kladna cela ¢isla. Ukazte, Ze alesponi jedno z ¢isel a® + b+ ¢, a + b2 + ¢,
a + b+ ¢2 neni druhou mocninu kladného celého disla.

(b) Méjme pravidelnou trojihelnikovou mrizku tvofenou rovnostrannymi trojuhelniky. Z troju-
helnikii je slozen souvisly obrazec® bez dér s obvodem 2026. Dokazte, %e v obrazci je néjaky vnitini
thel roven 120° nebo 240°.

RESENI:
(a) Jelikoz je tvrzeni, které dokazujeme, symetrické v proménnych a, b, ¢ (zameéna libovolnych
dvou proménnych znéni tvrzeni nezméni), tak muzeme BUNO ptedpokladat, ze a > b > ¢. Potom
plati:

(a+1)2=a’+2a+1>a>+2a>a>+b+c>ad?

tedy a2 + b+ ¢ je ostfe mezi po sobé jdoucimi druhymi mocninami, tedy nemutze byt sama druhou
mocninou.

(b) Pro spor pfedpokladejme, Ze obrazec nemd thly 120° nebo 240°. Ukézeme, Ze jeho obvod je
délitelny tfemi, coz bude spor.

Vybereme si libovolny vrchol obrazce a oznac¢ime ho O. Budeme uvazovat uzavienou lomenou
éaru slozenou z jednotkovych (orientovanych) tsecek vedouci z bodu O do bodu O po hranici
obrazce, orientovanou po sméru hodinovych ru¢iéek (tim myslime, Ze vnitfek bude napravo a vnéjsek
nalevo).

Smeéry v trojuhelnikové mfizce oéislujeme jako na obrazku:
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BUNO zagina lomen4 &ra jednotkovou orientovanou tseckou ve sméru 1 (v jinych pfipadech
muZeme cely obrazec oto¢it kolem bodu O a dostaneme se na tentyz stav).

ITrojahelniky v obrazci spolu sousedi stranami.
2Ve skuteénosti miizeme vybrat libovolny bod miizky na hranici obrazce a diikaz projde tiplné
stejné.



Vsimneme si, ze potom se lomena ¢ara muze skladat jen z orientovanych usecek, které vedou
ve sméru 1, 3 nebo 5. To plati, protoze po orientované tsecce ve sméru 1 muize nasledovat pouze
orientovand usecka ve sméru 1, 3 a 5, jelikoz jediné povolené vnitini thly jsou 60°, 180° a 300°.
Analogicky rozbor se provede pro smér 3 a 5.

Nyni ukaZeme, Ze jednotkovych orientovanych tsecéek daného sméru 1, 3 nebo 5 musi byt v lo-
mené Care stejny pocet. To lze dokazat napfiklad tak, ze budeme uvazovat klasickou pravothlou
soufadnicovou soustavu tak, aby vektor, ktery odpovida jednotkové tisecce ve sméru 1 mél sourad-
nice (1,0), pro smér 3 souradnice (—%, —@) a pro smér 5 soufadnice (—%, @) Jelikoz je kiivka
uzaviend, tak soucet vSech vektoru, které odpovidaji tseckdm v lomené ¢are, musi byt nula. To
plati, protoze presné lomené ¢ara z orientovanych tsecek se pouziva v geometrické predstaveé s¢itani
vektorid, kde vysledny vektor je vektor vedouci z pocatku do konce lomené cary, coz je v nasem
pripadé nulovy vektor. Kdyz si a, b, ¢ ozna¢ime poc¢ty orientovanych tsecek v lomené ¢are postupné
ve smérech 1, 3 a 5, tak z pfedchozi tvahy dostaneme soustavu dvou linearnich rovnic o tfech

neznadmych
a(1,0) + b <—;—‘f> +e <—1 ‘/§> ~ (0,0).

Tu mtzeme jinak zapsat takto:

11
a—=b——-c=0,
2 2
VB, V8.,

2 2

Tato soustava ma feSeni pravé a = k, b = k, ¢ = k pro libovolné k, tedy skutecné a = b = c.
Nyni jiz vidime, Ze obvod obrazce, ktery je rovny a + b + ¢, musi byt délitelny tfemi, ¢imz jsme
dostali spor, protoze 3 nedéli 2026.

POZNAMKY:

Vsechna dosla feSeni ulohy (a) byla spravné. V tloze (b) postupovala vSechna spravna feseni stejné
jako to vzorové. Néktera z nich ale moc podrobné nezdtvodnovala, pro¢ jednotkovych orientovanych
useCek daného sméru 1, 3 nebo 5 musi byt v lomené care stejné, za coz jsem ale nakonec body
nestrhéval. (Ivan Zemlicka)

Uloha 2.
(a) Pro kladné celé péticiferné ¢islo n ozna¢me o(n) ¢tyfciferné ¢islo, které vznikne odstranénim
prostiedni cifry z ciferného zépisu n v desitkové soustavé. Naleznéte vSechna n takovd, ze o(n) | n.

(b) Lucka resila domdci tkol. Méla zadané dvé soustfedné kruznice se stredem A. Na kruZnici
s mensim polomérem Lucka vyznacila bod B, na druhé bod vyznacila C. Pak jesté do obrazku
dorysovala dvé dalsi kruznice se shodnymi poloméry, prvni z nich se dotykala tusecky AB v bodé
B a druhé se dotykala tsecky AC v bodé C. Tyto kruznice se navic dotykaly v bodé K. Urcete
mnozinu vSech moznych bodi K, které takto mohla Lucka ziskat.
RESENT:
(a) Ze zadéani vime, Ze n je pfirozené pétimistné ¢islo, mizeme si ho proto pomoci vyétu cifer
zapsat jako n = abcde, z toho pak o(n) = abde. Hledame takova n, kde o(n) | n, ekvivalentné
abde | abede.

Zkoumanou nerovnost rozepiSeme pomoci mocnin desitky

o(n) |n = abde | abcde => (10%a + 10%b 4 10d + ¢) | (10%a 4 1036 + 10%¢ + 10d + e),
a upravime

(10%a + 102 4 10d + €) | (10 - (103a + 1026 + 10d + €) 4+ 10%¢c — 90d — 9e),

(10%a 4 1026 + 10d + €) | (100c — 90d — 9e).
2



Pro korektni délitelnost musi nutné platit
[10%a + 10%b + 10d + €| < |100c — 90d — e,

pokud je vyraz na pravé strané nenulovy (kazdé ¢islo déli nulu). Pro spor predpokladejme, ze
existuje ohodnoceni a, b, ¢, d, e, které nerovnost spliuje.

Jaké hodnoty muze nabyvat vyraz v absolutni hodnoté na pravé strané 100c — 90d — 9e? Jelikoz
jsou ¢, d, e cifry, mizeme hodnotu vyrazu omezit z obou stran jako:

900 =100-9—-90-0—9-0 > 100c —90d —9e¢ > 100-0—90-9 —9-9 = —891.

Vidime tedy, ze hodnota vyrazu 100c — 90d — 9e se pohybuje mezi ¢isly —891 a 900, tedy pro jeho
absolutni hodnotu jisté plati 1000 > |100c — 90d — 9e|. Naopak hodnota levé strany nerovnosti je
jisté alespon 1000 = 103 -1 < !103(1 +10%b 4 10d + e‘ pro a = 1 a zbylé cifry nulové.

Dohromady dostavame spor

1000 < [10%a + 10%b + 10d + e| < [100c — 90d — 9¢| < 1000 == 1000 < 1000.

Prava strana 100c — 90d — 9e tedy nutné musi byt nuloval!
Maéame tedy 100c — 90d — 9e = 0. Odectenim 0 = 100¢ — 90d — 9e od rovnice pro n, dostaneme

n = 10%a + 103b 4 10%¢c + 10d 4 e = 10*a + 103b + 10%¢c 4 10d + e — (100c — 90d — 9e) =
=10%a 4 1030 + 102d + 10e = 10 - (103a + 10?6+ 10d + €) = 10| n.

Z toho uz jasné vyplyva, ze e = 0.

V piedchozim odstavci jsme odhalili vztah n = 10%a + 103b 4+ 102d + 10e. Dosadime-li do néj
e = 0, dostaneme: n = 10%a + 103b + 102d = 100 - (10%a + 10b + d) == 100 | n. Z éehoz uz jasné
vyplyva, ze také d = 0.

Zopakujme postup jesté jednou. Po dosazeni za d,e do 100c — 90d — 9e¢ = 0 mame 100c = 0,
z Cehoz uz jasné vyplyva také ¢ = 0. Jisté tedy vime, ze vSechna n, kterd zadanou nerovnost mohou
spliiovat, musi byt tvaru n = ab000 a tedy o(n) = ab00.

Ukazme, %e a, b mohou byt libovolna. Délitelnost o (n) | n nyni umime vyjad¥it jako (10a+b)-102 |
(10a + b) - 10%. Tuto délitelnost jisté umime zkratit stejnymi vyrazy na obou stranach a ziistane
ekvivalentni. Tedy po zkraceni vyrazem (10a + b) - 10 dostavame ekvivalentné 1 | 10, coZ je
samoziejmé pravdivé.

Dostavame se k zavérd, ze n je tvaru ab000, kde a € {1,2,...,9} a b € {0,1,...,9}, celkové
tedy existuje 9 - 10 = 90 moznych feseni.

(b)




Zacnéme zavedenim znaceni. Oznacéme poloméry mensi a vétsi soustiedné kruznice se stfedem v A
jako r, R. Dé4le mame kruznice, které se dotykaji tse¢ek AB, AC v bodech B,C. Ozna¢me tyto
kruznice jako kyp, ke a jejich stfedy jako Sy, Sc. Kruznice ky, k. maji dle zadéani shodny polomér,
oznacme ho jako x. Dle zadani se tyto dvé kruznice dotykaji v bodé K.

Podivejme se na trojuhelnik ABSy. Aby se kruznice k;, dotykala usecky AB v bodé B, musi
byt usecka Sy B kolmé na AB. Tedy trojuhelnik ABS} je pravothly s pravym thlem u vrcholu B.
Pouzijme pro tento trojuhelnik Pythagorovu vétu. Dostavame

\ASb| =4/ |AB|2 + ‘BSb|2 =V 7‘2 + 11,‘2.

Podobné kdyz se podivame na pravouhly trojahelnik ACS., dostaneme vztah |AS.| = v R? 4 z2.

Podivejme se nyni na trojuhelnik ASySc. Z dotyku kruznic ky, ke vime, ze body Sy, K, Sc lezi
na jedné pfimce. Navic |S, K| = |KS¢|, tedy K je stfedem tsecky SpSc a tedy také AK té&znici
trojihelniku ASyS.. Pokusme se délku této téznice vyjadrit.

Z kosinové véty plyne vzorec pro vypocet délky téznice v trojuhelniku. Konkrétné pro trojuhelnik
s délkou stran a, b, c plati, ze délka té€znice na stranu a je rovna t, = 4/ W, tento vztah si
dokazme.

Uvazujme trojuhelnik ABC se standardnim znacenim stran a stfedd stran. Oznac¢me thel
<AS, B jako ¢, pak |<AS,C| = 180° — ¢. Nyni aplikujeme kosinovou vétu ¢? = a? + b2 — 2ab-cos a
na dva mensi trojahelniky. V trojahelniku ABS, pro stranu c

02—t2+(g>272-t -g-cos
- "a 2 a 2 ®,

a2
c2:t§+Z—a~ta-cos<p

a v trojuhelniku ACS, pro stranu b

2
b2 =2 ¢ (3) — 210 2 cos(180° — ),
2 2
2_ 0, @
b :taJrZ —a-tq - cos(180° — o).
Z vlastnosti funkce kosinus plati cos(180° — ¢) = — cos ¢, z ¢ehoz dostavame:

2 _ 2 ‘ﬁ
b* =t + 1 +a-tq - cosep.

Nyni rovnice pro ¢? a b? se¢teme. Cleny s kosinem se vzajemné odeétou a dostaneme b2 4 c? =

2 2 2 2
2t2 + % Z této rovnice jiz snadno vyjadiime 12 = M#, Odmocnénim dostavame vysledny

. o 21902 g2
vzorec pro délku téznice tq = M%.

Pravé tento vztah pouzijme na vypocet téznice AK z trojuhelniku ASySc. Dostavame

|AK|_\/2(r2+12)+2(R2+x2)7(2x)2_\/2r2+2R2_\/r2+R2
N 4 N 4 N 2

. 12 . “y o . . . wr « 2 2 « P
Jak vidime, délka téznice AK je v obecném ptipadé rovna 4/ % To vlastné znamena, ze

bod K musi byt ve vzdalenosti % od stfedu A, tedy na kruznici se stfedem v A o tomto
poloméru. Oznac¢me tuto kruznici jako k. Vidime, ze nutné K € k.

Ted se ale musime zeptat, mizeme takto ziskat jakykoliv bod kruznice k? Odpovéd je, ze ano.
Ukazme to tak, Ze si vybereme libovolny bod kruznice k a ukézeme, ze pro néj existuji body B,C
takové, ze vysledna konfigurace odpovida zadani (vlastné jdeme tak trosku pozpatku).
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Zacnéme tim, ze ukazeme, Ze existuje alespon jeden bod K, kterého takto mizeme dosdhnout.
Méjme tedy stied A a soustfedné kruznice s timto stfedem a poloméry r, R. Prolozme stfedem A
vodorovnou pfimku, kterd protne kruznici s mensim polomérem ,nalevo*“ od stfedu A v bodé B
a kruznici s vétsim polomérem ,napravo“ v bodé C. Body B, A, C jsou tedy v tomto pofadi na
jedné pfimce (ozna¢me ji p, pfi¢emz vzdélenost mezi body B, C je rovna r + R). Dale sestrojme
shodné kruznice kp, k. a to tak, aby se tyto kruznice dotykaly a zaroven aby se dotykaly primky
p. Za timto ucelem bude polomér téchto kruznic roven ’"J;R a jejich stiedy Sy, Sc budou v této
vzdéalenosti postupné kolmo nad body B, C. Budou takovéto kruznice mit bod dotyku? Vzdélenost
jejich stfedd je stejna jako vzdélenost jejich pat kolmic na pfimce p, a tak |[BC| =r + R = |SpSc|.
Zaroven soucet jejich poloméru se rovna pfesné tomu stejnému vyrazu, aneb

r+R r+ R
+

BS, CS.| =
|BSp| + |CSe| 5 2

=r+R= ‘SbScL

tyto kruznice se tedy jisté dotykaji, ozna¢me tento bod dotyku jako K. Tento bod spliiuje vSechny
vlastnosti bodu K z prvni ¢asti dikazu, tedy jisté lezi na zminéné kruznici k.

Vezméme si nyni né&jaky klidné odlisny bod K’ na kruZnici k a ukazme, e pomoci pravé popsané
konstrukce umime najit i takovou konstrukci, kde je bodem dotyku pravé bod K’. Intuitivné vlastné
stac¢i, kdyz nasi konstrukci tak trochu ,pootoé¢ime®. Dopliime si do obrazku spojnice AK, AK’
a konvexni thel, ktery odpovidajici pfimky sviraji, ozna¢me jako a. Oznaéme B’ bod mensi kruznice
takovy, ze thel BAB’ = a a C’ bod vé&tsi kruznice takovy, Zze tthel CAC’" = « a zarovet body A, B/,
C’ lezi na jedné pfimce (v podstaté ota¢ime tisecku BC' kolem vrcholu A o tihel a.) RozloZeni boda
B, A, C, K je shodné (akorat pootoéené) rozlozeni bodu B’, A, C’, K’, tedy K’ bude dotykem
kruznic nad B’,C’. Ukazali jsme, Ze z pivodni konstrukce umime vyrobit kruznice ky, k. pro
libovolny bod kruznice k, tedy skutecné kterykoliv bod této kruznice je mozné ziskat.

Ukézali jsme, ze kazdy popsany bod dotyku nutné musi lezet na kruznici k. Poté jsme ukazali, ze
pro kazdy z bodu této kruznice existuji body B, C, které zajisti, aby dany bod byl pravé dotykem
kruznic nad nimi. Dostavame tedy kyzeny zavér, ze mnozinou bodt, které se takto daji ziskat, je
pravé kruznice k se stfedem v A a polomérem %.

PozNAMKY:

K tloze (a) vétsina FeSitelt postupovala dle vzorového FeSeni, ale objevily se i néjaké originalnég;jsi,

i kdyz o néco pracnéjsi postupy. Vsechny ale vyuzivaly stejného zapisu ¢isla pomoci cifer a mocnin

desitek, a nasledného dokazovani, Ze posledni tfi cifry musi byt nulové. K tloze (b) ndm pfislo jen

nékolik feseni. Ta, kterd byla spravné, postupovala stejné jako ve vzoraku, pricemz nékteri fesitele

zapomnéli ukdzat, ze kazdého bodu na kruznici je mozné dosdhnout (druhou stranu inkluze).
(Lenka Poljakova)



Uloha 3.
(a) Maéme ctvercovy papir o strané délky 1. Dokazte, ze pouze pomoci jeho prehybani na ném lze
namérit vzdalenost %

(b) Kata si hrdla s kruznici, na niz umistovala oranzové a fialové body. Na za¢atku na ni umistila
dva oranzové. V kazdém dalS$im kroku mohla udélat jedno z nasledujicich

(a) Pridat oranzovy bod a zménit barvu obou sousednich;
(b) Ngjaky oranzovy bod odstranit a tim opét zménit barvu jeho sousedi. Toto mize udélat,
jen pokud se na kruznici nachazi alespon tri body.

Rozhodnéte, zda miize Kéta po konec¢ném poctu krokii mit na kruZnici pravé dva fialové body
a zadné oranzové.

RESENI:
(a) Pielozme papir po diagondle a rozlozme. Déle jej posklddejme svisle na &tvrtiny a opét
rozlozme. Nyni vedme sklad jednim rohem ¢tverce a bodem ve 3/4 diagonaly (vizte obrazek).
Tento sklad vytne na protéjsi strané délku 1/3, protoze vzniklé trojahelniky (na obrazku APBQ a
APDC) jsou si podobné s koeficientem podobnosti 3 (podle véty uu — sdili vrcholovy thel, pfislusné
uhly diagonala-strana jsou 45°, pomér je dany rozdélenim diagonaly).

Kromé feseni ulohy, tak stejné lze konstruovat zlomky tvaru 2n,:k (rozdélenim diagonély na 2™
kust a volbou P jako k-tého bodu na ni). Lze rozmyslet i konstrukei vSech zlomk z intervalu (0, 1)
pomoci rovnobézek vedenych body na diagondle a jiné volby podobnych trojuhelniku.
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(b) Prvné si nastinime, jakymi mysSlenkami ptijde feSeni a poté si ukdzeme, Ze vSechny kroky
funguji tak, jak bychom chtéli. VSe se bude tocit kolem interpretace jednotlivych bodi pomoci
skladani zobrazeni v roviné. Oranzové body interpretujeme jako otocCeni o 120 stupnd po sméru
hodinovych ruéic¢ek (budeme znadit jako zobrazeni r) a fialové body jako pfeklopeni podél osy y
(zobrazeni budeme znadit y).

Poté kazdé konfiguraci bodu pfifadime zobrazeni, které odpovida slozeni vSech zobrazeni urce-
nych body po sobé, kdyz prochazime kruznici po sméru hodinovych ruéi¢ek. To sice bude zaviset
na tom, kde zacneme, ale ukazeme, ze pro kazdy zacatek dostaneme pouze néjakou tfidu zobrazeni.
Na zavér ukdzeme, Ze pfidani/odebrani bodu toto zobrazeni nezméni, a tedy mezi jednotlivymi
tfidami zobrazeni nedokéZeme piechazet, takze odpovéd na otézku ze zadéani je negativni.

Pro jednoduchost budeme pouzivat zkracené znaceni pro skladani zobrazeni. Casto se pouziva
znaceni f(g), nebo fog, pouzijeme zkracenou verzi, kde budeme psat jen fg (skladani zobrazeni se
piSe v neintuitivnim pofadi prvni vpravo). V pocateénim stavu s dvéma oranzovymi body ziskdme
rr zatimco s dvéma fialovymi ziskdme yy = id.



Prvni vyfesime, co se stane, kdyz zménime pocateéni bod. Pfedstavme si, ze prvni akce, kterou
vykondme je o a zbytek se slozi na A, takze dohromady méame Aa. Pokud bychom zacali o jeden
bod dale, ziskdme aA. MiZzeme si véimnout, ze zobrazeni oA je stejné jako bychom vykonali a1,
poté Aa a na zavér a, pismenkami oA = a(Aa)a—!. Dale uvidime, %e zobrazeni, ktera spolu
maji takovyto vztah tvori jisté skupiny. Odborné se zobrazenim v tomto vztahu fika, konjugovand
zobrazeni a skupindm se fikd konjugacni t¥idy.

Rozmyslime si, Ze identita spliiuje o~ lidar = id, takZe ta se zachové af za¢neme kdekoliv. Po-
kud toto udélame s rotaci o nenulovy thel z, tak pokud « je rotace r, dostaneme puvodni rotaci
rer—! = x a pokud « je preklopeni p podél néjaké osy, ziskdme rotaci o stejny thel v opa¢ném
sméru, tedy prp~! = z~1. Déle pokud méame pieklopeni podél né&jaké osy, tak analogicky zis-
kame preklopeni kolem néjaké osy. Zmeéna pocatecniho bodu tedy zachovava tii skupiny zobrazeni:
preklopeni, identitu a rotaci o nenulovy uhel.

Dalsi krok je ovérit, jak pfidédni/odebrani bodu zméni skupinu celkového slozeného zobrazeni.
Budeme fesit pouze pfidani bodu, protoze odebrani je stejné jako stav pied pfidanim. Ukazeme,
Ze zménény usek se slozi na stejné zobrazeni jako puvodni usek, takze celkové zobrazeni pied/po
zméné je ve stejné skupiné. Necht o’ znaci zobrazeni odpovidajici bodu s opa¢nou barvou nez
odpovid4d a (tedy z v’ = y a y' = r), pak chceme ukéazat, ze pokud mame za sebou dva body se
zobrazenimi « a 3, tak plati a8 = o/r3’.

To dokazeme aplikovani zleva a~! a zprava 371, takze chceme ukazat (a~1a/)r(8/’6~1) = id.
Rozmyslime si, jak vypadaji levé a pravé ¢leny. Pokud o = r, dostaneme 72y = yr (z geometrického
pohledu) pficemz, kdyz o = y, dostaneme p¥imo yr. Analogicky v pravé zavorce vzdy vyjde ry.
Dohromady slozime na (yr)r(ry) = y(rrr)y = yy = id, coz jsme chtéli.

Tim tedy mame hotovo, protoze dva fialové se slozi na identitu zatimco dva oranzové se slozi
na otoceni o 240 stupnti, coz jsou zobrazeni v jinych tfidach. Na zavér bych dodal, Ze jsme ukazali
i tfeti konfiguraci, na kterou se nelze dostat a to jeden fialovy a jeden oranzovy, které se slozi
na preklopeni, coz tvori tieti tfidu zobrazeni. S trochou Gvah o odebirani oranzovych bodu se da
rozmyslet, ze vzdy se d& dostat do stavu, ktery obsahuje dva body a pokryli jsme vSechny tri
konfigurace.

POZNAMKY:
U dlohy (a) nékteri Fesitelé postupovali podobné, jini vyuzivali hezkych vlastnosti t&znic.

Uloha (b) byla t&zka, ptisla pouze dvé spravné feseni. Jedno feseni od Alexe Dacharyho, které
inspirovalo vzorové, a druhé od Jakuba Hfibala, které si v§ima jiného invariantu tykajiciho se
rozdéleni bodi na tseky ohranic¢ené fialovymi body. V obou pfipadech je invariant zvlastni tim, ze
nejde o néjaky konkrétni invariant, ale ze jsou to néjaké skupiny, uvniti kterych se muze ménit.
Tady jsou to rotace o nenulovy thel versus rotace o nulovy. U druhého feSeni jde o délitelnost
néjakého vyrazu tfemi, ale zbytek po déleni tfemi se mize ménit mezi 1 a 2, ale z nuly nemiuze jit
pryc.

(Béra Klusakova (a), Patrik Stencel (b))

Uloha 4.
(a) Maéme krabicky ocislované ¢isly 1,2,...,2n a ¢isla 1,2,...,2n. Do kazdé krabicky vlozime
Jjedno cislo a spocitame soucet krabicky a cisla v ném. Ukazte, ze mezi témito soucty se alespon
jeden zbytek po déleni 2n zopakuje.

(b) Je ddna neprdzdna podmnozina A mnoziny {2,3,...,28} takovd, ze kdyz a € A, tak zbytek
po déleni ¢isla a? ¢islem 29 opét lezi v mnoziné A. Najdéte nejmensi moznou hodnotu |A|.
RESENT:

(a) Soudet vSech souctu ¢isel a jejich krabicek ozna¢me S. Pro spor budeme predpokladat, ze se
mezi souéty zadny zbytek po déleni 2n neopakuje a podivame se na S modulo 2n. Na jednu stranu
pii s¢itani Cisel a krabicek pricteme kazdé cislo dvakrat, proto

(2n+1)2n

2
7

S=2(14+2+---+2n)=2- =2n(2n+1)=0 (mod 2n).



Zaroven ale mame dle predpokladu rizné zbytky modulo 2n. Jelikoz krabicek je 2n, musi se
kazdy zbytek vyskytovat v souctu pravé jednou, tedy

2n(2n — 1)

S=0+14+24---+2n—-1= 5

=n(2n—-1)=-n=n (mod 2n),

coz je spor. Né&jaky zbytek po déleni 2n se tak musi opakovat.

(b) Pro libovolny prvek a € A plati, Ze v A bude i a2, a*, a® atd., to vie modulo 29. Tato fada
se nékdy musi zacyklit. Kdyby A obsahovala néjaké prvky mimo tento cyklus, byly by tam navic
a jejich odstranénim by se zachovala pozadovand vlastnost, ale zmensila velikost (prvky musime
odstranit v8echny zarovern). Efektivné tedy hleddme minimalni délku takového cyklu.

Pti hledani nam pomuze fakt, ze 29 je prvocislo. Pokud vime, ze déli néjaky soucin celych cisel,
musi nutné potom délit alespon jednoho z ¢initeli. Kdyz mame néjaky vyraz kongruentni nule,
muzeme postupovat jako v redlnych cislech a vysSetfovat kongruenci s nulou ,,po zavorkach®.

Zac¢neme tedy od nejkratsich cyklt. Co kdyby |A| = 1? Jediny prvek by musel spliiovat a? = a,
ekvivalentné a(a — 1) = 0, coz splituje pouze 0 a 1, které nemame na vybér.

Co |A| = 2? Muselo by platit a* = a, ekvivalentné a(a® — 1) = 0. Tuto kongruenci opét spliiuje
jenom 0 a 1, jak se miizeme presvédcit bud vyzkousenim vsech moznosti, nebo napriklad nasledovné:
Zabjvejme se jen kongruenci a® = 1, jelikoz vysledek a = 0 nas nezajima. Protoze 29 je prvoéislo,
z malé Fermatovy véty vime, ze a?® = 1. Za ptedpokladu a3 = 1 potom plati

Pokud je ale a® i a* kongruentni s 1, musi vskutku platit a = 1.
Prichézi na fadu |A| = 3. Cykly délky 3 uz existuji dva, jsou to

7T—20—23 —17,

16 — 24 — 25 — 16.
Nejmensi mozné hodnota |A| je tedy 3.

PozNAMKY:

V druhé tloze spousta fesitelt tvrdila né€jaké véci, na které nejspis ptisla vyzkousenim vSech moz-

nosti, ale nic takového tam nenapsala. Za tvrzeni co jen tak spadla z nebe jsem strhavala body.
(Anna Trnkovéd)

Uloha 5.

(a) Pizza je rozdélend na klasickych 2026 dilkt, které jsou ocislovany ¢isly 0,1,...,1012. Kazdé
¢islo je pravé na dvou dilcich. Pizzu oznacdime jako dobrou, pokud pro kazdé i € {0,1,...,1012} je
mezi dilky s ¢islem i pravé ¢ jinych dilka. Miize tato pizza byt dobra?

(b) Po obvodu kulatého stolu je prostieno k > 3 talifii a na kazdém je néjaky pocet brambor.
José chodi okolo stolu a ¢as od ¢asu aktivuje néjaky talii (jsou-li na ném alesporn dvé brambory),
coz zpusobi, Ze se z néj presune jedna brambora o talif doleva a jedna brambora o talii doprava.
Po nékolika aktivacich se stalo, ze bylo na kazdém taliti stejné brambor jako na zacatku. Dokazte,
ze pocet aktivaci byl nasobek k.



RESEN(:

(a) Ano, pizza miize byt dobra. Déle popiSeme konstrukci, pro kterou plati vlastnosti ze zadani
a kterd je zndzornéna na obrazku niZe (body na kruznici oznacuji dilky pizzy, dilky se stejnym
¢éislem jsou spojené tseckou). Konstrukcei ziskdme néasledovné (sledujte obrazek nize):

(1) Dilky s ¢islem 1012 dame na opa¢nou stranu pizzy. Dilky 1012 tedy déli pizzu na dvé
poloviny.

(2) Pak budeme pokladat postupné dilky s ¢isly 1,3,5,...,503 tak, ze dilky se stejnym ¢islem
nachézi na opa¢né strané dilku s ¢islem 1012 (na obrazku v horni a dolni poloving).

(3) Nasledné u jednoho dilku s ¢islem 503 polozime dva dilky s éisly 0

(4) Pokladame daél ¢isla 507,509, . ..,1011 stejné jako v kroku 2

(5) Na druhé pilce pizzy, nez jsou dilky s ¢islem 0, polozime dilek s ¢islem 505 vedle dilku
s Cislem 1012.

(6) Nasledné budeme pokliddat ¢isla 2,4, 6, ...,1010 podobné jako liché ¢isla v kroku dva, jen
na opacné strané pizzy. Vsimnéte si, ze sudych ¢isel od 2 do 1010 je % = 505.

(7) Mezi dva dilky s ¢isly 1011 a 1010 v dolni poloviné polozime dilek 505.

Takto dostaneme pizzu, kterd splinuje vlastnosti ze zadani, jak lze snadno ovérit.

... 1009 1011 1010
09 1008

1008

9
1011 505 1010

(b) Ocislujme talife indexy 0,1,2,...,k — 1. Budeme uvaZovat indexy modulo k, tedy k-ty talif
je stejny jako nulty tali¥, (k4 1)-ni talif jako prvni talif atd. Ozna¢me si ag, a1, a2, ...,ar—1 pocet
aktivaci talife 0, 1, 2 atd. Ukazeme, ze pokud provedeme sérii aktivaci, po které se pocet brambor
na kazdém talifi vrati do puvodniho stavu, tak pocty aktivaci jednotlivych talift jsou si rovny,
tedy ap = a1 = --- = ax_1. Z toho pak jasné plyne, ze celkovy pocet aktivaci je délitelny k.

Vime, Ze pti aktivaci talife ¢ ubydou z talife ¢ dvé brambory, pfi aktivaci talife ¢ — 1 nebo 7 + 1
pfibude na talif ¢ jedna brambora a aktivace zbyvajicich talif neovlivni pocet brambor na talifi 4.
Aby se pocet brambor na kazdém talifi vratil do ptivodniho stavu, nesmi se na zadném talifi zménit
pocet brambor, tedy musi pro kazdy talif platit rovnice:

a;i—1 +aj+1 — 2a; = 0.
9



To upravime do tvaru

i — Qj—1 = Aj41 — A4,

z néhoz uz vidime, ze posloupnost (a;)$2, je aritmetickd, a proto a; = ap + d - pro kazdé i € Zar
a pro néjaké d € Za’. Zaroven protoze indexujeme modulo k, tak ag = ay, proto

ag =ag +d-k,
d-k=0.
Protoze ¢islo k je nutné nenulové, musi d = 0. Z toho uz plyne, ze pro kazdy talif ¢ plati a; = ao,
a proto ap = a1 = --- = ak_1, jak jsme chtéli ukazat.
POZNAMKY:

Vétsina spravnych feSeni tlohy (a) si ulehéila préci tim, Ze si v§imli, Ze posloupnosti tohoto typu
jiz byly zkoumané a prevedli posloupnost ze zadani na Skolemovu nebo Langfordovu posloupnost.
Pokud se ale nékdo vydaval cestou konstrukce, tak casto jsem musel strhnout bod za to, Ze se
v konstrukci nalézala chyba, kterd ke smule Fesitele sla snadno opravit.

Vétsina spravnych fesSeni tlohy (b) postupovala podobné jako vzorak, jen rovnice pro pocet
aktivaci byla vyjadfena v jiném tvaru ¢i z ni pak induktivné odvozovali néjaky vztah pro a;.
Typicky ale feSeni, kde se nepouzilo ani trochu algebry, diikaz moc odmavala.

(Ondrej Sedlacek)

Uloha 6.

(a) Na stole lezi nékolik st¥ibrnych minci spolu se zlatym a stiibrnym seznamem (oba jsou na
zacdtku prazdné). Orgové chodi postupné ke stolu a kazdy bud piidd na stul zlatou minci a pFipiSe
na stribrny seznam pocet stiibrnych minci na stole, nebo odebere jednu stfibrnou minci a pripise
na zlaty seznam pocet zlatych minci na stole. Po vystiidani vSech orgi nezbyla na stole zadna
stribrna mince. Dokazte, ze soucet Cisel na zlatém seznamu je stejny jako soucet ¢isel na stribrném
seznamu.

(b) Markét ma v fadé za sebou polozeno 2345 minci, pfi¢emz pouze n-ta mince je oto¢ena rubem
vzhuru, kdezto ostatni jsou otoc¢eny rubem doli. Jeden Markétin tah spociva v tom, ze zvoli néjakou
minci, kterd je rubem vzhiiru, a otodi jeji bezprostredni sousedy (&i souseda, jde-li o krajni minci).
Urcete vSechna n takova, ze Markét mize po kone¢ném poctu tahi docilit stavu, kdy budou vSechny
mince otoceny rubem vzhiru.

RESENT:
(a) BUNO si oznaéme s1, 82, . . ., 55, stiibrné mince v poradi, v jakém jsou odebirany. Necht z1 je
pocet zlatych minci na stole pfedtim, nez je sebrana si. Tedy z1 orgli muselo pfijit, polozit na sttl
zlatou minci a na stfibrny seznam pripsat celkovy pocet stiibrnych minci. Na stfibrném seznamu
se tedy ocitne z1 krat ¢islo n. V okamziku, kdy je mince s1 sebrana, bude na zlaty seznam zapsano
Cislo z1.

Oznac¢me si dale pocty zlatych minci pfidanych mezi odebranim minci s;_1 a s; jako z; (uvé-
domme si, Ze zlaté mince pokldadané po odebrani vSech stfibrnych minci ndm uz nic nezméni). Pak
tedy podobné, po odebrani mince sz bude na st¥ibrném seznamu navic zs-krat ¢islo n — 1 a na
zlatém navic z1 + zo.

Podivejme se na to, kolikrat je ktera stfibrna mince zapocitana do stfibrného seznamu — mince s
je zapocitana pouze v prvnich z; krocich, mince s2 v prvnich z1; + z2 a tak dale, az minci sp,
zapofitame (z1 4+ 22 + - - - + zn)-krat. Tedy v celkovém souétu se z; objevi (n — i + 1)-krat.

Oproti tomu prvnich z; zlatych minci zapocitdme do zlatého seznamu pfi odbéru kazdé mince
stiibrné, tedy m-krat, z2 dalSich pfi vSech kromé& odbéru si, tedy (n — 1)-krat a tak ddle, az zy,
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zapoditame pouze jednou. Opét tedy z; zapocitdme (n — 3+ 1)-krat a na seznamech jsou skutecné
stejné soucty.

(b) Dokazeme, Ze to jde jenom pro n = 1173, tedy pro prostfedni minci. Chtéli bychom si potfidit
néjaky invariant, ktery se zachovava pri kazdém Markétiné tahu. Nejprve si pridejme jednu minci
otocCenou rubem dolt na kazdy kraj, aby bylo na kazdé z 2345 ptuvodnich minci mozné provadét
operaci, kterad ovlivni okoli stejné. Markét krajni mince nevidi, takze na nich tahy provadét nebude.
Ovsem mince se vlivem dalsich operaci otacet budou.

Poridme si funkci V(z) = —z pro kazdou minci poloZenou rubem vzhiiru a funkci D(z) =z +1
pro kazdou minci oto¢enou rubem doli. Bude nas zajimat vysledek, jaky dostaneme slozenim vSech
funkci minci v tom poradi, jak jdou za sebou. Tedy, pokud bychom tfeba méli jenom pét minci, z
nichz druhé by byla rubem vzhiru a ostatni dolu, ziskali bychom vyraz

DV (D(D(D(x))))) = —= — 2.
Na zacatku mé nas vyraz i s okrajovymi mincemi (oznaéme jej M) hodnotu
M(z)=D(...V(...D(z)...) = —2— (2347 — (n+ 1)) + ((n + 1) — 1) = —z — 2346 + 2n.

Zkoumejme, co s vyrazem déla operace na mincich. Mdme-li ptvodni rozlozeni minci D(V (D(y))) =
—y, kde y je hodnota ziskana slozenim funkci zbyvajicich minci doprava od trojice, na niz Markét
provadi tah, ziskdme vysledek V(V(V(y))) = —y, nebot Markét otocila bezprostiedni sousedy
mince, ktera je rubem vzhuru. Tedy, kdyz jsou oba sousedé stejné orientovani, vysledek to nezméni.
Podobné pro D(V(V (y))) = y+1 ziskdme V(V(D(y))) = y+ 1. Tudiz zddnym svym tahem Markét
situaci nezméni a hodnota M bude po libovolném mnozstvi taha stale —x — 2346 + 2n.

Na konci bychom se chtéli dostat do situace, kdy vsech 2345 minci bude rubem vzhiru, na
okrajovych nam nezalezi — mame tedy 4 situace, kdy krajni mince budou V'V, VD, DV nebo DD.
Jelikoz ve dvou prostiednich pfipadech mame celkem sudy pocet minci otocenych rubem vzhtru,
bude mit vysledek kladné znaminko u z, ackoliv jsme zacinali s —x, tedy tyto dva musime vyloudit.
Ve zbylych dvou pripadech krajni mince nijak neovliviuji hodnotu M, ziskame tedy, Ze na konci
bude M rovno —z (skladame 2345 funkeci, které pouze pfevraci znaminko). To ovSem plati pouze
pro 2n = 2346, tedy pro n = 1173.

Zbyva ukazat, ze pro n = 1173 opravdu zvladneme kyzeného vysledku dosdhnout. Povsimnéme
si, ze 2345 je kongruentni s 1 modulo 4. Konstrukce bude fungovat dokonce pro vSechna takova
¢isla. Provedeme ji indukci — pokud umime konstrukci pro 4k + 1 minci, umime ji pro 4k + 5.
Méme-li minci pét, pfi¢emz prostiedni je licem vzhiiru, ostatni licem doli, pak tdhnutim s mincemi
3, 2, 4 ziskdme vSechny mince rubem vzhiru.

Nyni necht umime konstrukci pro 4k + 1 a snazime se sestrojit konstrukci pro 4k + 5. Chtéli
bychom se dostat do situace, kdy méame otocené dvé mince na obou krajich rubem vzhtru, stejné tak
tu prostfedni, ale ostatni rubem dolt, pak mizeme z indukéniho pfedpokladu tvrdit, ze konstrukce
existuje. Pokud budeme provadét tahy (na obé strany) od prostfedni mince az k minci druhé od
kraje, oto¢ime kazdou minci dvakrat (za jejiho pravého i levého souseda), kromé dvou a dvou
krajnich minci, které oto¢ime pravé jednou. Tim jsme ziskali kyZenou situaci a mame vyhrano.

POZNAMKY:

Podiloha (a) byla vesmés FeSend dvojim poc¢itdnim, nasly se zajimavé interpretace a hezké vizu-
alizace, napfiklad pomoci grafu. Vétsina Fesiteldl se s ni poprala uspésné. U podilohy (b) mnozi
dorazili ke spravnému vysledku (i s konstrukci), problémem ovSem bylo vyfazovani ostatnich moz-
nosti. Vzorové feSeni bylo bohuzel pomérné trikové a valnéd vétsina feSiteld tak jenom maéavala, za
coZ jsem body udélit nemohla. (Adéla Karolina ,, Ada“ Zackova)
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Uloha 7.
(a) Pro posloupnost prirozenych ¢isel {an}22 , plati, Ze any1 je rovno souctu druhych mocnin

cifer ¢isla arn. Dokazte, Ze pro vSechna a1 existuji k a N takové, Ze pron > N je an = Gpnyk-

(b) Necht a, b, ¢, d jsou kladna redlna ¢isla spliiujici a + b + ¢ + d = 4. Dokazte, Ze pak plati

ab + be + ed + da > ab®c + bc?d + cd?a + da®b.

RESENT:

(a) Stac¢i ndm ukdzat, ze vzdy existuji dvé rizna ¢isla @ < y takova, ze az = ay. Pak protoze
néasledujici ¢len posloupnosti zavisi jen na jednom piedchozim, tak a;41 = ayy1. Indukei ziskdme
Gg1i = ay1i pro libovolné i € Ng. Pak ale pro n > x a k = y — = ziskdvdme an = a,4, COZ po nas
presné chce zadani.

Nejprve ukazeme, ze pokud a, > 1000, tak ap+1 < an. Oznac¢me jako p pocet cifer ¢isla an, pak
an > 10P~ 1. Ze zadani je an41 soucet druhych mocnin cifer an, ale kazda cifra miize byt nanejvys
9, tim padem an1 < 92 - p = 81p. Protoze a, > 1000, tak p > 4. Pro takova p ale plati nerovnost
81p < 10P~1, z ¢ehoz ziskdvame

an > 10771 > 81p > any1,

a tedy an > an+1, coz jsme chtéli. (Nerovnost 81p < 10P~1 1ze dokazat napiiklad indukci. Pro
p = 4 zjevné plati 81-4 < 104~1. Nyni pokud plati pro néjaké p, tak méame 81(p+1) < 10P~1 481 <
10P~1 +9.10P~! = 10P, tedy nerovnost i pro p + 1.)

Mame tak, ze pokud je néjaky ¢len posloupnosti alesponn 1000, tak nasledujici ¢leny posloupnosti
klesaji, dokud se nedostanou na cislo, které je mensi nez 1000.

Pokud je an < 1000, tak je nanejvys triciferné. Tim padem ap41 je soucet nanejvys t¥i druhych
mocnin néjakych cifer, tedy nanejvys 3-92 = 243 < 1000. Indukei tak mame, #e jakmile posloupnost
mé ¢len mensi jak 1000, tak i vSechny nasledujici ¢leny jsou mensi nez 1000.

Dohromady at je a; jakékoliv, tak od né&jaké chvile jsou ¢leny posloupnosti mensi nez 1000.
Posloupnost je ale nekone¢na, takze se néjaké z Cisel mensich nez 1000 musi zopakovat, a to jsme
presné chtéli.

(b) Pravou stranu nerovnosti ze zaddni mizeme rozlozit jako (ab+ cd)(ad+ bc). Z AG-nerovnosti
plati

b+ cd d + b b+ b d + da)?
(ab+ cd) + (ad + be) = (ab+ cd)(ad + be) < (ab+ be + cd + da) .

b d)(ad + be) <
(ab + cd)(ad + be) < 2 1

Vyraz ab + bc + c¢d + da v &itateli posledniho zlomku muZeme rozlozit na (a + ¢)(b + d). Opét
z AG-nerovnosti a vyuzitim podminky a + b+ ¢+ d = 4 mame

4

(a—&-c)(b-l—d)ﬁwzi = (a+c)(b+d) <4

Dosazenim do predchoziho odhadu ziskdme

(ab + bc + cd + da)?

(ab+ cd)(ad + be) < < ab+ bc+ cd + da,

4
coz jsme chtéli dokazat.
POzZNAMKY:
Vsechna dosla reseni obou ¢asti se ubirala velmi podobnym smérem jako vzorova feseni. Nejcastéjsi
chyby v prvni ¢asti byly chybné odhady tykajici se poc¢tu cifer. (David Hromadka)
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