Metrické prostory 3

3. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 6.DUBNA 2026

ULona 1. (5 BODU)
Necht f : R — R je spojitd funkce a necht pro kazdé redlnd a < b spliujici f(a) = f(b) existuje
s € (a,b) takové, ze f(s) = f(a) = f(b). Dokaite, ze pak je jiz f monoténnil na R.

ULOHA 2. (5 BoD®)
Necht A C C((0,1)) je mnozina polynomt majici ¢len u 2 nulovy neboli

A= {anz™ + -+ a2z® + a1z +ao | n € N,az = 0}.

Rozhodnéte, zda je uzavér A roven celému C((0, 1)), tj. jestli je A v C((0,1)) husta.

ULoHA 3. (5 BODD)
Naleznéte vSechny spojité funkce f : (0,1) — R spliujici pro kazdé = € (0,1) rovnost

@®f(2®) —a?f(2) — 2f(a?) + f(2) = 1.

1Tedy Ze je f nerostouci nebo neklesajici.



Metrlcke prostory 3

. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Necht f : R — R je spojitd funkce a necht pro kazdd redlnd a < b spliiujici f(a) = f(b) existuje
s € (a,b) takové, ze f(s) = f(a) = f(b). Dokazte, Ze pak je jiz f monoténni® na R.

RESENI:
Pro kazdou spojitou funkei f : R — R a uzavfenou mnozinu A plati, ze Vy € R je mnozina B = {z €
A: f(z) = y} uzaviena. V prvnim dile seridlu se ukazalo, Ze mnozina je uzaviend pravé tehdy kdyz
limitni body konvergentnich posloupnosti lezi v této mnoziné. To tady plati, protoze pro kazdou
posloupnost (25)$° s limitou z* mame z Heineho véty f(z*) = limn 500 f(Tn) = limp 0y = v,
tedy B je uzaviena.

Ukéazeme, Ze pokud pro a,b € R, a < b plati f(a) = f(b), pak je funkce f(z) konstantni na
(a,b). Pfedvedeme to sporem. Necht ¢ € (a,b) : f(c) # (f(a) = f(b)). Necht

A={zela,c): f(z)=fla)} a B={ze(sb):f(z)=/f(a)}

Vime, ze ob&é mnoziny jsou omezené, takze maji supremum/infimum. Déle jsou uzaviené, takze
tyto body obsahuji a proto miizeme psat & = max A a 8 = min B. Protoze (f(«) = f(B)) # f(c)
jsou obé ¢isla razné od ¢, coz v kombinaci s a < ¢ < 8 dava, zZe jsou navzajem ruzna.

Ze zadani existuje bod z € (a, 8) takovy, ze f(z) = f(a). Vime vsak, ze max A < z < min B,
nelezi tedy ani v jedné z mnozin. Lezi vSak na jednom z intervali (a, c),(c, b) a spliiuje f(z) = f(a),
takze v jedné z téchto mnozin byt musi, coz je spor.

Nyni pouzijeme dokazanou vlastnost k ukézani monotonie f. Pro spor predpokladejme, ze f
neni monoténni. Pro nemonoténni funkce plati, Zze existuje z1 < x2 < x3 takové, ze f(z2) >
max{f(z1), f(x3)}, nebo analogicky s opa¢nou nerovnosti a minimem. V tomto pfipadé na in-
tervalech (z1,x2) a (z2,x3) nalezneme z Weierstrassovy véty o nabyvani mezihodnot body y1, y2
spliujici f(y1) = f(y2) = max(f(z1), f(z3)). Z predchoziho odstavce vime, Ze f je na intervalu
(y1,y2) konstantni, takze by muselo platit f(z2) = max(f(z1), f(x3)), coz je spor a funkce musi
byt monoténni.

POZNAMKY:

Vétsina spravnych feSeni postupovala analogicky jako vzorové. Nékteii reSitelé se snazili dokazat
konstantnost na intervalu se stejnymi konci pomoci posloupnosti zkracujicich se vnofenych in-
tervali. Ta ale ne vzdy musi konvergovat k jednomu bodu, jako napfiklad posloupnost intervala
(-1— %; 14 %) (Patrik Stencel)

1Tedy Ze je f nerostouci nebo neklesajici.



Uloha 2.
Necht A C C((0,1)) je mnoZina polynomi majici ¢len u x nulovy neboli
A= {anx"+---+a2m2+a1x+ao | n € Nyaz = 0}.

Rozhodnéte, zda je uzavér A roven celému C({0, 1)), tj. jestli je A v C((0,1)) hust4.
RESEN(:
Pro pfipomenuti: C({0, 1)) je prostor spojitych funkci definovanych na intervalu (0, 1) se supremovou
metrikou.

Budeme chtit vyuzit Weierstrassovu vétu o aproximaci spojitych funkci, ktera fika, ze mnozina
P ={anz" +---+ao|n €N} CC(0,1)) je v C({(0,1)) hustd. Hodilo by se ndm tedy z P vyrobit
n&jakou jinou mnozinu. Pojdme se podivat, co se stane, kdyz budeme skladdat spojité funkce.

Vsimnéme si, ze pro spojitou funkci f : (0,1) — (0,1) mame, Ze pro g € C((0,1)) plati g(f) €
C({0,1)), protoze f je spojita a zobrazuje do (0,1) a g je spojita definovana na (0,1). Co stoji za
zminku, je, Ze pokud f je bijekce, mame pro vSechna g1, g2 € C({0,1)):

p(g1,92) = sup |gi(z) —g2(2)l = sup |gi(f(2)) — g2(f ()| = p(g1(f), 92(f)),
z€(0,1) f(x)e(0,1))
coz plati, nebot stdle délame suprema stejnych mnozin, jen jsme si pfejmenovali jednotlivé vstupy
do funkci g1 a g2. Pojmenujme toto zobrazeni C : C({0,1)) — C({0, 1)), které g zobrazi na g(f).

Co jsme timto vlastné ziskali? Zobrazeni z C, které zachovava vzdélenosti, a tedy je spojité
a prosté (protoze pokud se rovnaji dva obrazy, tak maji nulovou vzdalenost, takze i vzory maji
nulovou vzdélenost).

K ¢emu to je dobré? Zatim to neni jasné, ale co kdybychom si p¥idali pozadavek, ze f~1 je
spojité? Pak se stane zajimava véc, protoze pak pro g € C((0,1)) plati, ze g(f~') € C({0,1))
a zaroveti C(g(f~1)) = g, takze C bude na.

Funkce f mé v nasem pripadé zvlastni jméno a fikd se ji homeomorfismus. Ve zkratce se da
fict, ze homeomorfismus je obousmérné spojitd bijekce. Takova funkce je uzite¢na, protoze pokud
se néjaka vlastnost prostoru zachovava pti zobrazeni spojitou funkci, zafidi ndm homeomorfismus,
ze ta vlastnost bud plati nebo neplati v obou prostorech, mezi kterymi vede.

Naprosto stejné si vSimneme, ze C je také homeomorfismus, protoze je to bijekce a zachovava
vzdalenosti v jednom sméru, takze i v druhém. Jedna z vlastnosti, které homeomorfismy zachova-
vaji, je, ze zobrazuji husté mnoziny na husté. Jednoduchy ditkkaz spociva v tom, ze pokud f : C — D
je homeomorfismus, vezmeme otevienou U C D, jeji vzor f~1(U) je otevieny, a protoze f je na, je
vzor dokonce i neprazdny. Pokud C’ je husta v C, pak né&jaky jeji prvek je v f~1(U), a tedy v U
je n&jaky prvek z f(C’), tedy je husta.

To konecné vysvétluje nasi konstrukci C' a k ¢emu je dobra. Umoziiuje nam vytvorit z husté
mnoziny jinou hustou mnozinu! Takze ndm staci najit f homeomorfismus, ktery zobrazi P na
né&jakou podmnozinu A ze zadani, a jsme hotovi. Trividlni piiklad je f(z) = 23, ktery zobrazi P
na polynomy s nenulovymi koeficienty jen u mocnin délitelnych tfemi, tedy na podmnozinu A.
Trivialné jak f(z), tak f~1(z) = x% jsou spojité a vSechny naSe predeslé avahy se daji aplikovat.
Méme tedy hotovo.

POZNAMKY:

Neéktera feSeni postupovala stejné jako vzorové, ostatni fesitelé pouzili vice pfimy zpusob a ukazali,
e posloupnost fn(x) = 22 — 22(1 — 22)" lezi v A a mé limitu 22, takZe pak mohou aproximovat
libovolnou spojitou funkci polynomem, a poté jeho kvadraticky ¢len aproximuji vhodnym ¢lenem
posloupnosti f,. U tohoto postupu vsak vétSina FeSiteltt viibec nedokazala, pro¢ jim sta¢i dokazat,
%e umi aproximovat 2. Na druhou stranu jednoduchou tpravou vzorového feseni ziskame mnohem
zajimavéjsi fakt, ze ndm stac¢i polynomy s mocninami z, které jsou nésobky libovolného n, takze
muzeme mit libovolny pevny pocet koeficientti nulovych a tvrzeni stale plati. (Patrik Stencel)



Uloha 3.
Naleznéte vSechny spojité funkce f : (0,1) — R spliiujici pro kazdé x € (0,1) rovnost

@ f(2?) — 2* f(2) — 2 f(2®) + f(z) = 1.

RESENI PEVNYM BODEM:
Rovnici upravime jako

(1 —2*)f(z) —2(1 - 2*)f(2®) = L.
Tu na (0, 1) Fesi spojita funkce

e(z) = » z€(0,1),

1—=x
coz lze uhodnout z tvaru rovnice nebo néjakou metodou? spoéitat. Déle uz jen budeme ukazovat,
ze jiné feSeni nez ¢ neexistuje, k ¢emuz vyuzijeme Banachovu vétu o kontrakci.

Protoze uvazujeme body z € (0, 1), mizeme ekvivalentné fesit rovnici

F) = af@®) + g,
—z
nebot 1 — 22 # 0 na (0, 1).

Mnozina (0, 1) neni vzhledem ke standardni metrice na R kompaktni, takze na C((0,1)) neni
dobfe definovand supremova metrika po. Proto se pro pfirozené n omezime na kompaktni interval
I, = (0,1 — 1/n). Mnozina C(I) spojitych funkei na I, jiz tvofi vzhledem k supremové metrice
poo metricky prostor, ktery je navic dle véty 19 tfetiho dilu seridlu uplny.

Dale definujme zobrazeni

T : C(In) — C(In),

které funkci f € C(I) pfifadi funkci T, (f) definovanou jako

1
1—z2’

To(f)(x) = 2f(e?) + z € In.

Pro f spojitou na I, = (0,1—1/n) je vzdy i Ty, (f) spojitd na tomto intervalu, nebot 75, (f) je ddna
soucty, souiny a slozenimi spojitych funkci.
Ukézeme, ze Ty, je kontrakci: Pro f,g € C(In) a libovolny bod z € I, plati

1
5 —xg(a?)—

Tl @) ~Ta(9)(@)] = [ (@®) 47—

| = o) ~9?)| = 21/ @) ()]

1—x2
diky nezapornosti z. Pro libovolné = € I,, = (0,1 — 1/n) plati, ze 22 € (0,z) C I,,. Tudiz
f(2?) — g(a?)| < max [f(t) = g(t)] = poo(f, 9)-

Zéroven 0 < z < 1 — 1/n, takze pouzitim téchto dvou nerovnosti dostdvame

ITa(F)@) ~ Tal)(@)| = #l£2) — 9@ < (1= 1) - poc(, ).

n

2Naptiklad predpokladat feseni ve tvaru fady f(z) = Y00 o ana™ a zjistit, Ze vyhovujici fada
je geometricka se souctem 1/(1 — ) pro |z| < 1.
3



Protoze tato nerovnost plati pro vechna x € I,,, plati jiz také
1
poc (T (), Tn(9)) = max | Tu(£)(t) = Tu(@) ()] < (1= ) - p(f9).

Odtud plyne, Ze zobrazeni T, je kontrakce na metrickém prostoru C(I) s koeficientem 1 —1/n < 1.

Spolu s uplnosti prostoru C(I,) z tohoto plyne diky Banachové vété o pevném bodé, ze rovnice
Tn(f) = f mé na C(I,) pravé jedno Feseni.

Nakonec predpokladejme pro spor, ze zadand rovnice mé i jiné spojité feseni w : (0,1) — R
rizné od jiz nalezeného p(z) = 1/(1 — z). Pak se tyto funkce musi v alespoii jednom bodé lisit,
ozna¢me tento bod jako a € (0,1). Nalezneme k prirozené takové, ze a € I, — to lze, nebot pravé
krajni body intervala I,, konverguji k jedni¢ce (tj. lim(1 — 1/n) = 1), ale a je ostife pod 1. Pokud
nyni uvazujeme funkce w a ¢ jen jako funkce definované na I, pak jsou tyto funkce spojité, ruzné
a obé fesi puvodni rovnici. To je ale spor s tim, Ze rovnice T (f) = f ma na C(Ix) pravé jedno
feseni.

RESEN{ KONVERGENC:
Z predchoziho feSeni vime, ze mizeme ekvivalentné pracovat s rovnici

2 1
7@ = 2@ + =,
ktera ma feSeni p(x) = 1/(1 — z) pro = € (0,1). VSimnéme si dosazenim z = 0, Ze libovolné feseni
f musi spliiovat f(0) = 1.
Predpokladejme, Ze f : (0,1) — R je n&jaké spojité feseni dané rovnice a definujme funkeci &
predpisem §(z) = f(z) — p(z). Pak je § spojita funkce na (0,1) a plati §(0) =1—1=0.
Protoze f a ¢ na (0, 1) spliuji

flz) =zf(z®) +

Lo el =aee?) +

1— 1— a2’

musi § splriovat
§(z) = f(z) — () = af (2?) — zp(z?) = 26(a?)

pro kazdé = € (0,1). Navic 2 € (0,z) C (0,1), takze dosazenim plati také §(z2) = 225(x?), tj.
§(x) = 28(x?) = x - 25(z*). Induktivné obecné pro pfirozené n plati

§(z) = 22" ~1s(z2").

2™ —1yoco
n=1

Pevné zvolme né&jaké z € (0,1). Pak posloupnosti (227)2 ; a (z maji v (0, 1) limitu 0.

Ze spojitosti § musi (6(1:2"))20:1 konvergovat k 6(0) = 0, a tedy
d(z) = lim §(z) = lim xznflé(xw) =0.
n— oo

Tudiz pro libovolné z je 6(x) = 0, odkud jiz plyne, Ze f = ¢, neboli ¢ je jediné feSeni dané rovnice.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni se ubirala jednim ze dvou zde uvedenych postupti. Néktera feseni postupujici
metodou pevného bodu nebyla plné spravné, protoze pracovala pfimo na intervalu (0, 1), pro ktery
netvori (C((O, 1)), poo) metricky prostor. Jina feseni s vyuzitim zadané rovnice vyjadfovala f pomoci
nekonecné rady. Tento postup v principu vedl ke spravnému feseni véetné jednoznacnosti, ale dalo
docela praci ho udélat korektné. (Matéj ,, Pan G“ Gajdos)



