Skladani

3. PODZIMNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 8. PROSINCE 2025

ULona 1. (3 BODY)
Dlazdi¢ Dlaza dlazdi tabulku 8 x 8, pfiGem# ma pouze dlazdi¢ky niZze vyobrazenych tvart (dlazdicky
muze otacet i preklapét). Kazdy tvar pouzije alespon jednou. Nakreslete, jak miize Dlazovo
vydlazdéni tabulky vypadat.

ULOHA 2. (3 BODY)
Najdéte vSechna prvoéisla p, q takova, ze p? + ¢2 + 2044 je slozené &islo.

ULona 3. (3 BODY)
Anicka dostala obdélnikové puzzle. Kdyz jej otevfela, s izasem zjistila, ze kazdy z 851 dilkti ma
jeden z nasledujicich tvart. Kolik je dilkt typu E?

(3L 3LPeg By

ULOHA 4. (5 BoD®)
Véhlasny skladatel Ivan rad sklada funkce. Najdéte pro néj vsechny funkce f : R — R splnujici:

ff (@) +y) ==+ f(f(y)

pro vSechna z,y € R.

ULOHA 5. (5 BODD)

Méjme tabulku n x n a obdélniky 1 X k pro néjaké prirozené k > 2, kterymi je tato tabulka

vydlazdénal. Rekneme, 7e fadek &i sloupec tabulky je wyvdZeny, pokud do néj zasahuje stejny

pocet vodorovné a svisle orientovanych obdélnikt. Dokazte, Ze vyvazenych fadka a sloupci bude
3

v souc¢tu maximalné sn.

ITim myslime, Ze kazdé policko tabulky je zakryto pravé jednim obdélnikem a kazdy z pouzitych
obdélniku lezi cely v tabulce.



ULOHA 6. (5 BODD)
Markét si na papir nakreslila ostrouhly trojuhelnik ABC, nad jehoz stranami zkonstruovala pul-
kruznice tak, ze vSechny lezi vné trojuhelniku. Prusec¢ik vysky z vrcholu A a pulkruznice nad
stranou BC oznacila D. Obdobné zkonstruovala body E, F' po fadé naproti bodim B, C. Lucka
pak prisla a chtéla z Sestitthelniku AFBDCE slozit jehlan se zdkladnou ABC. Dokazte, Ze se ji to
mohlo povést.

ULOHA 7. (5 BOD®)
Pasik Vasik pres rok hodné zlobil. Proto na néj pfisel cert a fekl: ,Najdi vSechny funkce f : R — R
spliujici:

fley+f(f(@) =yf(@) +=

pro vSechna z,y € R.“ Zachrarnte pasika pred Certem a najdéte je.

ULOHA 8. (5 BODD)
Terka na stole tvaru nekoneéné roviny hraje hru s figurkami A, B, C, D. Jeden tah figurkou
A vypada tak, ze jeji nova pozice je obrazem jeji staré pozice v osové soumérnosti podle tusecky
BD. Obdobné, figurka D se pfi svém tahu pfesune na misto, které je obrazem jeji stavajici pozice
v osové soumérnosti podle tsecky AC. Figurky B, C se nepohybuji a ve hfe neni povoleno dvakrat
po sobé tdhnout stejnou figurkou. Na zacatku byly figurky umisténé tak, ze |AB| = |BC| = |CD|.
Dokazte, ze po odehrani kone¢né mnoha tahtt budou obé figurky A, D stat na své pocatecni pozici.



Skladani

3. PODZIMNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Dlazdi¢ Dlaza dlazdi tabulku 8 x 8, pficemz mé pouze dlazdicky nize vyobrazenych tvari (dlazdicky
muze otacet 1 preklapét). Kazdy tvar pouzije alespon jednou. Nakreslete, jak muze DIdZzovo
vydlazdéni tabulky vypadat.

RESENT:
Dlaza mohl tabulku vydlazdit naptiklad takto:

Pk ke Kk

POZNAMKY:

Vétsina doslych reseni byla spravné. Nékterym fesiteldm se zfejmé zdalo poslat jen vysledek moc
skromné, a tak pridavali rizna pozorovani nebo postupy, coz také neni Spatné. (Ondrej Vocka)
Uloha 2.

Najdéte viechna prvoéisla p, q takova, ze p®> + ¢ + 2044 je slozené éislo.
RESEN{:
Rozdélime si ulohu na dva pripady. Nejprve predpokladejme, Ze p a ¢ jsou licha. Pak jejich druhé

mocniny jsou také liché, to 1ze snadno ovéfit:

(2k +1)% = 4k? + 4k + 1.
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V naSem vyrazu pak séitdme dvé tyto mocniny, neboli dvé licha ¢isla, a pfi¢itdAme k nim 2044.
Celkovym souc¢tem proto bude sudé, tudiz urcité slozené Cislo, které je vétsi nez dva.
V druhém pftipadé je alespon jedno z prvodisel sudé, feknéme tedy p = 2. Vyraz upravime na

4+ g% + 2044 = ¢ + 2048,

a zkoumame, zda je ¢islem slozenym. V tlohach jako je tato se nam nabizi takovy trik — moduleni.
Mizeme vyraz zkoumat, nejcastéji modulo 3 nebo 4, a divat se, jestli ndAhodou neni né¢im délitelny.
Zkoumejme vyraz modulo 3. Protoze 2048 = 2 (mod 3), zbyvd nadm podivat se na zbytky, které
dava ¢2.

Zbytek po déleni tfemi druhé mocniny libovolného celého ¢isla mtze byt pouze 0 nebo 1. To se
da ukazat tim, ze umocnime g, které zapiseme ve tvaru 3k, 3k +1 a 3k + 2, k € Z. Zbytek nula pak
nastane pouze pro q¢ = 3k a jediné takové prvocislo je trojka. Pro ¢ = 3 a p = 2 méa vyraz hodnotu
2057, coz je slozené &islo. Jestlize ¢ # 3k, mame ¢2 = 1 (mod 3). Pak jsme vyhrali, protoze cely
vyraz bude délitelny tfemi (a uréité vétsi nez t¥i):

¢>+2048=1+2=0 (mod 3).

Zavérem je, ze vyraz p? + ¢2 + 2044 je slozené &islo pro viechny dvojice prvoéisel p, q.

PozNAMKY:

Dosla feseni byla vesmés spravné, pochvalu maji ti, kteri v feseni dokazali, ze mnozina kvadratic-
kych zbytkt po déleni tfemi je opravdu {0, 1}. (Lucka Zinova)
Uloha 3.

Anicka dostala obdélnikové puzzle. Kdyz jej oteviela, s uzasem zjistila, ze kazdy z 851 dilku ma
jeden z nasledujicich tvari. Kolik je dilkia typu E?

(3L 310 R Byt

Obdélnik z 851 dilkd ma jenom 2 moznosti na délky hran. Obdélnik 1 X 851 z moznych dilkt nejde
slozit, takze musi byt 23 x 37.

Ozna¢me pocet dilki typu A az E postupné pismeny a az e. V rozich obdélniku mohou byt jen
dilky typu A, které jsou tedy 4. V hranach obdélniku je 2 (21 + 35) = 112 dilkt. Tyto dilky musi
mit rovnou sténu a musi tedy byt bud B, nebo C, takze plati b + ¢ = 112. Uvnit¥ obdélniku je
21 - 35 = 735 dilkta. Tyto dilky nemaji zddnou rovnou sténu a jsou tedy D, nebo E, takze plati
d+e=T35.

Bez ohledu na to, jak se puzzle slozi, musi kazdy vystupek dilku zapadat do néjakého zafezu,
takze musi byt stejné vystupkt jako zarezl. Spocitani poctu zafezi a vystupkd v kazdém typu
puzzliku da nésledujici rovnici:

2a+b+c+3d+2e=2b+ 2c+d+ 2e,
2a 4+ 2d = b+,
d— b+c—2a.

2
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Dosazenim za b+ c a a dostaneme d = % = 52. Potom uz spo¢éitanim dilkd uvnit¥ obdélniku

dostaneme
d+e= 1735,
52+ e =735,
e = 683.

Z tohoto plyne, Ze puzzle musi mit 683 dilka typu E.

POZNAMKY:
Mnoho feseni postupovala podobné jako vzorové reseni. Vétsina FeSiteld se ale nejdfive snazilo
postavit okraj a poté prijit na to jak ho vyplnit. Zadani bylo trochu nejasné ohledné toho, jestli se
smi preklapét dilky typu B. Na vysledek to nemélo vliv, takze jsem uznéaval obé moznosti.
Neékteri fesitelé se snazili pocet dilki E spocitat nalezenim néjaké konstrukce a spocitani poctiu
dilkt v ni. Nikdo, kdo toto délal, ale neukazal, ze pokud puzzle preskladam, tak pocet dilkt riznych
typu zustane stejny, za coz jsem strhaval bod. Do konstrukce se také dalo jednodu$e zamotat
a napocitat Spatny pocet dilku. (Richard Dobisek)

Uloha 4.
Veéhlasny skladatel Ivan rad sklada funkce. Najdéte pro néj vsechny funkce f : R — R splnujici:

f(f@)+y)=z+ f(f(y))

pro vSechna z,y € R.

RESEN(:
Funkcionélni rovnice musi platit pro vSechny uspofddané dvojice (z,y). Muzeme tedy dosazovat
konkrétni hodnoty a rovnost musi stale platit.

Dosadime-li (z,y) = (z,0), dostaneme

f(f (@) ==+ f(f(0)).

Tento vztah vyuzijeme, kdyZ do ptivodni rovnice dosadime (z, —f(z)), z toho vyplyva

f(f(@) = f(2) = f(0) =+ f(f(=f(2) = =+ f(f(0)) — f(=).

Z toho nam staci vyjadrit
f(@) =z — f(0) + F(£(0)),

pfi¢emz druhy a t¥eti ¢len jsou jen konstanty, takze jsme dokazali, Ze FeSeni bude ve tvaru f(z) = xz+
¢, kde ¢ € R. To jesté zkusime dosadit do puvodni rovnice, abychom ovérili, jestli to skutecéné plati
pro vSechna c:

e Leva strana: f(f(z)+y)=fz+c+y)=z+y+2c
e Pravé strana: z+ f(f(y)) =z + f(y+c¢) =z +y+ 2¢c.

Zkouska nam vysla, tedy vime, Ze FeSenim je f(x) = x + ¢ pro vSechna ¢ € R.

PozNAMKY:

Naslo se nékolik zpiisobti feseni, at uz rtizna chytra dosazeni ¢i diikaz o injektivité nebo surjektivité
funkce. Nasli se bohuzel i takovi, ktefi tyto vlastnosti pouzivali bez ditkazu, ti dostali vétsinou jeden
bod za spravny vysledek. (Méra Valkovic)



Uloha 5.

Méjme tabulku n X n a obdélniky 1 X k pro néjaké prirozené k > 2, kterymi je tato tabulka
vydlazdénal. Rekneme, e fadek ¢i sloupec tabulky je vyvdZeny, pokud do néj zasahuje stejny
pocet vodorovné a svisle orientovanych obdélnikii. Dokazte, ze vyvazenych fadkia a sloupcti bude

v sou¢tu maximalné %n

RESEN(:

Zvolime si néjaké k a zvolime néjaké vydlazdéni tabulky. Oznaéime si pocet vyvéazenych sloupct
s a pocet vyvazenych fadkua r. Poté vime, ze ve vyvazenych sloupcich bude Zjﬁ policek soucasti
svislych obdélnikt. To proto, ze kazdy svisly obdélnik v ném zabirad k policek, kazdy vodorovny za-
bira pravé jedno a kazdy radek obsahuje n policek. Symetricky, poli¢ek ve vodorovnych obdélnicich

]]jfﬁ Protoze jsme kazdy ctverecek z tabulky zapocitali maximalné

ve vyvazenych fadcich bude
jednou, tak musi platit, ze

kn(s+r) <2
k+1 —

n(k +1)

(s+7r) < —

A protoze k je nejméné 2 a % je od 2 Kklesajici, tak z toho dostaneme (s + r) < 37", coZ jsme

chtéli dokazat.

POzZNAMKY:

Vétsina feSeni byla spravné a postupovala podobné jako vzorové reseni. (Luk4s Trojan)

Uloha 6.

Markét si na papir nakreslila ostrouhly trojuhelnik ABC, nad jehoz stranami zkonstruovala pil-
kruznice tak, ze vSechny lezi vné trojuhelniku. Prusecik vysky z vrcholu A a ptlkruznice nad
stranou BC' oznacila D. Obdobné zkonstruovala body E, F' po fadé naproti bodum B, C. Lucka
pak pfisla a chtéla z Sestitihelniku AF BDCE slozit jehlan se zakladnou ABC'. Dokazte, zZe se ji to
mohlo povést.

RESEN(:
Nejprve ukdzeme, ze |AE| = |AF|. Oznaéme si P, a P. paty vySek z vrcholi B a C. Poté diky
kolmosti BP, 1. AC jei EP, L AC, tedy EP, je vyskou v trojuhelniku ACE. Ten je ale zaroven
pravouhly s pfeponou AC, nebot E lezi na Thaletové kruznici nad AC. Z Euklidovy véty o odvésné
tak vime, ze |AE|? = |AP,||AC|. Obdobné z trojihelniku ABF ziskame |AF|? = |AP;||AB|.
Jelikoz plati rovnost uhla |<BP,C| = |<BP.C| = 90°, body B, C, Py, P. lezi na kruznici.
Z mocnosti bodu A k této kruznici vime |AP,||AC| = |AP.||AB|, pak diky pfedchozim rovnostem
mame |AE|? = |AF|?, neboli |AE| = |AF|, jak jsme chtéli.

ITim myslime, Ze kazdé policko tabulky je zakryto pravé jednim obdélnikem a kazdy z pouzitych
obdélniku lezi cely v tabulce.
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Obdobné si 1ze odvodit i |[BD| = |BF| a |CD| = |CE|. Jesté ale musime ukazat, Ze z Sestitihel-
niku opravdu lze slozit jehlan. Uvédomme si, Ze nemusime zacéinat s podstavou ABC a piehybat
zbylé trojuhelniky, ale mtizeme s témito trojuhelniky zacit. Poté k nim staci jen pfidat podstavu,
pokud si ddme pozor, abychom k sobé prilozili prislusné tusecky, a to otocené spravnym smérem.

Trojuhelniky ABF, ACE a BCD k sobé umime poskladat, diky pravym thlam pfi vrcholech
D, E, F, velice jednoduse. Vezmeme si tfi na sebe navzajem kolmé roviny a do kazdé z nich ddme
jeden z nasich trojuhelnikii. Udélame to zpuisobem vyobrazenym na obrazku. Strany, které maji
stejné délky a maji k sobé pfiléhat, budou lezet v pruseénicich nasich rovin a vrcholy s pravymi
uhly budou vSechny v pruseciku téchto tii rovin. Trojuhelniky k sobé ptilozime odpovidajicimi
stranami.

Timto ndm vznikne trojuhelnik A’ B’C’, ktery je shodny s nasim trojihelnikem ABC, ten tak
mizeme k nasim slozenym trojthelnikiim jednoduse pfilozit, ¢imz jsme hotovi. (Zaroven si mu-
zeme uvédomit, ze jsme zadné trojuhelniky ,neotocili“, tj. pfi rozlozeni ndmi vytvoreného jehlanu
opravdu ziskdme puvodni Sestitthelnik.)

POZNAMKY:

Témér vsechna feseni uspésné dokéazala prvni ¢ast, tj. rovnost délek stran Sestitthelniku. Mylné pak

tvrdila, ze jehlan uz musi jit posklddat. Existuji totiz Sestitthelniky, které rovnosti stran spliuji, ale

jehlan z nich slozit nelze. Druhou ¢ast pak zvladla pouze hrstka resitelt, kde za mé nejelegantnéjsi
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postup byl ten od Michala Rocka, ktery jsme si predvedli ve vzorovém feSeni. Alternativné slo
dokéazat jisté nerovnosti velikosti thli nebo tsecek, ze kterych uz vyplynulo, ze jehlan slozit 1ze.
(David Hromédka,)

Uloha 7.
Pasik Vasik pres rok hodné zlobil. Proto na néj piisel ¢ert a rekl: ,, Najdi vSechny funkce f : R — R
splinujici:

flry+ f(f(2)) = yf(z) + 2

pro vsechna x,y € R.“ Zachrarite pasika pred cCertem a najdéte je.

RESEN(:

Rovnice ze zadani musi platit pro vSechna z,y € R, specidlné tedy musi platit pro volbu =z = 1,
y =t — f(f(1)) (kde t je proménnd, kterd miZe nabyvat libovolné hodnoty z R). Dosazenim
dostavame, ze Vt € R plati

f@) =t @) - fO+1=1t-f1) - fOFFQ) + 1,

¢ili jakakoli vyhovujici funkee je tvaru f(t) = at + b, kde a,b € R jsou konstanty.
Dosazenim do rovnice ze zadani dostaneme

a(zy + alax +b) +b) + b=y(lax +b) + =
azy +a’z+a’b+ab+b=ary+by+ax
z(a® —1) —by+a?b+ab+b=0.

Tato rovnost musi platit pro vSechna z,y € R. Volbou z = 0 obdrzime rovnost (redlnych) poly-
nomu v proménné y, pfi¢emz polynom napravo je nulovy polynom. Aby rovnost platila, musi byt
i polynom nalevo nulovy, neboli musi platit b = 0. Dosazenim do rovnice vyse dostavame, ze Vz € R
plati x(a® — 1) = 0, z éeho¥ ihned plyne a = 1.

Jedinym potencidlnim feSenim zadané funkciondlni rovnice je tudiz identickd funkce
f(z) = z,x € R. Pfimym dosazenim zjistime, Ze tato funkce rovnici skutecné spliiuje.

POZNAMKY:

Mnoho doslych feseni postupovalo obdobné jako vzorové, nebo zacali dosazenim y = 0 a odvozenim,
ze f je bijekce. BohuZel také mnoh4 feSeni zapomnéla provést zkousku (nebo alespon napsat, ze tak
udélala), Zze nalezeny kandidat f(z) = x skutecné rovnici spliiuje (odvodili jsme podminku nutnou,
a priori ale nemusi byt postac¢ujici). Nakonec jsem se ale rozhodl byt mily a body za to nestrhavat
(ale pozor na to). (Josef ,, José“ Soural)

Uloha 8.

Terka na stole tvaru nekonecné roviny hraje hru s figurkami A, B, C, D. Jeden tah figurkou
A vypada tak, Ze jeji nova pozice je obrazem jeji staré pozice v osové soumérnosti podle tsecky
BD. Obdobné, figurka D se pri svém tahu pfesune na misto, které je obrazem jeji stavajici pozice
v osové soumérnosti podle tusecky AC. Figurky B, C' se nepohybuji a ve hfe neni povoleno dvakrat
po sobé tahnout stejnou figurkou. Na zacdtku byly figurky umisténé tak, ze |AB| = |BC| = |CD|.
Dokazte, ze po odehrani kone¢né mnoha tahii budou obé figurky A, D stat na své pocatecni pozici.



RESENI:

Uvédomme si, ze osova soumérnost je hodné hezké zobrazeni. Pfesné toho budeme vyuzivat. K feseni
nam postadi si vSimnout (a dokézat), ze v ur¢itych okamzicich budou figurky svymi obrazy v né&jaké
osové soumérnosti. Dokdzeme pak, ze po Sesti tazich se figurky dostanou opét do stejné pozice.
BUNO necht zaéina figurka A.

Oproti zadani si zaznacime pozice figurky A bezprostfedné po nultém, druhém, ¢tvrtém, ...
tahu jako A, A’, A" ... obdobné& D,D’, D", ... budou pozice figurky D bezprostfedné po prvnim,
tfetim, patém, ... tahu.

DokéZeme, e body A a D’ jsou své obrazy podle osy tsecky BC, a totéz dokdZeme i pro body
A" a D.

Poznamenejme, Ze osovd soumérnost zachovava vzdalenosti k bodim na ose, tudiz podminka
rovnosti usecek bude platit po kazdém tahu. Figurka A tak bude skdkat po kruznici se stfedem
v B a polomérem |AB)| (pfi¢emz na této kruznici lezi i bod C'), obdobné figurka D bude skakat po
kruznici se stfedem v C a stejnym polomérem.

Nejprve dokazeme, %e ABCD’ je rovnoramenny lichobé&Znik. Pak budou jisté A i D’ soumérné
podle osy tsec¢ky BC. Vime, %e |AB| = |CD’|.

/'A/

Oznaéme stied tsecky AA’ jako E, stied tisecky DD’ jako F a priisecik piimek BD a A’C jako
G. Jelikoz u E, F jsou kvili osovym soumérnostem pravé uhly, jsou trojuhelniky GEA’ a GFD
podobné podle véty uu. Tim ziskdme rovnost thlia |<AA'C| = |[<EA'G| = |[<GDF| = |<BDD’|.
Pfipomenime si, ze tyto thly lezi v dfive zminénych kruznicich se sttedy v B a C. A jelikoz stejné

velké obvodové thly v kruznicich o stejném poloméru prislusi stejné dlouhym tétivam, ziskame, ze
|AC| = |BD'|. Z toho uz plyne, ze je skute¢né ABCD’ rovnoramenny lichobéznik.

Provedme jeden tah s figurkou A. Pak si mtiZzeme vSimnout, Ze ¢tvetice D, C, B, A’ spliiuje stejné
vlastnosti, jako ptivodni A, B, C, D. Pak jelikoz vime, ze ABCD’ je rovnoramenny lichob&znik, musi
jim byt i DCB(A’) = DCBA"”, D a A" jsou tedy také soumérné podle osy usecky BC.

Nyni uz jenom skladejme zobrazeni podle osy tsecky BC: A — D', D' — A"’ tedy A = A",
D — A" A" — D" tedy i D = D'. A tim mame vyhrano.

POZNAMKY:

Klicovym bodem v feSeni bylo vS§imnout si oné osové soumérnosti a pak ji néjak douhlit. Vsichni
fesitelé, ktefi ji objevili, se zdarné dobrali k cili. Nékteri se vSak zamotali v néjakém odivodinovani
pomoci kone¢ného pocétu moznosti, kam figurky skoc¢i, coz ovsem troskotd na tom, Ze na kruznici
je nekoneéné mnoho bodi. (Adéla Karolina ,, Ada“ Zackova)



