Metrické prostory 2

2. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 2.UNORA 2026

ULona 1. (5 BODU)
V roviné R? uvazujme metriku dzunglové feky p, kterd bodtim = = (z1,x2), y = (y1,y2) pfifadi
vzdalenost p(x,y) = |y2 — z2|, pokud 1 = y1, nebo p(z,y) = |x2|+|y1 — z1| + |y2|, pokud x1 # y1.
Rozhodnéte, jestli je ¢tverec C = {(z,y) € R? | |z| < 1 A|y| < 1} v této metrice kompaktni.

ULOHA 2. (5 BODU)
Necht (M, p) je Gplny metricky prostor, f : M — M je zobrazeni a «, 8 jsou nezdporna realna ¢isla
spliujici a + 8 < 1. Necht pro kazda z,y € M plati

p(f(2), f(y) < a-p(z, f(z)) + B p(z,y).

Dokazte, ze pak ma f na M pravé jeden pevny bod.
ULOHA 3. (5 BoD)
Necht f : R2 — R? je zobrazeni majici nasledujici dvé vlastnosti:

(1) Pro kazdy trojihelnik! A C R? je
f(8) ={f(z) |z € A}

také trojuhelnik, pfi¢emz vrcholy A se zobrazi na vrcholy f(A) a strany A se zobrazi na

strany f(A).
(2) Pro kazdy trojihelnik A C R2 maji A a f(A) stejny obsah.

Dokazte, ze f je spojité (vzhledem ke standardni eukleidovské metrice na R?).

1Za trojuhelnik povazujeme i degenerovany trojthelnik (tj. tise¢ku) a trojthelniky bereme uza-
viené, tedy véetné jejich stran, vrchold i vnitiku.



Metrické prostory 2

2. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

V roviné R? uvazujme metriku dzunglové ieky p, kterda bodim x = (z1,x2), y = (y1,y2) pfifadi
vzdalenost p(z,y) = |y2 — x2|, pokud 1 = y1, nebo p(x,y) = |z2| + |y1 — 21|+ |y2]|, pokud z1 # 1.
Rozhodnéte, jestli je étverec C = {(x,y) € R? | |z| < 1A |y| < 1} v této metrice kompaktni.

RESEN{:
Ukézeme, ze ¢tverec C' neni kompaktni v metrice dzunglové feky. Vezméme si posloupnost (zn)5%;,
kde zn, = ( — %, 1). Vsimneme si, Ze libovolné dva prvky posloupnosti jsou od sebe vzdaleny ale-

sponi! 2, protoze zadné dva prvky posloupnosti nemaji stejnou prvni soufadnici. Takova posloupnost
ale nemize mit konvergentni podposloupnost — konvergentni podposloupnost by musela byt cau-
chyovska, ale to je v pfimém sporu s tim, ze jsou libovolné dva jeji body od sebe vzdaleny alespon
2. Tudiz tento ¢tverec neni kompaktni.

POzZNAMKY:

vzdy dojit po kolmici k fece (pfimka y = 0), pfepravit se po ni do paty kolmice z druhého bodu,
a poté se vydat zase od ni ve sméru y. Toto zpusobuje, ze body, které by ,mély byt blizko“, jsou
v této metrice velmi daleko. Vznikly metricky prostor je tedy velmi velky a tam také vznika problém
s kompaktnosti. To, co jsme v FfeSeni dokézali, vlastné pfimo znamend, Ze prostor neni ,totalné
omezeny“ (pojem definovany ve tfetim dilu seridlu), coZ je nutnd podminka pro kompaktnost.
Druhé podminka, tplnost, je naopak splnéna, tedy v jistém smyslu jediny divod proc tento prostor
neni kompaktni je, ze je prilis velky. (Vit Hanika)

Uloha 2.

Necht (M, p) je uplny metricky prostor, f : M — M je zobrazeni a «, 8 jsou nezdpornd redlng disla
spliiujici o + B < 1. Necht pro kazda z,y € M plati

p(f(x), f(¥) < - plz, f(2) + 8- p(x,y).
Dokazte, ze pak ma f na M pravé jeden pevny bod.
RESEN{:
Vsimnéme si, ze f < laa<1.

Nejprve ukdzeme, ze posloupnost xp4+1 = f(zn) je Cauchyovskd, takZze ma limitu. Dosazenim
T =2y ay = Tnt1 ziskdme:

p(Tn+1, Tnt2) < ap(Tn, Tnt1) + Bp(Tn, Tnt1) = (@ + B)p(Tn, Tnt1).

ITato konstrukce rozhodné neni jediné, misto posloupnosti 1 —% bychom mohli zvolit libovolnou
posloupnost riznych celych &isel z intervalu [—1, 1] a stale od sebe budou velmi daleko.
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Protoze a + 8 < 1, mizeme pouzit stejny postup jako v dikazu Banachovy véty o pevném bodé,
¢imz ziskdme, Ze posloupnost (1) ; je Cauchyovskd. Oznacme jeji limitu L. Abychom ukazali,
ze f(L) = L, dosadime do nerovnosti ze zadani * = z,, a y = L:

p(xnt1, f(L)) < ap(zn, Tni1) + Bp(wn, L).

Protoze mame lim z,, = L, tak p(zn,Zn+1) — 0 a p(zn, L) — 0, takze p(xn41, f(L)) — 0, a tedy i
f(L) =limz,4+1 = L, coz jsme chtéli.
Pro jednoznac¢nost nyni jen dosadme xz = L a libovolné y # L a mame:

o(L, f(y)) < ap(L, L) + Bp(L,y) = Bo(L,y) < p(L,y),

kde jsme vyuzili 8 < 1 a p(L,y) > 0. Pokud by platilo f(y) = y, muselo by byt p(L, f(y)) = p(L,y),
takze f(y) # v.

POZNAMKY:
Vétsina spravnych feseni postupovala stejné. V téch netplnych fesitelé vétsinou zapomnéli, ze
nevime, jestli je funkce f spojitd, a nemiZeme tedy pouzit pro ovéfeni f(L) = L prohozeni limity
v posloupnosti lim f(z,) = f(limz,). Nékteri Fesitelé se snazili ukdzat, ze f musi byt kontrakce,
coz vSak neni pravda, i kdyz najit protiptiklad zabere chvili hrani si s kontrakci, kde se jeden bod
zobrazi nespojité.

(Patrik Stencel)

Uloha 3.
Necht f : R? — R? je zobrazeni majici nasledujici dvé vlastnosti:
(1) Pro kazdy trojiihelnik? A C R? je

f(A) ={f(z) |z € A}

také trojuhelnik, pfi¢emz vrcholy A se zobrazi na vrcholy f(A) a strany A se zobrazi na
strany f(A).
(2) Pro kazdy trojithelnik A C R? maji A a f(A) stejny obsah.
Dokazte, %e f je spojité (vzhledem ke standardni eukleidovské metrice na R2).
RESEN(:
Provedeme nejdfive nékolik geometrickych pozorovani.
(I) Zobrazeni f je prosté.

Necht jsou X a Y ritzné body. Zvolme bod A mimo pfimku XY. Pak AXY je troja-
helnik s kladnym obsahem, takze i trojuhelnik s vrcholy f(A), f(X), f(Y) ma dle (2)
kladny obsah. Z toho ale plyne, ze f(X) # f(Y), jinak by byl trojahelnik f(A)f(X)f(Y)
degenerovany s nulovym obsahem. Tedy f je prosté.
(II) Zobrazeni f zobrazuje kolinedrni body na kolinedrni body.

Pokud jsou A, B, C ruzné body lezici na jedné primce, pak trojuhelnik ABC' je degene-
rovany, takze ma nulovy obsah. Diky vlastnosti (2) to znamena, Ze i trojuhelnik s vrcholy
f(A), f(B), f(C) mé nulovy obsah, takZe je degenerovany. To nastane jediné tehdy, kdyz
f(A), f(B) a f(C) lezi na jedné pfimce (z prostoty z (I) jsou navic tyto body po dvou
rizné).

2Za trojuhelnik povazujeme i degenerovany trojthelnik (tj. ise¢ku) a trojthelniky bereme uza-
viené, tedy véetné jejich stran, vrchold i vnitiku.
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(III) Necht ABC' je nedegenerovany trojuhelnik a T je jeho tézisté. Pak f(T) je tézistém trojihel-

niku f(A)f(B)f(C).
Tézisté je charakterizovano vlastnosti, Ze je to ten jediny bod, pro ktery jsou obsahy
trojuhelniki ABT, BCT a C AT stejné a rovny tretiné obsahu ABC. Tedy pokud T je
tézistém trojuhelniku ABC, pak se obsahy trojuhelnikit ABT, BCT a C AT rovnaji, tedy
dle vlastnosti (2) se i obsahy trojuhelniku f(A)f(B)f(T), f(B)f(C)f(T) a f(C)f(A)f(T)
rovnaji, a tudiz musi f(T") byt t&zistém trojuhelniku f(A)f(B)f(C).

(IV) Necht S je stredem usecky AB. Pak f(S) je stiedem usecky f(A)f(B).

Zvolme bod C' mimo pfimku AB. Pak ABC' je nedegenerovany trojuhelnik, ozna¢me jeho

t&zisté jako T'. Dle (1I) lezi f(S) na pfimce f(A)f(B). Zaroven dle (II) lezi f(S) na pfimce

f(C)f(T), nebot stied S lezi na téznici dané body C, T. Podle (III) je vSak f(T') tézistém

trojthelniku f(A)f(B)f(C), takze pfimka f(C)f(T') definuje téznici v tomto trojihelniku.

Protoze f(S) lezi zaroven na téznici f(C)f(T') a na pfimce f(A)f(B), musi jiz byt f(S)
stfedem usecky f(A)f(B).

Spojitost f nyni dokdzeme primo z definice. Necht je bod roviny X libovolny, stejné tak bud

€ > 0 libovolné. Ukazeme, ze dostatecné malé okoli bodu X se zobrazuje nanejvys € daleko od bodu

X' = f(X).
Zvolme nedegenerovany trojuhelnik ABC tak, aby X bylo jeho tézistém — pro jednoduchost bud
tfeba ABC rovnostranny. Oznacme A’ = f(A), B’ = f(B), C' = f(C). Dle (III) je X' tézistém

trojthelniku A’B’C’.

Nyni budeme postupné konstruovat mensi trojuhelniky ze stfednich pri¢ek. V prvnim kroku
bud A; stfedem BC, B sttedem CA a Cj stfedem AB. Podle (IV) jsou pak body A} = f(A1),
B} = f(B1) a C{ = f(C1) stiedy pfislusnych stran v trojuhelniku A’B’C’. Proto trojuhelniky
A1B1Cy a A} BjC] jsou tvofeny stfednimi pfi¢kami ptvodnich trojuhelniki ABC, respektive
A’B’C’. Pritom pfickovy trojihelnicek A1 B1C1 ma za tézisté opét bod X, stejné tak A} BiCY
m4 za t&Zisté bod X', nebot je tvofen pfickami trojihelniku A’ B’'C’ s t&zistém X'.

C

Obecnéji mizeme vytvorit posloupnost zmensujicich se pfickovych trojahelnicka (A, BnCr)S2
a odpovidajicich trojuhelnicka (A}, B;, C},)52, takovych, ze jednak plati A, = f(An), B, = f(Bn),
Cl = f(Ch), jednak A,, By, a Cy jsou stfedy stran Bp_1Cn—1, Cn—1An—1, An—1Bn—_1 (a stejné
tak pro o¢arkované body), a navic X je vzdy tézistém A, B,Cy a X' tézistém A/ B) C/,.

Ozna¢me |A’'X'| = a, |B’X'| = b a |C'X’| = c. Tézisté puli kazdou t&znici v poméru 2 : 1, kde
delsi strana je ohranicena vrcholem trojahelniku. To naptiklad znamend, ze
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obecné |A! X'| = a/2", a stejné tak |B),X'| = b/2™ a |C], X'| = ¢/2™. Pro dostatecné velké k lze
tak zajistit, aby byly viechny tii délky |A} X'|, |B;, X'| a |C}, X’| mensi nez e. V takovou chvili je
trojthelnik A} B C}. cely uvniti kruhu Ue (X”).

To znamena, Ze body uvnit¥ trojahelniku Ay ByiCy (v obrazku k = 2) se vSechny zobrazuji
do A} B;C} C U:(X'), nebot ze zadani pfedpokladame, ze f zobrazuje vnitiky trojuhelnikii na
nebo pomoci kruznice vepsané) zvolit § > 0 takové, ze kruh Us(X) je cely obsazen v trojuhelniku
Ay By Cl. V takovou chvili pro libovolny bod Y € Us(X) plati, ze f(Y) je od X' = f(X) vzdalen
méné nez e, coz je presné pozadavek spojitosti f.

POZNAMKY:

Myslim, ze tloha byla obtiZnd hlavné svou otevienosti bez jasného zacatku, od kterého se odpich-
nout. To se projevilo i v pfijatych FeSenich, kde se vesmés kazdé feseni pokouselo tlohu vyftesit
jinym zpusobem, pfi¢emz se ukazaly byt schiudné jak syntetické, tak analytické postupy. Mezi ana-
lytickymi fesenimi stoji za zminku pouziti barycentrickych soufadnic vici pevnému trojihelniku,
které maji vzhledem k zobrazeni f velmi pékné vlastnosti. (Matéj ,, Pan G“ Gajdos)



