Kombinatoricka

2. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 2.BREZNA 2026

ULona 1. (3 BODY)
Klarka dostala ¢okoladovou tabulku 6 x 6, kde praveé cCtyfi ctverecky jsou z horké cokolady, vizte
obrézek nize. Klarka chce tuto tabulku rozdélit na ¢ty¥i éasti tak, aby kazd4 ¢ast méla (po vhodném
otoleni ¢i pieklopeni) stejny tvar a umisténi étverecku s hoikou ¢okolddou v ramci tohoto tvaru
bylo pro vSechny ¢ty¥i dilky stejné. Ukazte, jak to muze udélat.

ULOHA 2. (3 BODY)
Najdéte v zavislosti na n podet uspofddanych dvojic (A, B) splitujicich, ze A i B jsou podmnoziny
{1,2,...,n} a zaroven A neni podmnozinou B a B neni podmnozinou A.

ULoHA 3. (3 BODY)

Lenka si hraje s tabulkou 3 x 3, ktera je na zac¢atku postupné po tadcich vyplnénd éisly 1 az 9.
Na této tabulce umi provést nasledujici operaci: vybere jeden fadek ¢i sloupec a libovolné kladné
celé éislo k, nacez ¢isla (po fadé€) a, b, ¢ v tomto fadku ¢i sloupci nahradi ¢isly a + k, b — k, ¢ — k,
nebo ¢isly a — k, b—k, c+ k. Operaci miize provést jen tehdy, kdyz zadné ze vzniklych ¢isel nebude
zaporné. Dokaze Lenka koneéné mnoha operacemi dostat tabulku do stavu, kdy v kazdém policku
bude totéz cislo?

ULOHA 4. (5 BODU)
Aniéce z minulé série zbyla Spageta dlouhd 2n, ale Ani¢ka m4 chut na Spagetu o délce piesné n,
kde n je kladné celé ¢islo. Anicka lame Spagetu vzdy tak, aby vysledné dilky mély celociselnou
délku. Urcete nejmensi k takové, Ze at uz Anicka lame $pagetu libovolng, tak po k laménich existuje
podmnozina tlomkt se souctem délek n.

ULOHA 5. (5 BoD)
Maéra a Naty si hraji. Na zacatku hry si kazdy z nich vytvori své tajné ¢Cislo tak, ze stokrat za
sebou hodi standardni Sestisténnou kostkou a vysledky téchto hodu si zapise jako jedno stociferné
¢islo. Nasledné oba naraz zakfic¢i ¢islo mezi 1 a 100 a zapamatuji si n-tou cifru svého ¢isla, kde n
bylo ¢islo vyfceno druhym hrac¢em. Pokud si oba maji zapamatovat Sestku, vyhraji, jinak prohraji.
Jaka zédbava! Mohou najit strategiil s pravdépodobnosti vyhry vice nez %?

INa strategii se smi domlouvat pouze pied zac¢atkem hry, béhem hry spolu komunikovat nesmi.



ULOHA 6. (5 BODD)
Ondra narysoval kruznici a po jejim obvodu nakreslil n kvétin. Poté vybral mnozinu souvislych
useku? kvétin U takovou, ze kazdy tsek z U ma v U nejvyse jeden nadisek3. Bud a pocet usekii
z U, které v U nadusek nemaji, a b pocet t&ch, které maji (pravé jeden). Dokazte, ze plati a—l—g <n.

ULOHA 7. (5 BoD)
Na Matfyzu maji n atomu, pfic¢emz kazdy atom obsahuje nanejvys jeden elektron. Matfyzaci ovSem
nevédi, které atomy elektron obsahuji ani kolik elektroni celkem je. Maji vSak diodu, kterou mohou
zavést od atomu A k atomu B (pFi¢emz zalezi na orientaci diody). V tu chvili pokud je v atomu A
elektron a v atomu B ne, tak se pfesune do atomu B, jinak se nestane nic. Matfyzéci pfi pouziti
diody nevédi, jestli doslo k presunu elektronu. Rozhodnéte, zda Matfyzaci mohou nékolikrat za
sebou pouzit diodu tak, aby pak mohli o nékterych dvou atomech s jistotou fict, ze jsou ve stejném
stavu (s elektronem nebo bez).

ULOHA 8. (5 BoD)
Méjme graf s 2n vrcholy a n? hranami. Dvojici vrcholé {z,y} nazveme p#dtelskou, pokud maji
alesponl jednoho spoleéného souseda. Dokazte, Ze tento graf obsahuje alesponi n(n — 1) pfatelskych
dvojic.

2Mnozina kvétin se nazyva souvisly tisek, pokud lze vybrat dva (ne nutné riizné) kvitky takové,
ze vSechny kvitky z této mnoziny lezi na jednom z kruznicovych obloukt urcenych témito body
a vSechny kvitky nepatfici do dané mnoziny lezi mimo tento oblouk.

3Nadiusekem tiseku V' rozumime libovolny tisek W takovy, ze V je podmnozina W a W obsahuje
alespon jednu kvétinu nepatfici do V.



Kombinatoricka

2. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Klarka dostala c¢okoladovou tabulku 6 X 6, kde pravé Ctyfi ctverecky jsou z hoiké cokolady, vizte
obrézek nize. Kldrka chce tuto tabulku rozdélit na ¢tyii ¢ésti tak, aby kazda ¢dst méla (po vhodném
otodeni ¢i preklopeni) stejny tvar a umisténi ¢tverecku s hoikou ¢okolddou v rdmci tohoto tvaru
bylo pro vsechny c¢ty¥i dilky stejné. Ukazte, jak to mize udélat.

RESENT:

Za¢neme oddélenim vyznacenych dilkd, nebot ze zadani musi kazdy byt v jiné ¢asti. Déle, protoze
rohové dilky jsou ze t¥i stran ohranic¢eny, musime ohraniéit i jejich hotké sousedy (obrazek 1). Nyni
mé dilek vedle rohového horkého ¢tverecku tfi sousedy. Proto dalsi fez vedeme tak, aby i jeho
symetricky protip6l mél t¥i sousedy (obrazek 2). Pak zvlddneme ¢okoladu rozdélit na dva stejné
dily (obréazek 3). Poslednim krokem je rozdélit tyto dva dily na ptlky. Vime, Ze posledni (nejnizsi)
tadek cokolady musi obsahovat pét dilkd. Pomoci toho uz dokazeme cokoladdu dorozdélit. Klarka
tedy mohla rozdélit ¢okolddu zpisobem uvedenym na obrazku 4.

(1) (2) ®3) (4)

POzZNAMKY:
Dosla feseni neméla chybu. (Lucka Zinova)



Uloha 2.
Najdéte v zavislosti na n podet uspoiadanych dvojic (A, B) spliiujicich, Ze A i B jsou podmnoZiny
{1,2,...,n} a zdroveri A neni podmnozinou B a B neni podmnozinou A.

RESENI:
Pocet vyhovujicich dvojic spocteme tak, ze od celkového poctu dvojic odecteme pocet téch dvojic,
kde A C B, pak odec¢teme pocet dvojic, kde B C A, a nakonec pocet dvojic spliujici A = B, ktery
jsme odecetli dvakrat, jednou zpétné pricteme.

Pocet podmnozin {1,2,...,n} je 2™ (pro kazdy prvek volime, zda v podmnoziné lezi, ¢ ne).
Usporadanych dvojic jako takovych je proto 2™ - 2™ = 4™ a pocet dvojic, kde A = B, je 2™.

Konec¢né dvojic takovych, ze A C B, je 3™. Pro kazdy prvek totiz volime, zda lezi v A i v B,
pouze v B, nebo ani v jedné z podmnozin. Pfipad B C A funguje naprosto stejné.

Pocet vyhovujicich dvojic je tedy 4™ — 2 - 3™ + 2™.

POzZNAMKY:
Drtiva vétsina pfijatych feseni byla spravna a postupovala velmi podobné jako feseni vzorové.
(Josef ,, José“ Soural)

Uloha 3.

Lenka si hraje s tabulkou 3 X 3, ktera je na zacatku postupné po fadcich vyplnéna cisly 1 az 9.
Na této tabulce umi provést nasledujici operaci: vybere jeden radek ¢i sloupec a libovolné kladné
celé ¢islo k, nacez ¢isla (po Fadé) a, b, ¢ v tomto fddku ¢i sloupci nahradi ¢isly a + k, b — k, ¢ — k,
nebo ¢isly a —k, b—k, c+ k. Operaci miize provést jen tehdy, kdyz zadné ze vzniklych ¢isel nebude
zaporné. Dokaze Lenka kone¢né mnoha operacemi dostat tabulku do stavu, kdy v kazdém policku
bude totéz cislo?

RESENT:
Vsimnéme si, ze operace nijak neovlivni soucet hodnot rohovych poli s,, ponévadz jakmile k jed-
nomu k pfi¢teme, musime od druhého k odeéist (a naopak). Cislo s, mtzeme z pocateéniho stavu
vyjadrit jako 1 + 3 4+ 7 4+ 9 = 20. Pokud bychom dale dosahli kyZzeného stavu, kdy by v kazdém
policku byla stejna hodnota z, vyplynula by rovnost 20 = s, =4z = z = 5.

Nyni se zaméfme na soucet celé tabulky. Ten s libovolnou operaci klesne o k. Jelikoz pocatecni
tabulka nespliiuje zadani, musel by byt soucet vysledné tabulky mensi nez pocateéni soucet. Avsak
plati 92 =45 =1+ --- 4+ 9, coz je spor. Lenka to nezvladne.

1 2 3
4 5 6
7 8 9

POZNAMKY:

Obvyklou charakteristikou spravnych feseni bylo nalezeni invariantu v souctu rohd. Valna vétsina
to pak dotdhla pres klesajici soucet celé tabulky, ale za zminku stoji také postieh par resitelu, ze
pétka pak ,blokuje“ stfedni operace — tedy i nartst dvojky ¢i ctyrky. (Ondrej Vocka)



Uloha 4.

Aniéce z minulé série zbyla Spageta dlouhd 2n, ale Anic¢ka méa chut na Spagetu o délce presné n,
kde n je kladné celé cislo. Anicka lame Spagetu vzdy tak, aby vysledné dilky mély celociselnou
délku. Urcete nejmensi k takové, Ze at uz Anicka ldme Spagetu libovolné, tak po k ldmanich existuje
podmnozina tlomkii se sou¢tem délek n.

RESEN:
Ukézeme, ze k = n. Nejprve ukdzeme, ze pro k < n toho Anicka dosdhnout nemusi. V takovém
pripadé, kdyby z kraje Spagety ulomila Anicka k kust délky 1, zbude ji kus 2n — k > n a z kust
délky 1 muze poskladat Spagetu délky nejvyse k < n. Tudiz existuje zptusob laméani, po némz Anicka
Spagetu délky n poskladat nezvladne. Tudiz k& > n.

Dale dokadzeme, ze pro k = n to jiz ptujde. Uvazme libovolné naldmani dané Spagety pomoci n
rozlomeni. Tim nam vznikne n + 1 kust Spagety. Oznac¢me si délky kusi Spagety jako a1, a2, ...,
an+1 a udélejme soucty

s1 =ai, S = a1 + ag, ey Sp+1 =a1 t+az2+az+ -+ anpt1.

Soucet sy, kde £ je ptirozené ¢islo a £ < n+ 1, tedy znaci délku $pagety od jednoho konce k dilku £.
Téchto soucti je n+1 a zbytkd po déleni ¢islem n je n. To znamend, Ze podle Dirichletova principu
maji alesponi dva soucty z s1, S2, ..., Sp+1 stejny zbytek po déleni ¢islem n. Necht to jsou sp a sm
kdel </l<m<n+1.

Protoze sy, sm znadi celoéiselné délky Spagety od prvniho dilku po ¢-ty (respektive m-ty), sm—sg
je délka spagety od dilku £ + 1 do dilku m, a jelikoz maji tato dvé ¢isla stejny zbytek po déleni
¢islem n, je jejich rozdil délitelny ¢islem n. Tento rozdil navic musi byt vétsi nez 0 a mensi nez 2n,
protoze plati 0 < sy < s, < 2n. Tudiz s, — sy = n, coz je presné pozadovand délka Spagety.

POZNAMKY:

Vétsina feSitelu tlohu fesila spravné, zpusobem jako ve vzorovém feSeni nebo podobné. Za ne-
pfesnosti v odiivodnéni jsem strhavala 1 bod. Reseni, ktera se ubirala jingm smérem, byla spise
ojedinéla. (Tereza Matéjkova)

Uloha 5.

Mara a Naty si hraji. Na zacatku hry si kazdy z nich vytvori své tajné cislo tak, ze stokrat za
sebou hodi standardni Sestisténnou kostkou a vysledky téchto hodi si zapiSe jako jedno stociferné
¢islo. Nasledné oba nardz zakii¢i ¢islo mezi 1 a 100 a zapamatuji si n-tou cifru svého cisla, kde n
bylo ¢islo vyréeno druhym hracem. Pokud si oba maji zapamatovat Sestku, vyhraji, jinak prohraji.
Jaka zabava! Mohou najit strategii' s pravdépodobnosti vyhry vice nez 3—16 ?

RESEN(:
Staci kdyz Méra a Naty feknou &islo prvni pozice, kde jim padla 6 (pokud jim nepadne, tak BUNO
feknou 1). Tedy pokud je Sance, Ze oba maji prvni Sestku na stejné pozici vétsi nez L tak mame

36
. L. o - . . [ L. . 2 .
vyhrano. Sance, Ze jim obéma padne 6 pti prvnim hodu je %. Zaroven je ale sance (%) = %, ze

ani jednomu z nich nepadne. V takovém pripadé je ale Sance %, ze jim obéma padne pfi druhém
1

hodu. Tedy celkové mame Sanci alespon % + % - %=, Ze jim prvni 6 padne na stejné pozici, coz

36
nam staci.
PozNAMKY:
Vétsina spravnych feseni zvolila podobnou strategii a nékteri resitelé spocitali danou pravdépodob-
nost mnohem presnéji, coz nebylo nutné. (Lukés Trojan)

INa strategii se smi domlouvat pouze pied zac¢atkem hry, béhem hry spolu komunikovat nesmi.
3



Uloha 6.

Ondra narysoval kruznici a po jejim obvodu nakreslil n kvétin. Poté vybral mnozinu souvislych
tiseki? kvétin U takovou, Ze kazdy tsek z U ma v U nejvyse jeden nadiisek®. Bud a podet tisekii
z U, které v U nadisek nemaji, a b pocet téch, které maji (pravé jeden). Dokazte, Ze platia—i—% <n.

RESENT:

Ozna¢me A mnozinu usekl, které nemaji nadtusek, a B mnozinu tseku, které maji pravé jeden
nadusek; plati tedy |A| = a, respektive |B| = b. Kazdému tseku z A nyni piifadme obé jeho krajni
kvétiny a kazdému tseku z B ty jeho krajni kvétiny, jez nebyly pfifazeny jeho nadiseku; z definice
naduseku pak plyne, Ze kazdému useku z B prifadime vzdy alespon jednu kvétinu. Pokud si tedy
pocet prfifazenych kvétin véetné nasobnosti oznac¢ime K, bude dle pfedchoziho pozorovani platit

2)A|+|B|=2a+b< K.

Nyni ukazeme, ze kazda kvétina mohla byt prifazena nejvyse jednou jako krajni k tseku, ktery
je od ni po sméru hodinovych ruéicek, a nejvyse jednou jako krajni k tseku, ktery je od ni proti
sméru hodinovych rucicek, tedy celkové nejvyse dvakrat, takze K < 2n. Kdyby pro spor byla
néktera kvétina prifazena dvéma ruznym usekiim, které jsou od ni po sméru, resp. proti sméru
hodinovych rucicek, pak by jisté jeden z téchto usekt byl nadtsekem toho druhého; tisek vsak
nemuze mit dle konstrukce pfifazenou stejnou kvétinu jako jeho nadusek, takZze dostavame spor.

Celkové pak pro pocet prifazenych kvétin plati 2a + b < K < 2n, odkud jiz po vydéleni dvéma
dostaneme kyzenou nerovnost a + % < n.

POZNAMKY:

Uspésna feseni zpravidla postupovala podobné jako vzorové, jehoz ptedlohou bylo feseni Jakuba
Tréky. (Stépan Varhanik)
Uloha 7.

Na Matfyzu maji n atomi, pfi¢emz kazdy atom obsahuje nanejvys jeden elektron. Matfyzaci ovSem
nevedi, které atomy elektron obsahuji ani kolik elektronii celkem je. Maji vSak diodu, kterou mohou
zavést od atomu A k atomu B (pri¢emz zalezi na orientaci diody). V tu chvili pokud je v atomu A
elektron a v atomu B ne, tak se pifesune do atomu B, jinak se nestane nic. Matfyzaci pii pouziti
diody nevédi, jestli doslo k presunu elektronu. Rozhodnéte, zda Matfyzaci mohou nékolikrat za
sebou pouzit diodu tak, aby pak mohli o nékterych dvou atomech s jistotou Fict, Ze jsou ve stejném
stavu (s elektronem nebo bez).

RESENI:

Dokéazeme, ze at se snazime jakkoli, vzdy selzeme. Jednotlivé atomy si ocislujeme 1 az n a omezime
se na n+ 1 moznych pocatecnich rozlozeni a to takovych, ze pro k-té rozlozeni bude platit, ze kazdy
atom s ¢islem mensim jak k ma elektron. Nyni si rozmysleme co se stane, pokud spojime atomy
j a i diodou. Kdyz 7 < j, nestane se nic. Kdyz naopak ¢ > j, pfejmenujeme si j na ¢ a ¢ na j
a dostameme tim opét stejné rozlozeni.

Aplikaci diod tedy pouze prejmenovavame atomy mezi sebou. Vhodnym piejmenovanim atomu
jsme schopni ulohu pretvorit tak, ze diodu nepouzijeme. Na nasem prejmenovaném rozlozeni uka-
zeme, ze zvolime-li libovolné dva atomy, musi existovat alespon jedno rozlozeni takové, v némz ma
elektron pravé jeden z nich. Opét zvolime atomy i a j, kde BUNO i < j. Pak je nase vytvoiené

2Mnozina kvétin se nazyva souvisly tisek, pokud lze vybrat dva (ne nutné riizné) kvitky takové,
ze vSechny kvitky z této mnoziny lezi na jednom z kruznicovych obloukt urcenych témito body
a vSechny kvitky nepatfici do dané mnoziny lezi mimo tento oblouk.

3Nadiusekem tiseku V' rozumime libovolny tisek W takovy, ze V je podmnozina W a W obsahuje
alespon jednu kvétinu nepatfici do V.

4



rozloZzeni j hledanym rozloZenim — atom na pozici j elektron nemé ale na atom na pozici ¢ ano,
tudiz mé elektron pravé jeden z nich. Tim padem Matfyzaci s jistotou nemtzou urcit zadné dva
elektrony.

POzZNAMKY:

Uloha byla tézka. Spousta fesiteltl ztroskotala na netplnych ditkazech, neplatnych tvrzenich a po-
dobné. (Vojta ,,Dldza“ Gadurek)
Uloha 8.

Méjme graf s 2n vrcholy a n? hranami. Dvojici vrcholi {x,y} nazveme ptdtelskou, pokud maji
alespori jednoho spoleéného souseda. Dokazte, Ze tento graf obsahuje alespori n(n — 1) prételskych
dvojic.

RESEN(:

Méjme graf G = (V, E). Ozname si pro libovolny vrchol v € V jako n(v) pocet vrcholt u # v
takovych, ze {u,v} je pratelskd dvojice. Pak celkovy pocet pratelskych dvojic je %Zvevn(v)
(soucet délime dvéma, protoze kazdou pfatelskou dvojici {u,v} zapoéitdme jednou za u a jednou
za v).

Dale ozna¢me N (v) mnozinu vSech sousedti vrcholu v. Pokud si vezmeme libovolny vrchol w €
N(v), pak N(w) = {v,a1,a2,...,ax}, kde k = deg(w) — 1 s tim, ze v8echny dvojice {v,a;} jsou
pratelské, protoze sdileji spole¢ny vrchol w. Uréité tak n(v) > deg(w) — 1 pro libovolné w € N(v),
konkrétné

> d -1
n(v) LS eg(w)

Pro vrcholy s alespon jednim sousedem muzeme maximalni stupen zdola odhadnout aritmetickym
prumérem vsSech stupnu, tedy

n(v) > — N Z deg(w) = -1+ Z deg(w)
TN () wWEN (v) Wi () des)’

kde jsme také vyuzili toho, ze |N(v)| = deg(v). Pokud v nema zadného souseda, tak je n(v) = 0.
Pocet pratelskych dvojic tak umime odhadnout jako

1 d 1 d
L sl xS [he y dEe) s det
veEV veEV weEN (v) egv (v,w)eEE eg(v)
deg(v)7£0

Vyuzili jsme toho, Ze vrcholt se stupném vétsim nez nula je nanejvys 2n. Zapisem (v,w) € E
rozumime, ze s¢itdme pfes usporadané dvojice vrchol, které jsou spojeny hranou. To totiz odpovida
tomu, Ze si nejprve vybereme néjaky vrchol v € V a poté néjaky vrchol w € N(v), coz se objevovalo
v predposlednim vyrazu.

V souétu na konci popérujeme sc¢itance pro dvojice (u,v) a (v,u), ¢imz ziskdme

deg(w) deg(w) | deg(v)
(v,%:GE deg(v) - {v,g}:EE ( deg(v) ’ deg(w)> 7

kde tentokrat séitdme pies neusporddané dvojice {v, w} sousednich vrcholu. Na jednotlivé séitance
v sumé muzeme vyuzit AG-nerovnost:

(ieg(w) " jeg(v)> > Y 2. ieg(w) jeg(’U) = Y 2=2B =202
ca() " acgw)) = 2 P den(o) dem(w) 2=,
Dosazenim do predchoziho odhadu ziskdvame, ze

d 1
72 ) > n+2 3 eg(w)>—n+§2n2:n(n—1),

veV (v,w)eEE deg(v) a

{v,w}eE

coz jsme piesné chtéli.



POZNAMKY:

Vsechna spravna feSeni v néjakém smyslu spocitala néjaky primér, ktery poté sikovné odhadla.
Mnoho feseni ale rovnou tvrdilo, Ze minimum nastava pro uplny bipartitni graf, coz vibec neni
ziejmé, tedy jsem za to neudéloval zddné body. (David Hromédka)



