Metrické prostory 1

1. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 8. PROSINCE 2025

ULona 1. (5 BODU)
Pro dva body a, b v roviné definujme manhattanskou osu usecky a,b jako mnozinu bodu, které
maji stejnou vzdalenost v manhattanské metrice od a jako od b, tj.

oap = {z € R? | p1(a,z) = p1(b,z)}.

Méjme tedy dva body a, b, jejich manhattanskou osu tsecky o, a dva rizné body x, y na této ose.
Necht z je néjaky bod na piimce! prochazejici = a y. Rozhodnéte, zda z musi také lezet na ose 0qp-

ULOHA 2. (5 BOD®)
Necht (M, p) je metricky prostor a A je podmnozina M. Dokazte, ze A je oteviena pravé tehdy,
kdyz pro kazdy bod x € A a kazdou posloupnost (z,,)32; bodt z M, ktera konverguje k x, plati,
%e od jistého indexu jiz viechny body posloupnosti lezi v A.2

ULoHA 3. (5 BOD®)
Rozhodnéte, zda existuje metricky prostor (M, p), ve kterém existuje nekoneénd posloupnost uza-
vienych kouli Fy, Fa, F3,... takovych, ze polomér kazdé z nich je vétsi nez 1, pro kazdé prirozené

n plati F,41 C Fy, a maji prazdny prinik, &li 02, Fr = 0.

IMyslime Gplné obycejnou pFimku.
2Tim myslime, Ze existuje piirozené ¢islo ng takové, ze pro viechna n > ng plati z, € A.



Metrické prostory 1

1. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Pro dva body a, b v roviné definujme manhattanskou osu tusecky a,b jako mnozinu bodu, které
maji stejnou vzdalenost v manhattanské metrice od a jako od b, tj.

oub = {z € B? | pi(a,2) = p1(b, )}

Méjme tedy dva body a, b, jejich manhattanskou osu usecky o, a dva ruzné body x, y na této
ose. Necht z je néjaky bod na pfimce' prochazejici x a y. Rozhodnéte, zda z musi také leZet na ose

Ogab-
RESENT:
Uloha se nés vlastné pt4, jestli pro kazdé dva body a, b v roviné a z,y € 0,5, musi celd piimka £z,

byt podmnozinou o4p. To platit nemusi: Zvolme napiiklad a = (0,0) a b = (1,1). Pak tfeba body
z=(0,2) ay=(2,0) oba lezi na ose 045 — pro z jsou vzdélenosti od a a b

pi(a,z) =0 —0|+ |0 —2| =2, p1(b,z) =0—1]+2—-1| =2,

pro y vyjdou také obé vzdalenosti 2. V tu chvili bod z = b lezi na pfimce £.y, ale nelezi na ose 04,
nebof mé od b nulovou vzdalenost, zatimco od a mé nenulovou vzdélenost.

Pro lepsi ilustraci, jak moc manhattanské osy muzou byt ,nepfimkové“, jsou na obrazku bez-
dukazové zndzornény o, pro dvé ruzné konfigurace bodiu a, b.

IMyslime Gplné oby¢ejnou p¥imku.



POZNAMKY:

Vétsina feseni byla spravné. Nékolik feseni se zamotalo v tom, jestli ma £y, byt podmnozinou o4
nebo obracen€, coz pak vedlo ke ztraté bodu. Na vyfeseni tlohy stacilo najit jednu konkrétni volbu
a, b, x, y, z dokazujici £y Z o04p, ale spousta Tesitelll pocitala s vice ¢i méné obecnymi body,
coz pak vedlo na technické vypocty s absolutnimi hodnotami. Pokud takovy obecny vypocet nebyl
spravné, také jsem strhaval body. (Matéj ,, Pan G“ Gajdos)

Uloha 2.

Necht (M, p) je metricky prostor a A je podmnozina M. Dokazte, ze A je oteviend pravé tehdy,
kdyz pro kazdy bod x € A a kazdou posloupnost (x,,)5%; bodit z M, ktera konverguje k x, plati,
Ze od jistého indexu jiz vSechny body posloupnosti lezi v A.?

RESENT:

Uloha chce dokazat ekvivalenci dvou tvrzeni. Oznacme si otevienost mnoziny jako () a vlastnost
s konvergentnimi posloupnostmi jako (4). Chceme dokézat (*) <= (+). Rozdélime si to na dvé
implikace.

(*) = (+) Z definice otevfené mnoziny plati, Ze kazdy bod mé kolem sebe néjakou otevienou
kouli, kterd je v ni celd. Pokud mé posloupnost x5 limitu z, tak pro libovolnou kouli se stfedem =
existuje index, od kterého je x, celd v této kouli. Protoze x méa kolem sebe kouli celou v A a x,
od jistého indexu lezi v této kouli, lezi od jistého indexu z, v A.

Symbolicky bychom mohli zapsat konvergenci z, k = jako Ve > 0 Ing € N Vn > ng : zn, € Ue(z).
Otevienost mnoziny A jako Vy € A 3r > 0 : U,(y) C A. Dosazenim r ziskaného z otevienosti do
konvergence za ¢ je tvrzeni dokazano.

(+) = (%) Tvrzeni dokdZeme obménénou implikaci, kde ukdzeme (—(x)) = (—(+)). Necht
A neni oteviena mnozina. Takova mnozina obsahuje néjaky hrani¢ni bod, ktery nazvéme z. Chceme
dokéazat, Ze k nému existuje posloupnost, kterd jej mé jako limitu, ale neexistuje index, od kterého
by vsechny jeji ¢leny byly v A. ProtoZe x je hrani¢ni, plati Ve > 0 Us(z) N A # 0. Zvolme tedy
posloupnost x, tak, Ze xn, € Ui (x) N A°. Dle cviceni 15 ze seridlu mé tato posloupnost limitu x

a zaroven zadny jeji ¢len neni v A, takZe jsme zkonstruovali chténou posloupnost.

PozNAMKY:

Vétsina feSeni postupovala stejné jako vzorové. Prvni implikaci méla skoro vSechna FeSeni spravné.
U druhé implikace nékterd Feseni predpokladala, ze pokud pro kazdou posloupnost existuje Ue ()
takové, ze od néjaké chvile z, € A A xp € Us(x), tak existuje g9 takové, ze Ug,(xz) C A, coz pro
hranici neplati. V par fesenich se jesté objevil predpoklad, ze kazda klesajici posloupnost kladnych
¢isel ma limitu rovnou nule, coz neni pravda tieba pro z, =1+ % (Patrik Stencel)

Uloha 3.

Rozhodnéte, zda existuje metricky prostor (M, p), ve kterém existuje nekone¢na posloupnost uza-
vienych kouli I, Fy, F3, ... takovych, ze polomér kazdé z nich je vétsi nez 1, pro kazdé prirozené
n plati F41 C Fp, a maji prazdny prinik, ¢ili (02, Frn = 0.

RESENT:

Takovy metricky prostor existuje. Uvazme vazeny graf s vrcholy 0,1,2,..., ve kterém z kazdého
vrcholu vede hrana do 0 a zaddné jiné hrany v grafu nejsou. Hrana z 0 do n pro n pfirozené necht
ma délku 1+ % Na tomto grafu uvazme klasickou grafovou metriku. Vezméme si nyni posloupnost
kouli (F7,)52 , kde Fy, mé stied ve vrcholu n a polomér 2(1+ %) Pak do F), patrné spadaji vrcholy
n,n+1,n+2, ... asamoziejmé také 0. Tyto koule tedy spliuji podminku Fp,+1 C Fy. A jaky je
jejich prunik? Kazdé prirozené n patii pouze do prvnich n kouli, takze prinik téchto kouli je pouze

2Tim myslime, Ze existuje piirozené ¢islo ng takové, ze pro viechna n > ng plati z, € A.
2



vrchol 0. Odeberme tedy tento bod z naseho prostoru a metriku na zbylych vrcholech ponechme
stejnou takovou, jakd byla. Nyni uz maji koule prazdny prunik a vyhovuji zadani. Tomuto grafu
(metrickému prostoru) se fika jeZek a ¢asto muze poslouzit jako protipfiklad rtiznym tvrzenim.

RESENT PODLE JAKUBA TRCKY:

Uvazme prostor (M, p), kde M = N a p(n,m) =1+ m pro n # m a p(n,m) = 0, pokud
n = m. Jde o metriku, protoze p(n,m) =0 <= n = m, definice p je symetrickd vici prohozeni n
am a zaroven 2 > p > 1 (samoziejmé pokud neni p = 0), coz uz implikuje platnost trojuhelnikové
nerovnosti. Koule definujeme obdobné jako v minulém pfikladu, F;, ma stfed v n a polomér 1+ %,
tyto koule budou obsahovat pravé ¢isla n,n + 1,... a tedy vyhovuji zadani.

RESENf PODLE ERIKA JEZKA:

Uvazujme interval (0, 00) C R s metrikou p(z,y) = |z —y|+ 1, pokud = # y, jinak 0. Jde o metriku,
protoze definice je symetrickd vicéi prohozeni x a y a diky standardni trojuhelnikové nerovnosti
le—y| <|zr—2z|+|z—y| médmei |z —y|+1<|z—2|+1+|z—y|+ 1. Pokud definujeme F, jako
kouli se stiedem v bodé 5 a polomérem 1 + 2%, pak tyto koule budou interval (0, 2711—1 ). Tudiz
budou spliovat podminku Fj, 41 C F}, a jejich prunik bude prazdny. Dokonce tedy budou vypadat
podobné jako koule ve standardni euklidovské metrice.

PozNAMKY:

vypada to, Ze by prinik existovat mél. Ulohou jsme chtéli mimo jiné ilustrovat, ze takovéto obrazky
mohou byt zradné. Navic hledani vyhovujiciho prostoru neni Gplné trividlni. Dany prostor totiz
nesmi byt kompaktni (vlastnost zavddénd v druhém dilu seridlu). Na kompaktu si totiz vezmeme
néjakou posloupnost bodua takovou, ze jeji n-ty bod je v n-té kouli, a z ni vybereme konvergentni
podposloupnost. Jeji limita pak z uzavienosti bude patfit do vsech kouli, tedy do jejich pruniku.

Bylo tedy potifeba volit ponékud nepfirozeny metricky prostor. Zaklad konstrukce byl obvykle
néjaky neiaplny prostor, kde byla ke vSem vzdalenostem pripo¢tena jednic¢ka. Tim se z toho prostoru
stal Uplny prostor, nebot jsou v ném stejné jako v diskrétnim prostoru konvergentni posloupnosti
od jistého bodu konstantni. Nalezené prostory tedy byly uplné, coz je zajimavé, protoze pokud
bychom pracovali na Gplném metrickém prostoru a poloméry kouli nebyly vétsi nez 1, ale naopak
se blizily k nule, pak uz by prunik nutné musel existovat (a lezel by v ném pravé jeden bod). Tedy
pouze tim, ze dovolime koulim byt vétsi, najednou muize byt v priniku méné bodu.

Uplnost a kompaktnost jsou témata druhého dilu seridlu, pokud tedy nevi$, co znamenaji,
precti si to v ném. Nespravna feseni obvykle méla problém jiz s jednodus$si mnozinovou otazkou
— pokud je prunik koneéné mnoha vnofenych mnozin neprazdny, mize byt nekoneény prinik celé
nekoneéné posloupnosti téchto vnofenych mnozin prazdny? Odpovéd je ano a kdyz uz ¢lovék ma
néjakou takovou konstrukci, obvykle je lehké najit si metriku tak, aby koule vypadaly pravé jako
tyto vnofené mnoziny. (Vit Hanika)



