Antika

1. PODZIMN{ SERIE TERMIN ODESLANT:  30.zZARI 2025
ULona 1. (3 BODY)
Cisaf Nero si hraje se sirkami. Na stole lezi rovnost C — XI + I = CVI, pfi¢emz znaky +, — a =

nejsou slozeny ze sirek. Poradte Neronovi, jak pfesunout dvé sirky bez otaceni tak, aby rovnost
v Fimskych ¢islicich platila.

X+ =LV

ULOHA 2. (3 BODY)
Maérova oblibend amfora se roztfistila na bezpocet stfepi. Rad by co nejvic stfepil rozmistil na
Sachovnici 8 x 8 tak, aby na kazdém policku lezel nanejvys jeden stfep a zaroven se v kazdém
radku, sloupci a diagonale nachazel sudy pocet stiepi. Uvazujeme pritom vSech 30 diagonal v obou
uhlopfi¢nych smérech, tj. véetné téch kratsich, jez nevychazeji z roht Sachovnice. Kolik nejvice
stFfeptit mize Mara takto na Sachovnici rozmistit?

ULOHA 3. (3 BODY)
Hypatie se vénuje feseni rovnic. Pomozte ji najit nejmensi kladné celé k takové, ze soustava rovnic
z+y+z=x24+9y>+22=... =25 +y* + 2* ma pravé jedno feseni v kladnjch realnych é&islech.
ULOHA 4. (5 BoD)

Ve vojsku Alexandra Velikého slouzi mnoho vojaku. Nékteri jsou Spehové, ktefi mohou lhat — ale
nemusi. Zbytek tvoii poctivci, ktefi za vSech okolnosti mluvi pravdu. Vojaci se navzadjem znaji
natolik, ze kazdy vojak vi, kdo je Speh a kdo poctivec. Alexandr to nevi, ale chce se vSech speht
zbavit.

Kazdy den Alexandr polozi kazdému vojakovi v tdbofe jednu otdzku, v niz ukaze na jiného vo-
jaka a zepta se, zdali se jedna o Speha. Na konci kazdého dne pak jednoho vojaka vybere a predvede
k véstkyni, kterd Alexandrovi pravdivé povi, zdali pfed ni stoji §peh. Recky obyéej vsak veli, Ze
vojak predvedeny pred véstkyni prestava byt vojdkem a navzdy odejde z vojska. Dalsiho dne se
proces opakuje nanovo.

Ukazte, ze Alexandr dovede po nékolika dnech vypudit z vojska vSechny $pehy a pfijit pfi tom
o nanejvys jednoho poctivého vojika.

ULOHA 5. (5 BODD)
Pudorys antického chramu ma tvar konvexniho étyfuhelniku ABC'D. Necht M je stied strany AD.
Plati, ze |AD| = |BD|, |<ACD| = 3|<BAC| a CM || AB. Dokaizte, ze |[<ACB| = 90°.

ULOHA 6. (5 BoD)
Turnaje v fimském Koloseu se zucastnilo n gladidtoru, ptricemz kazdy bojoval s kazdym prave
jednou a nenastaly zadné remizy. Kladné celé ¢islo k < n spliuje, ze pro kazdou skupinu k gladidtora
existuje alespon jeden dalsi gladiator, kterého vsech téchto k gladidtort porazilo. Dokazte, Ze pro
kazdou skupinu A obsahujici k — 1 gladidtoru existuje skupina B obsahujici k4 1 gladiadtora takova,
ze kazdy c¢len skupiny A porazil kazdého ¢lena skupiny B.



ULOHA 7. (5 BODD)
Diskobolos hleda kladné celé ¢islo, které ma alespor 2025 raznych prvociselnych délitelt a které
zaroven spliiuje, zZe pokud sefadime vSech jeho k kladnych délitelt dle velikosti d1 < dg < -+ < d,
pak bude vyraz 3—’;’ + Z—g +--- 4 d:—kl celodiselny. Rozhodnéte, zda se mu miize povést takové ¢islo
najit.

ULoHa 8. (5 BODU)
Julius Caesar mé dva otroky a nuti je hrat karetni hru. Dohromady maji bali¢ek s 2025 kartami
odislovanymi celymi ¢isly od 1 do 2025, které Caesar rozdéli do dvou balicki. Kazdy z otroku
dostane jeden z téchto balickti a v kazdém kole oba otroci otoci svou vrchni kartu. Ten, kdo otoci
kartu s vyssim ¢islem, si obé karty vlozi dospod svého balicku v libovolném potadi. Hra kon¢i, kdyz
vSechny karty ma jeden z otroku. Dokazte, ze pokud otroci spolupracuji, tak mohou po kone¢ném
poc¢tu taht dohrat, at uz Caesar rozdal karty jakkoliv.



Antika

1. PODZIMNI{ SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Cisal Nero si hraje se sirkami. Na stole lezi rovnost C — XI + I = CVI, pficemz znaky +, — a =
nejsou slozeny ze sirek. Poradte Neronovi, jak piesunout dvé sirky bez otaceni tak, aby rovnost
v rimskych ¢islicich platila.

X[+ =V

RESENT:

Pro vyfeseni této ulohy je dulezité si uvédomit, Ze na levé strané od sta odecitame, na pravé strané se
tedy musime dostat pod hodnotu sto. To lze udélat tak, ze z C' odstranime horni sirku. Tim pravou
stranu snizime na 56, musime proto na levé strané odecist pomeérné velké ¢islo — muzeme tieba X1
pridanim sirky zménit na X L. Rovnost ale stile neplati, protoze na stole nyni lezi 100 —40+1 = 56.
Staci ale jen zvysit pravou stranu o pét, coz udélame tak, ze z LV I vytvoiime LX 1.

- XL+ [=LX

PozNAMKY:

Naprostd vétsina feseni byla spravna, nékteri fesitelé pouzili v feSeni logicky smysluplné, ale ne-
spravné konstrukce typu VL = 45, LV L = 95 nebo LX L = 90, za coz jsem udéloval castecné body.
Pokud se ovsem nékdo snazil dokéazat, Ze feseni neexistuje, tak uz jsem bohuzel zadné body udélit
nemohl. (Méra Valkovic)

Uloha 2.

Marova oblibena amfora se roztfistila na bezpocet stiepi. Rad by co nejvic stiepd rozmistil na
Ssachovnici 8 x 8 tak, aby na kazdém policku lezel nanejvys jeden stiep a zaroven se v kazdém
fadku, sloupci a diagonale nachézel sudy pocet stiepti. Uvazujeme pfitom vsech 30 diagonal v obou
uhlopri¢nych smérech, tj. véetné téch kratsich, jez nevychazeji z rohi Sachovnice. Kolik nejvice
stfepti miize Mara takto na Sachovnici rozmistit?



RESENT:
Ukazeme, ze nejvyssi mozny pocet polozenych stfept je 48.

Na Sachovnici je celkem 30 rtznych diagonal, z toho 16 z nich ma lichy pocet poli¢ek. Témto
budeme fikat liché diagondly. Liché diagonaly v jednom thlopfi¢ném sméru maji jinou barvu nez
liché diagondly v opa¢ném thlopfiéném sméru. Dvé riizné liché diagonaly tedy nesdili stejné policko.

Aby byl pocet stiepi v liché diagonéle sudy, musi v ni chybét lichy poéet sttepti. To znamena,
7e celkové na Sachovnici musi chybét alespoii 16 stiepti. Sachovnice ma 64 polic¢ek, takze pokud je
minimalné 16 poli prazdnych, maximalni mozny pocet polozenych stfept je 48. Nyni staci najit
konstrukci, kterd vyhovuje. Tomu odpovida napfiklad rozmisténi, kdy stiep lezi na kazdém policku
s vyjimkou hlavnich diagonal.
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PozNAMKY:

Vétsina feSeni byla spravna. Nékteti resitelé sice dospéli ke spravnému vysledku a konstrukei, chybél
jim ale dikaz, ze 48 je skute¢né maximum. (Markéta Honsejkovd)
Uloha 3.

Hypatie se vénuje feseni rovnic. Pomozte ji najit nejmensi kladné celé k takové, Ze soustava rovnic
z+y+z=a2+9y2+22=.. =2k + 9k + 25 m4 pravé jedno reseni v kladnych redlnych ¢islech.
RESEN(:

Ukézeme, ze hledané k je 3. Jako prvni rozeberme pfipad, kdy k£ = 2. Tam nam staci najit jakakoli
dvé riizna feseni soustavy x +y + z = x2 + y? + 22. Ta mlZeme najit tak, e y a z prohlasime
za parametry, vyfesime vzniklou kvadratickou rovnici pro z a zvolime vhodné konstanty za y a z.
Tim ziskame napiiklad fesSeni

(,9,2) = (1,1,1) a (%%Z):(l 11+\/§>,

2'2 2
Ted staci dokazat, ze v ptipadé, kdy k = 3, je feSeni jednoznac¢né. Vime, Ze musi platit rovnice:

T4y+z=a®+y%+22
a3 4B 2% = g2 422
Tyto rovnice seCteme a upravime tak, abychom méli na pravé strané nulu:
x+y+z+x3+y3+23 :2x2+2y2+222,
x+y+z+m3+y3+z372x272y2 — 222 =0,
atg—2$2+z+y3—2y2+y+z3—2z2+z:0,

ze—1)2+yly—12+2(:z-12=0.
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Muzeme si vSimnout, ze veskeré s¢itance na levé strané jsou nutné nezaporné, protoze x, y, z jsou
kladnd realna cisla. Tato rovnice tedy plati jedin€ tehdy, kdyz vSechny séitance jsou rovny nule,
coZ nastane jen pro trojici (z,y,2) = (1,1,1). Tim jsme dokazali jednozna¢nost feSeni rovnice pro
k=3.

PozNAMKY:

Naprosta vétsina spravnych feseni postupovala stejné jako FeSeni vzorové, pfipadné pro soustavu,
kdy k = 2, nékteri fesitelé dokézali, Ze existuje nekone¢né mnoho feSeni, coz ale nebylo potieba.
Pak byli nékteri resitelé, ktefi k feseni vyuzili Cauchyho—Schwarzovu nerovnost nebo AG nerovnost
a dosli téz ke spravnému vysledku. Mezi nejcastéjsi chyby pak patfilo to, Ze fesitel rozebiral vSechny
pripady a nékteré vynechal, Spatné uzil nerovnost mocninnych primeéri, nebo pracoval s tvrzenim,
ze k jednozna¢nému feseni soustavy rovnic s n neznamymi potfebujeme n rovnic.

(Ondfej Sedlacek)

Uloha 4.

Ve vojsku Alexandra Velikého slouzi mnoho vojéki. Nékteii jsou Spehové, kteri mohou lhat — ale
nemusi. Zbytek tvoii poctivci, kteii za vSech okolnosti mluvi pravdu. Vojaci se navzajem znaji
natolik, ze kazdy vojak vi, kdo je $Speh a kdo poctivec. Alexandr to nevi, ale chce se vSech $pehu
zbavit.

Kazdy den Alexandr polozi kazdému vojékovi v tabore jednu otdzku, v niz ukaze na jiného vo-
jaka a zepta se, zdali se jedna o Speha. Na konci kazdého dne pak jednoho vojaka vybere a predvede
k vé&stkyni, kterd Alexandrovi pravdivé povi, zdali pfed ni stoji $peh. Recky obyéej vsak veli, ze
vojak predvedeny pred véstkyni prestava byt vojakem a navzdy odejde z vojska. Dalsiho dne se
proces opakuje nanovo.

Ukazte, ze Alexandr dovede po nékolika dnech vypudit z vojska vSechny Spehy a pfijit pii tom
o nanejvys jednoho poctivého vojaka.

RESEN(:

Pokud Alexandr najde jednoho potvrzeného poctivce, ma vyhrano. Postavi potom armadu do cyklu,
kde, pocinaje prvnim potvrzenym poctivcem, bude pokladat vojakum otédzky ohledné ¢lovéka po
jejich pravici. Dokud tento cloveék neni $peh, dale fikd pravdu o ¢loveéku napravo. Kdyz nalezne
$peha, predvede ho véstkyni a dalsi den cyklus sestavi bez nalezeného $peha.

Nyni musime pfijit na zptsob, jakym Alexandr onoho poctivce objevi. Oznac¢ime libovolného
vojaka A a nechame vSechny ostatni odpovidat, zda A je $Speh. Mohou nastat dvé moznosti:

(a) Vojaka A vSichni oznadili za $peha, tak pfedvedeme A véstkyni. Pokud je A $peh, vytadili
jsme jednoho Speha a muzeme postup zacit znovu. Pokud A je poctivec, nutné to znamena,
ze vsichni ostatni lhali, tudiz jsou Spehové a my jsme dosahli cile.

(b) Vojaka A alespon jeden dalsi vojak oznacil za poctivce. Z této nenulové mnoziny vybereme
vojaka B a predvedeme ho véstkyni. Pokud B je Speh, vyradili jsme Speha a mtzeme opét
zacCit znovu. Pokud je B poctivec, je nutné i A poctivec, protoze B jako poctivec o A nemohl
lhét.

Ovérime, Ze jsme splnili podminky tlohy. Pokud jsme nalezli poctivce, vyuzijeme ho k potvrzeni
dalsiho a postupné vyhodime vSechny oznacené Spehy. Pokud jsme zadného potvrzeného poctivce
nenalezli, vyhodime z arméady postupné vSechny vojaky, aniz bychom vyhodili vice nez jednoho
poctivce.

POZNAMKY:
Par fesitelt zvlast vytesilo pfipady, kdy se ve vojsku nevyskytuje zadny nebo vyskytuje pouze jeden
poctivec, protoze v takovych pfipadech je splnéni podminky trividlni. Je tfeba si ale uvédomit, ze
navod pro Alexandra musi s témito pfipady pocitat a nelze stavét feSeni na tvrzeni, Ze ,,vime, ze
ve vojsku jsou minimélné dva poctivci®.

(Lucka Zinova)



Uloha 5.
Piidorys antického chrdmu m4 tvar konvexniho ¢tyFahelniku ABCD. Necht M je stied strany AD.
Plati, ze |AD| = |BD|, |[<ACD| = 3|<BAC| a CM || AB. Dokazte, ze |<ACB| = 90°.

RESENI:

Oznacme si N stred tsecky AB a P pruse¢ik DN a C M. Protoze AABD je rovnoramenny s rameny
AD a BD, plati, ze vyska na stranu AB prochéazi bodem N. To znamena, ze DN 1 AB. Protoze
vSak plati AB || CM, tak DN L CM. Bod M lezi ve stiedu usecky AD, takze C'M puli tsecku DN.
Z toho plyne, ze ACDP a ACNP jsou shodné, nebot stranu C'P maji spole¢nou, |[DP| = |[NP|
a |[<NPC| = |<CPD|. Tedy |<DCM| = |<MCN]|.

D

A N B

Oznaéme si |[<BAC| jako a. Protoze jsou tsecky AB a C'M rovnobézné, plati |[<BAC| =
|[<MCA| = a. Potom diky rovnosti ze zadani |[<ACD| = 3|<BAC| mizeme dopocitat velikost
thlu DC'M nésledovné:

|[<DCM| = |<ACD| — |[<MCA| = 3a — a = 2a.
Z rovnosti |[<DCM| = |[<MCN]| tedy plyne |[<MCN| = 2c. Déle tedy mizeme dopoéitat
|[<XACN| = |<MCN| — |[<MCA| =2a —a = a.

To znamend, ze |[XACN| = |[<NAC]|, tudiz AACN je rovnoramenny. Diky tomu, Zze N je stied
usecky AB, plati |AN| = |BN| = |CN|, tedy kruznice opsand AABC je Thaletova kruznice
s praumérem AB, coz znamenad, ze |[<ACB| = 90°, jak jsme chtéli dokdzat.

POZNAMKY:
Vétsina feSeni byla spravna a postupovala stejné jako vzorové feseni. Nékteri resitelé tlohu fesili
pomoci analytické geometrie, a ackoli timto postupem tvrzeni skutecné dokazali, vedl je na spoustu
dlouhych rovnic s goniometrickymi funkcemi. Tato feSeni byla obecné vyrazné delsi nez ostatni,
proto jsem za né udélovala —i body.

(Tereza Matéjkova)

Uloha 6.

Turnaje v rimském Koloseu se zucastnilo n gladiatori, pricemz kazdy bojoval s kazdym praveé
Jjednou a nenastaly zadné remizy. Kladné celé cislo k < n spliiuje, ze pro kazdou skupinu k gladiatort
existuje alespon jeden dalsi gladiator, kterého vsech téchto k gladiatoru porazilo. Dokazte, zZe pro
kazdou skupinu A obsahujici k — 1 gladidtoru existuje skupina B obsahujici k+ 1 gladiatoru takova,

ze kazdy c¢len skupiny A porazil kazdého ¢lena skupiny B.
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RESENI:
Zvolme libovolnych k — 1 gladiadtort jako nase A. Jako B pak oznac¢ime skupinu vsech gladiatori,
které porazil kazdy z A, a nakonec skupinu téch gladiatort, ktefi nejsou ani v A, ani v B, nazvéme C.

Kdyz vezmeme libovolného gladidtora ze skupiny C' a pfidame ho k A, ziskdme skupinu k gladia-
tor, ktefi maji dle zadéni néjakého spole¢ného gladiatora, jehoz vSichni porazili. Jelikoz ho porazili
vsichni z A, patii do skupiny B. Plati tedy, ze kazdy gladiator ze skupiny C porazil alespon jednoho
¢lena skupiny B.

Nyni pro spor pfedpokladejme, ze |B| < k. Mizeme vzit skupinu B a doplnit ji libovolnymi
gladiatory tak, aby méla velikost k. Tato skupina musela také né€jakého gladiatora spole¢né porazit,
oznaéme si ho g. Gladiator g nemize byt z A, musi tedy patfit do C. To je ale spor s tim, ze kazdy
gladiator z C porazil nékoho v B. Predpoklad tedy neplati a B musi obsahovat minimalné k + 1
gladiatoru.

POZNAMKY:

Vétsina spravnych feseni postupovala stejné jako vzorové. Dalsi postupné zvétsovala skupinu B né-
jakym algoritmem, ktery fungoval pro |B| < k. Tady je dilezité ovéfit, zda nové nalezeny gladiator
je opravdu novy a nepatfil uz pivodné do B, coz jde napriklad tak, ze najdeme g podobné jako ve
vzordku a poté vezmeme gladiatora, kterého porazil g, spolu se skupinou A. (Anicka Trnkova)

Uloha 7.

Diskobolos hleda kladné celé cislo, které ma alespon 2025 riiznych prvociselnych déliteli a které
zaroven spliuje, ze pokud sefadime vsech jeho k kladnych délitelti dle velikosti d1 < d2 < --- < d,

pak bude vyraz Z—i’ + Z—g +-- 4 d:ﬁl celociselny. Rozhodnéte, zda se mu miize povést takové cislo
najit.
RESEN{:

Tvrdime, ze takové Cislo existuje. Dokadzeme dokonce, Ze existuje c¢islo s libovolnym konecnym
poctem prvodéiselnych déliteld (prvocinitelt v rozkladu na prvoéisla), pro jehoz sefazené délitele

dy < dg--- < dj je vyraz g—i + % 4+ 4 dzlkl celo¢iselny. Podminku, zZe je vyraz celociselny,
nazvéme (x).

Existenci takového ¢isla dokazeme indukci podle poctu prvociniteld v prvociselném rozkladu.
Cislo s jednim prvoéiselnym délitelem splitujici podminku (*) najdeme jednoduse. Libovolné prvo-
¢islo p méa pravé dva délitele: di = 1, da = p a tedy je soucet ze zadani celé ¢islo, jelikoz % = % € Z.
Nam staci jen jedno prvocislo, tieba p = 2.

Nyni pfedpokladejme, ze mame celé &islo n, které spliiuje podminku (*) a m& m prvocinitelta
v prvociselném rozkladu. Chceme najit ¢islo spliiujici podminku (%) s m + 1 rtiznymi prvoéiniteli.
Vezmeme si néjaké prvocislo p, které je vétsi nez n. To bude existovat, protoze prvocisel je nekonecné
mnoho. Potom se p nevyskytuje v prvociselném rozkladu n. Cislo p™n mé tedy m + 1 rtiznych
prvociniteld ve svém prvoéiselném rozkladu. Kdyz ukézeme, Ze spliiuje (*), budeme mit tlohu
vyfesenou.

Necht jsou di < da < --- < dj délitelé n a podivame se na délitele ¢éisla p”n. Ty budou ve
tvaru p’d; pro néjaké i € {0,1,2,...,n} aj € {1,2,...,k}. My je chceme sefadit do posloupnosti.
Dilezité je uvédomit si, ze di = 1 a dj, = n. Z toho trividlné plyne p’d; = p a p'dy = p'n. Kdyz
vynasobime nerovnosti z predpokladu

l=di <de<---<dg
kladnym &islem p?, dostaneme nerovnosti
p'=pidy <pldy < <pldy.

Téchto nerovnosti mame n + 1, jednu pro kazdé ¢ € {0,1,...,n}.
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Z nerovnosti d, = n < p = pd; prendsobenim kladnym &slem p* dostaneme n nerovnosti
p'dy =p'n <ptt =pTld,
jednu pro kazdé i € {0,1,...,n — 1}. Kdyz vSechny predchazejici nerovnosti napiSeme dohromady,
dostaneme serazeni vSech délitelu p™n:

1=d < do <---< dg
< p=pd < pdyg <--- < pdg
< p? =p2dy < p?de < -+ < p3dy

ANANAY

< pt = pldy < pida < -+ < pidy <

<p" =ptdy < pde < -+ < p"dy.

My chceme ukazat, ze nasledujici koneény soucet je celé ¢islo:

da d3 . dy pdy
a + a5 + + P + ar +
pda pds pdj p2dy

+ pdy + pda + + pdy 1 pdy, +
2 2 2 3
p=da p=ds p dy p°dy

+ p2d; + p2da + + p2dj_1 + p2dy +
n n . n
p"dy p"dg p"dy

+ pndy + p'rda + + prdy 1’

Jelikoz p’ miZzeme ve zlomcich zkratit, je prvnich k — 1 &lent v kazdém tadku rovno
% + % + -+ d:k1 , coz je celé Cislo z indukéniho predpokladu. Ve vsSech radcich kromé po-

it+1
p’dy _ pdy _ p & & inych &
iy = dp = n Soucet téchto n stejnych ¢isel

bude n - % = p, coz je celé ¢islo. (Zde se vysvétluje, pro¢ jsme v p™n zvolili zrovna n-tou mocninu

sledniho (tedy na n Fadcich) mame jesté zlomek

p. Stejné tak jsme ale mohli zvolit p*™n pro k libovolné pfirozené.)
Kdyz to shrneme, vyraz z (*) pro p"n je souc¢tem n + 1 souctd % + g—g 4+ 4 %, coz je celé

¢islo, a souctu n cisel %, coz dava celé c¢islo. Tim padem je ten dlouhy soucet celé cislo.

PozNAMKY:
Vsechna spravna feseni postupovala témér stejné jako vzorové reseni. (Ivan Zemlicka)

Uloha 8.
Julius Caesar ma dva otroky a nuti je hrat karetni hru. Dohromady maji balicek s 2025 kartami
ocislovanymi celymi ¢isly od 1 do 2025, které Caesar rozdéli do dvou balicki. Kazdy z otroku
dostane jeden z téchto balicki a v kazdém kole oba otroci otoci svou vrchni kartu. Ten, kdo otoci
kartu s vyssim c¢islem, si obé karty vlozi dospod svého balicku v libovolném poradi. Hra kondi, kdyz
vSechny karty ma jeden z otrokii. Dokazte, ze pokud otroci spolupracuji, tak mohou po konecném
poctu tahu dohrat, at uz Caesar rozdal karty jakkoliv.
RESEN(:
Budeme se divat na orientovany graf, kde vrcholy predstavuji stavy hry a hrana vede ze stavu
do jiného pravé tehdy, kdyz se jednim kolem do tohoto stavu umime dostat. Jako stav rozumime
poradi a pocet karet, co otroci maji. V tomto grafu se nachazeji 3 rizné ,typy“ vrchola.

Prvni typ vrcholi bude ten, kde oba otroci maji alespon dvé karty. Z takového vrcholu povedou
dvé hrany, z nichz kazdd odpovidd tomu, v jakém potadi vyhravajici otrok vlozi dvojici karet
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dospod svého balicku. Zaroven do néj vedou dvé hrany, protoze ze stavu nepozname, kdo vyhral
posledni duel karet. Kdyz si ale fekneme, Ze vyhral jeden konkrétni z nich, uz pfesné vime, jak
vypadal predchozi stav. Vitéznému otrokovi vezmeme dvojici karet zespoda a ddme mu navrch tu
vétsi z nich, druhému tu mensi.

Druhy typ vrcholt je ten, kde jeden z otroki ma pouze jednu kartu. Z tohoto typu vedou opét
dvé hrany, do néj ovSem pouze jedna. Pokud totiz otrok vyhraje v duelu, ma nutné alespon dvé
karty.

Tteti a posledni typ tvoii koncové vrcholy, kde vSechny karty méa jeden otrok. Z nich uz nevedou
zadné hrany, protoze hra skoncila, a opét do nich vede jen jedna hrana, protoze vime, kdo z otroku
predchozi duel vyhral.

Necht X je mnoZina vSech vrchold, ze kterych se neumime dostat do Zzddného koncového vrcholu,
pro spor predpokladejme, Ze je neprazdnéa. Ostatni vrcholy budou tvofit mnozinu Y. VSechny hrany
z X vedou opét do X, jinak bychom se do koncového vrcholu dostat uméli. Zminénych hran je 2| X|,
kazdy z vrcholti X ma ale nanejvys dvé vstupni hrany, tim padem musi mit kazdy vrchol prave dve
vstupni hrany. Zaroven do X nevede zadna hrana z Y, jinak by do X vedlo vice hran, nez kolik
v souctu vede do jednotlivych vrcholi X.

Vezméme si nyni néjaky vrchol z X a jemu odpovidajici stav, v némz jsou pocty karet v balickach
usporddand dvojice (a,b). Vime, ze kazd4 vstupni hrana odpovidé vitézstvi jiného otroka. Z toho
vyplyvé, ze v jednom z predchdzejicich stavii jsou poéty karet v bali¢cich (a + 1,b — 1). (Vratili
jsme se po hrané, kde otrok s b kartami vyhral.) Timto zpusobem se miZzeme stale vracet, dokud
se nedostaneme do stavu (a+b—1,1), aniz bychom opustili vrcholy X. To je ale spor, protoze jsme
uz ukazali, ze se v mnoziné X nevyskytuji vrcholy druhého typu.

Z toho mame, ze X je prazdna, neboli ze z kazdého stavu existuje cesta do konce. Otroci tedy
na zacatku jen projdou vSechny svoje karty, aby urcili jejich pozice a zjistili tak stav, ve kterém se
nachézi. Poté si uz jen vezmou tento graf a po néjaké jimi dohodnuté cesté se dostanou do konce.

ALTERNATIVNI RESEN{:
Vsimnéme si, ze hru muze vyhrat pouze otrok, ktery mél na za¢atku kartu 2025. Tu mu totiz nelze
vzit. Vlastnika této karty otroci zjisti prichodem celych svych balickii, podobné jako v pfedchozim
feSeni tak zjisti celkovy stav hry. Otrok, ktery ma kartu 2025, se bude snazit postupné ziskavat karty
zadnou z téchto karet zadnym zpusobem vzit. K dikazu, ze toto zminény otrok dokaze, vyuzijeme
nasledujiciho lemmatu.

Lemma. Pokud nejsou vsechny karty k,k +1,...,2025 u jednoho otroka, oba otroci umi spolu-
praci zarucit, ze néjaka z téchto karet zmeni svij balicek.

Dikaz. Lemma dokédzeme indukci. Pro k = 1 je toto tvrzeni zjevné, protoze uz po jednom kole
néjaka z karet zméni sviij balicek.

Predpokladejme, Ze lemma plati pro néjaké k — 1 > 1. Nyni ho dokdzeme pro k, a to sporem.
Predpokladame, zZe otroci nedokdzou zajistit, aby jakakoliv z karet k,k + 1,...,2025 zménila svij
balicek, tedy se zadné dvé z téchto karet neumi potkat. Ponévadz je ale zadny otrok nemé vsechny,
ani karty £k — 1,k,k + 1,...,2025 nemuze mit vSechny jeden otrok, a spoleéné tak z indukéniho
predpokladu umi zajistit, aby néjakd z téchto karet zménila svij balicek. Z naseho predpokladu
vime, Ze to neni zadna z karet k, k+ 1,...,2025, umi si tudiz predavat kartu k — 1, kolikrat chtéji.
Zacne s ni jeden z otrokt, ozna¢me si ho A. Druhého oznaé¢me B. Protoze karta k — 1 se v néjaké
chvili pfesune od A k B, musela se potkat s néjakou kartou ¢ > k, jiz vlastnil otrok B. Dvojici
karet k — 1 a £ muze otrok B vlozit do balicku v poradi, které si zvoli.

Vsimnéme si, Ze se karty k£ — 1 a £ chovaji stejné vuci véem kartdm do k — 2, jelikoz nad vSemi
vyhraji. Pfedpokladali jsme vsSak, Ze otroci umi zaridit, aby se nékdy k£ — 1 potkala s néjakou kartou
otroka A o hodnoté alespon k. Podivejme se na prvni takovou chvili. Karta ¢ se nikdy nepotkala
s zéddnou kartou alespon k. Ani k — 1 se nepotkala s zadnou vyssi kartou, protoze toto je prvni
okamzik, kdy se tak stalo. Kdyby byl tedy otrok B byval vlozil karty k — 1 a £ v opaéném potadi,
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vSechno by se odehrélo stejné, akorat by se momentilné potkavala karta £ s néjakou kartou alespon
k. Tim padem umi otroci zaridit, aby néjaka z téchto dvou karet zménila balic¢ek, coz je spor.

S timto lemmatem jsme uz v podstaté hotovi. Necht ma jeden z otrokti vSechny karty
m,m+1,...,2025, avSak kartu m — 1 ma druhy otrok. Z naseho lemmatu pro £ = m — 1 umi otroci
zajistit, aby néjaka z téchto karet zménila sviij balicek. Zadné z karet m, m 41, ..., 2025 to ale byt
nemuze, v néjakém okamziku si tedy umi predat i kartu m — 1, ¢imz bude mit vyhravajici otrok
vSechny karty o hodnoté alesponi m — 1. Takze umi néjakym zptsobem postupné ziskavat vsechny
karty a tak vyhrat.

POZNAMKY:

takové feseni se ale nedobralo cile, protoze témér vzdy podalo néjakou strategii bez dukazu, ze
by méla fungovat. Za to jsem zadné body neudéloval, protoze takova feseni méla daleko od toho,
aby byla hotova. Druhé vzorové feseni ale ukazuje, jak naptiklad jde myslenku s timto postupnym
predavanim karet dokoncit. VSechna t¥i dosla feSeni, ktera byla spravné, postupovala témér totozné
s prvnim vzorovym. (David Hromédka)



