Polynomy 3 — Kombinatorické nahliZzeni

Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze polynomy s kombinatorikou vibec nesouvisi. Neni tomu ale
tak — mnohdy se vyplati kombinatorické objekty vzit a zakédovat do polynomu. Divodem je, ze
okolo polynomt mame vybudovanou spoustu nastroji a teorie, které je mozné vyuzit. Struktura,
ktera by pak v ¢isté kombinatorické formulaci nebyla vidét, je najednou snadno vyjadritelna.

Poznamenejme, ze toto je pomérné aktivni oblast vyzkumu, bohuzel ty nejzajimavéjsi vysledky
jsou mimo dosah tohoto serialu, nebot vyuzivaji pravé onu polynomialni masinerii. Ber tedy tento
dil serialu jako ochutnéavku toho, jak spolu kombinatorika a polynomy muzou souviset.

Kombinacni cisla

Kombinatorické problémy se Casto ptaji na pocet objektt ¢i moznosti. Zakladnim kamenem jsou
faktoridly: n! je (pro nezaporné celé ¢islo n) pocet moznosti, jak sefadit n objektt. Jejich vybiranim
po jednom si mizeme rozmyslet, ze n! =n-(n—1)---2- 1, protoZe nejdfiv mame n moznosti, jak
obsadit prvni pozici, poté n—1 moznosti, jak obsadit druhou pozici, atd. S touto predstavou vidime,
ze 0! = 1: je pravé jedna moznost, jak muze vypadat prazdna posloupnost.

Podobnou — a podobné zasadni — otazkou je poc¢et moznosti, jak z n-prvkové mnoziny vybrat k-
prvkovou podmnozinu (k a n jsou opét celd nezaporna ¢isla) — jde tedy o vybér k raznych prvki bez
ohledu na potadi vybéru. Tomuto poctu fikdme kombinacni &islo a znadime jej (Z) (0] (Z) miizeme
mluvit jako o po¢tu moznosti, jak vybrat k z n prvki, i pro k > n: mezi n prvky nedovedeme vybrat
k rtznych, takze prosté (Z) = 0. Podobné jako v pripadé faktoridli mame pravé jednu moznost,
jak vybrat nula prvka (i pro n = 0), neboli (g) = 1. Pro kK < n je vybér téch k prvku, které do
podmnoziny vezmeme, ekvivalentni vybéru téch n — k prvki, které nevezmeme. Diky tomu plati
() = (20

Tuto rovnost mizeme nahlédnout i tim, ze vyjadfime kombinac¢ni ¢isla pomoci faktorialt. Pred-
pokladejme, ze k < n a vybirejme prvky do podmnoziny postupné: prvni mtzeme vybrat n zptsoby,
druhy n—1 zpisoby, ..., k-ty n—k+1 zpisoby. Dohromady mame n-(n—1)--- (n—k+1) = (nii'k)'
moznosti, jak vybrat k prvka s urCenim poradi. Kazdou k-prvkovou podmnozinu takto ziskame
v kazdém jejim mozném sefazeni, tedy presné k!-krat. Diky tomu muzeme urcit, ze pocet rtiznych
podmnozin, tedy neusporaddanych k-tic, je (Z) = #Lk)'

Tento vzorecek je velmi uziteCny, ale Casto je lepsi misto né€j pouzivat pivodni kombinatorickou
definici. To plati i pro nésledujici tvrzeni:

Tvrzeni. Pro celd nezaporna c¢isla n, k plati
n+1 n
- +(3)-
k+1 k+1 k

"+1) znaéi, ze chceme vybrat k + 1 prvka z (n + 1)-prvkové mnoziny.

k+1
Oznacme si jeden z téchto n + 1 prvku, ze kterych vybirdme, jako a. Pokud vybereme a, potie-

bujeme vybrat dalsich k prvkia z n zbyvajicich. Mame tedy (Z) vybéri, které obsahuji a. Pokud a

nevybereme, potiebujeme vybrat vSech k+1 prvki z n zbyvajicich. Pocet vybért, které neobsahuji
: n ~ ~ z 7 7 s s

a, je tedy (k'+1)' Soucétem obou moznosti ziskdme dokazované tvrzeni. O
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Diikaz. Kombinaéni &islo (



Toto tvrzeni ndm spole¢né s pozorovanim, ze (Z) = (8) = 1, umoznuje kombinaé¢ni ¢isla vizua-

lizovat a efektivnéji pocitat. Usporadejme kombinacni ¢isla do trojihelniku jako na obrazku vlevo
(¥iké se mu Pascaliv trojihelnik!). Diky tvrzeni pak plati, ze kazdé kombinacni &islo se rovna
souctu dvou ¢isel nad nim v pfedchozim fadku. Toto plati i pro krajni (g) a (Z), pokud si predsta-
vi§ volnd mista nalevo i napravo od trojuhelniku vyplnéna nulami. Vy¢islenim kombinaénich éisel
ziskame trojuhelnik napravo. Pokud Ti prvnich nékolik fadkd néco pfipomind, jsi na spravné stopé,
pfijde to na pfetfes jiz za okamzik :-).
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Kombinad¢ni ¢isla a Pascaltv trojuhelnik maji spoustu dalsich zajimavych vlastnosti:
Uloha 1. (soucet fadku) Nahlédni, ze Y p_q () = 2"
Uloha 2. (hokejkové identita) Nahlédni, ze pro m > k plati >} -, (}) = (’:rll)
Uloha 3. Kolika zptisoby se z levého dolniho policka $achovnice 9 x 9 mtizeme dostat do pravého
horniho rohu , pokud se v kazdém tahu miizeme posunout bud o dvé poli¢ka nahoru nebo o jedno
policko doprava?

Uloha 4. Kolika zptisoby mtizeme rozdélit 10 bonbént do t¥i réiznych sacka?

Generujici funkce poprvé

Hlavni myslenka, kterou v tomto dile budeme vyuzivat, je nasledujici: kdyz vezmeme posloupnost
né&jakych ¢isel (pro za¢atek si predstavuj koneénou posloupnost) a interpretujeme ji jako koeficienty
polynomu, pak dovedeme komplikované ukony interpretovat jako algebraické operace, a naopak.
Napiiklad posloupnost (ag, a1,az2) = (2,3, 4) bude odpovidat polynomu P(z) = ag + a1z + asz? =
2 + 3z + 4a2.

Jeden klasicky priklad tohoto prekladu mezi kombinatorikou a algebrou jsme uz v seridlu letmo
potkali.? Je to tak zakladni pomticka pii Gpravach vyrazi, ze nad ni b&Zné moc nepfemyslime.
Pojdme se na ni podivat pofadné:

Véta. (binomickd) V oboru polynomit Clz| pro nezdporné celé ¢islo n plati

n

A+ =Y (:) o~

k=0

V roli jedni¢ky bychom samoziejmé mohli mit néjaky obecnéjsi vyraz y a vlastné bychom vubec
nemuseli mluvit o polynomech (a kdyz uz, tak ne jen nad C), takZe formulace vySe je v néjakém
smyslu zbyte¢né slaba. Pro nase tucely ale bude nazorné divat se prozatim na binomickou vétu jen

ISpravné by mél pokracovat do nekoneéna, ale to se nam bohuzel neveslo na stranku.
2Bylo to v poznamce pod &arou. Ano, pfesné v takové poznamce pod Garou, jako je tahle.
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jako na mocnéni jednoho polynomu v proménné z. Mimochodem, nabizi se taky dobrd mnemo-
technicka pomiicka: co se tyc¢e koeficientil, vypada (1 + x)™ po rozndsobeni pfesné jako n-ty fadek
Pascalova trojahelniku (kdyz fddky ¢islujeme od nuly). Nyni uz ale dukaz:

Dikaz. Vysledek mocnéni (1 4+ x)™ urdité bude mit stupen n, chceme proto jenom najit jeho
koeficienty u 1, z, ..., 2. Kdyz opakované roznasobime zavorky v

Q+42z)-Q42z)---Q+2z),

n-krat

dostaneme soucet 2™ ¢lend, jelikoz kazdy odpovida tomu, Ze jsme si v n zavorkach nezavisle vybrali,
zda si vzit 1, nebo z. Kazdy ¢len tedy odpovidad vybéru néjakého (libovolného) mnozstvi prvki
z {1,2,...,n}, jez oznacuji, z kolikdté zavorky jsme si vzali x (posléze jsme si z ostatnich museli
vzit jednic¢ku). Jak takovy ¢len bude vypadat? Bude to prosté z¥ | kde k je poéet prvki, které jsme
si vybrali. Ale k prvkl si mizeme vybrat pfesné (Z) zpusoby. To znamena, ze posbiranim vsech
¢lentt musime dostat (1+2)" = Y7_g (7)z". O

Myslenka, kterou bychom Ti tu radi prodali, zni: v polynomu 14z ani v exponentu n se o kombi-
nacnich ¢islech, o vybirani cehokoliv odkudkoliv ani o zddné jiné kombinatorice nic nepsalo. Pfesto
se na pravé strané zjevila kombinacni ¢isla. V néjakém smyslu tedy samy algebraické operace ,,védi
o kombinatorice“. Zde jsme tohle propojeni pouzili tak, ze ndAm kombinatorika vypomohla v algebte.
Co kdybychom to zkusili naopak a vypujéili si algebraickéa kladivka na pomoc v kombinatorice?
Priklad. Pro nezaporné celé ¢islo n uréi Y p_, (2)2
Reseni. Méame sumu kombinatoricky definovanych vyrazt. Existuji kombinatorické zptisoby, jak ji
upocitat, my se ji ale namisto toho pokusime interpretovat jako jeden koeficient néjakého polynomu.
Posléze spocteme rovnou cely ten polynom a uz jen precteme kyzeny koeficient.

Nejprve trik: v soucinu (:) . (Z) jedno (Z) piepiseme na (nik) Tim se hodnota jednotlivych
soucint ani celé sumy nezméni diky symetrii v kombinacnich ¢islech. Poté si vS§imneme, ze

I

napadné piipomina vyrazy, které vznikaji pfi ndsobeni dvou polynomu — takovy soucin dvou poly-
nomu vypada obecné takhle:

u ) v ) u+v n
i=0 j=0 n=0 \k=0
(divej se na zavorku pfed z™). Hledanou sumu proto lze interpretovat jako koeficient u ™ v souéinu
o (hat s Yo (7;)13 Oba tyhle ¢initele jsou podle binomické véty rovny (1 4 z)™, takze
hledame koeficient u ™ v
(1+2)" (1+2)" =(1+a)*",
coz po dal$im pouziti binomické véty dava (2:)

Uloha 5. Pro kladné celé &islo n uréi Yo p_o(—1)% (})2.

Uloha 6. (zobecnéni piikladu) Pro nezadporna cela &isla a, b, n uréi Y k=0 (Z) (nfk)

Uloha 7. (t&z8i) Pro kladné celé &islo n urci Y- p_o k(7).
Zde bys mohl(a) namitnout, ze pfedchozi sumy lze uspésné zdolat i nékterou z ryze kombinato-
rickych metod, tfeba poéitanim dvéma zptisoby3. Dobra tedy, zkusme dalsi ukazku.

3Pokud jej nezna$, lze se mu piiudit tfeba v tomto piispévku: fhttps://prase.cz//library/]
DvojiPocitaniF'C/DvojiPocitaniFC.pdf.
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Priklad. Hrac? kostkou rozuméjme zafizeni, které ma Sest kladnych celych ¢&isel (mohou se opako-
vat) a které p¥i hodu vréati jednu z téchto hodnot, kazdou se stejnou pravdépodobnosti. Standardni
hraci kostka je ta s ¢isly 1, ..., 6. Rozhodnéte, zdali existuji jiné hraci kostky A, B takové, ze soucet
hodu A a hodu B se chova stejné jako soucet hodii dvéma standardnimi kostkami. (Tim rozumime,
Ze se objevuji ty samé hodnoty, stejné casto.)

Reseni. Mozné vysledky hodu jednou standardni kostkou zakédujeme jako polynom x + 22 + 23 +
%425 +29, to znamena, ze ¢isla 1,...,6 (v roli exponentil) jsou na kostce zastoupena kazdé jednou
(koeficienty 1 u pfislusnych ¢lentt), zatimco vSechna ostatni éisla nulakrat. Kdyz hodime dvéma
kostkami, sadu moznych souctu ziskdme poparovanim moznych hodu na jednotlivych kostkach,
kazdy s kazdym, a seCtenim. Poparovani kazdého s kazdym a secCteni je ale pfesné to, co se déje
s exponenty xz* - xJ = z'*tJ | kdy# roznasobujeme dva polynomy.

Mozné soucty pii hodu dvéma standardnimi kostkami, véetné Cetnosti, tak mizeme precist ze
soudinu polynomt (z + x2 + 23 + 2* + 25 + 2) - (z + 22 + 23 + 2* + 25 + 25). Stejny princip
bude fungovat pro hypotetické hraci kostky A, B, pokud si je zakédujeme kazdou svym poly-
nomem a tyto polynomy znésobime. Algebraicky pfeklad je tedy nésledovny: dovedeme polynom
(z + 22 + 23 + 2% + 2% + 25)2 rozlozit na soucin dvou polynomt, které

e maji za koeficienty nezaporné celd éisla (Eetnost ¢ehokoliv dava smysl jen nezaporna),
e maji koeficienty se soué¢tem 6 (hraci kostka ma Sest ¢isel)
e maji nulovy absolutni ¢len (hraci kostka ma mit kladnd éisla, takze zakazujeme nenulovy
koeficient u z°)
jinak nez pfimocarym zptisobem (z + 2 + 23 + % + 2% + 25) - (z + 22 + 23 + 2 + 25 + 29)?
Polynom standardni kostky si rozlozime na soucin

s+l +2d 4t 2+l =z + D@2+ 2+ 1) (2% -z +1),

takze
(+a? 4+ +2t+2° +252 =222+ 1222 + 2 + 1) (2? — 2+ 1)2

Tyto ¢initele bychom chtéli rozdélit na dva diléi souciny A(z) a B(x) tak, aby se kazdy roznasobil
na polynom, ktery kéduje hraci kostku. Zde uz lze v principu postupovat zkousenim kone¢né mnoha
moznosti, ale mizeme si jesté trochu pomoct. Zaprvé, dva ¢initele x rozdélime jeden do A a druhy
do B, abychom si zajistili nulové absolutni ¢leny. Zadruhé, potfebujeme, aby A(1) = B(1) = 6
(soucet koeficientt1), pfitom faktory v soudinu vyse maji pfi dosazeni x = 1 hodnoty 1 + 1 = 2,
124+14+1=32a1%2—1+1= 1. To naznaluje, e i dvojice &initelt (x + 1) a (2 + 2 + 1) musime
dat od sebe, zatimco s (z2 —  + 1) miZeme zkusit hybat.
S touto malou napovédou narazime na rozdéleni

Az) =z(z+ 1)(a® + 2+ 1) = 2 + 222 + 22° + 2*,
B@)=z(z+1)(@?+z+1)(z® —z+1)2 =2+ 2% + 2% + 25 + 25 + 28,

coz kéduje kostky s ¢isly (1,2,2,3,3,4) a (1,3,4,5,6,8). Pokud jesté stoprocentné nedtvéiujeme
prekladu mezi kombinatorikou a algebrou, muzeme zkouskou ovérit, ze tyto dvé kostky skutecné
davaji stejnou sadu souctu jako dvé standardni kostky, ale formélné to neni nutné — algebraicka
uloha se souciny polynomt je zcela ekvivalentni té kombinatorické s kostkami.

Uloha 8. Koneénou mnozinu celych &isel nazvéme sudou, pokud je sudy soucet jejich prvkii. Uréi,
kolik ma {1,2,...,n} pro kladné celé n sudych podmnozin.

Uloha 9. (tézka) Je dana kone¢nd mnozina nezapornych celych &isel Sp. Déle pro kazdé n > 0
je Sn+1 tvofena témi celymi Cisly a, pro néz pravé jedno z a, a — 1 lezi v Sp,. Dokaz, ze existuje
nekoneéné mnoho n, pro néz je S, = SoU{a+n|a € So}.
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Mocninné fady

Uz jsme vidéli, ze prevedeni posloupnosti na polynom nam umoznuje ,automatizovat“ kombina-
torické kroky do algebraickych operaci. Omezujici vsak je, ze toto umime provést jen s konecnou
posloupnosti. Jisté, nekone¢nou posloupnost bychom mohli zkusit aproximovat pomoci stale delsich
a delsich konec¢nych kusti, ale to nezni moc jako zabava. Namisto toho si rozsifime nas algebraicky
arzenal o ,,polynomy s nekone¢né mnoha ¢leny*.

Rik4 se jim mocninné fady. Musime Té& vsak hned varovat: v mnohém se chovaji dost jinak nez
obycejné polynomy a nékteré operace s nimi si bez velkych kusii vysokoskolské masinerie nemuzeme
dovolit. Zakladni mantrou pro néas bude, Zze nedéva smysl secist (¢i zndsobit ¢ cokoliv) nekoneéné
mnoho ¢&isel do jednoho vysledku.* Naproti tomu provést nekoneéné mnoho koneénych souétt (&i
souéini ¢i ¢ehokoliv) nardz je zcela v pofadku.

Pro konkrétnost zde budeme pracovat jen nad komplexnimi ¢isly. Vesmés vse, co v tomto dile
fekneme, bude fungovat i nad R nebo nad Q, takze pokud Ti jesté komplexni éisla nepfirostla
dostatecné k srdci, klidné si misto nich pfedstavuj ta realna ¢i raciondlni.

Definice. (Formdlni) mocninnou fadou (nad C) budeme rozumét vyraz tvaru

[e @)
F(z) =ao+ a1z + agz® + -+ = Zakxk,
k=0
kde koeficienty ag,a1,as,... predstavuji posloupnost komplexnich ¢isel. Mnozinu vSech mocnin-

nych fad budeme znacit C[[z]].

Vsimni si, ze kazdy polynom je taky mocninna fada — prosté si predstavime, Ze u vsech clenu
vyssich nez stupen jsou koeficienty nula. Muzeme tedy psat Clz] C C[[z]], specialné jednotliva
komplexni &isla z si miizeme piedstavovat jako konstantni fady z + Oz + 0z2 + --- Na rozdil od
polynomi si ale nedovolime do mocninnych fad dosazovat — to by totiz znamenalo secist nekonecné
mnoho véci, coz jsme si zakdzali. Proto ani zddné z poznatkt o kofenech nebudou mit v nasich
mocninnych fadach analogii. Taktéz nemé moc smysl hovorit o ,stupni“ obecné mocninné fady.

Pojdme s mocninnymi fadami taky pocitat. S¢itani je snadné, seGteme koeficient po koeficientu:

<Z akzk> + (Z bkzk) = Z(ak + bk)xk.
k=0 k=0 k=0

Vsimni si, ze tohle neodporuje mantfe zformulované vyse — provedli jsme sice nekone¢né mnoho
souctl, ale kazdy z nich je jen konecny.

Néasobeni se muze zdat na prvni pohled désivé, ale nelisi se moc od nésobeni polynomu —
roznasobime ,kazdy s kazdym* a posbirame cleny stejného stupné. Klicem je, ze ackoliv mame po
roznasobeni nekoneénou hromadu ¢lenti, téch s z* je jen koneén& mnoho (pro kazdé k), protoze
z' - 29 = 2 dava smysl jen pro i, < k. V zapisu sumami proto bude souéin mocninnjch fad
vypadat naprosto stejné jako ten pro polynomy, jen takto posbirdme nekone¢né mnoho vyslednych

koeficientu:
=) [eS) =) k
<Z akxk> . (Z bkzk) = Z Z(l]'bk,j mk.
k=0 k=0

k=0 \j=0
I toto je pro nas v poradku, protoze kazdy jednotlivy koeficient je vysledkem néjakého konec¢ného
vypoctu.
Zkus si to na prikladu:

Cvigeni 1. Oznaéme F(z) = Y22, z*. Vyjadti koeficienty fady F(z)2.

4Ptes toto omezeni se da pfenést s pomoci matematické analyzy. To je mocna, ale taky nebez-
pecna zbran a pii neopatrném zachazeni bychom si s ni snadno ublizili, proto se ji vyhneme.
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Cviceni 2. Nahlédni, ze soucin dvou nenulovych mocninnych fad je opét nenulovd mocninna
fada. To specidlné znamen4, ze C[[z]] obor (ve smyslu, ktery jsme pouzivali v prvnim dile).

Tlustrujme na prvni pohled zvlastni jevy, které se pfi nasobeni mocninnych fad mohou dit.
V soucinu

1-2)- Q+z+2?+23+2*+ ) =(1+z+22 +2%+2* +- ) +

+(—x—x2—x3—x4—-~~)

se ndm skoro vSechny ¢leny vyrusi (v koeficientech se nasbirda 1 — 1 = 0) a zbude jen konstantni
jednicka. To je celkem v rozporu s intuici pro polynomy — nekonstantni polynom by se nemél umét
znasobit s ¢imkoliv na konstantu. Soucin vysSe je ale naprosto validni. Kdyz trochu pfimhoufime
0¢i, znamena to, ze nasobit fadou 14z +x2 +x3 + x4 + - je totéz jako ,délit“ polynomem 1 — x.
(Anebo té% naopak, ,délit* fadou 1+z +x2 + 23 + 2%+ .. je totéz jako nasobit polynomem 1 —z.)
Z tohoto divodu si dovolime psat

1

1—z

o0
1+x+x2+x3+m4+...:2xk:
k=0

Méjme ale na paméti, ze do fady na levé strané si nepovolujeme dosazovat. Naproti tomu na
ﬁ miizeme nahlizet jako na ,zlomek polynomt“. Vyraztim %, kde P,Q € Clz], @ # 0 jsou
polynomy, se ucené ¥ikd raciondlni funkce. Do téch v principu dosadit x = a pro néjaké a € C
umime, pokud tedy zrovna nebude a kofenem @, coz by vedlo na déleni nulou. Obcas se ndm proto
bude hodit, kdyz skrze upravy mocninnych fad nakonec vyrobime rovnost raciondlnich funkci —

do téch pak muzeme zkusit dosazovat, anebo se rozsifenim zbavit jmenovateli a pracovat Cisté

s polynomy. Kdyz se ndm mocninnou fadu s koeficienty ag, a1, az, ... podafi vyjadfit jako racionalni
funkci R(x), nazveme ji generujici funkci posloupnosti (ao,a1,az,...).5
Piiklad s 1 + 2 + 22 + 23 + 2% 4 - - - ukazuje, Ze nékterymi fadami ,jde délit* v tom smyslu, Ze

se umi s jinou fadou znasobit na jednicku. Ukazuje se, Ze to neni az tak neobvykla vlastnost:

Definice. Rekneme, ze mocninna fada F(x) je invertibilni, pokud existuje G € C[[x]] takova, ze
F(z) - G(z) =1.

Tvrzeni. Mocninné fada F' =3 77 janx™ je invertibilni pravé tehdy, kdyz ag # 0.

Dikaz. Oznaéme si nezndmou fadu G(z) = 352 brz®. Koeficienty sou¢inu F(z) - G(x) budou

k
Z a]bk_J
7=0

V jednom sméru je tvrzeni snadné: pokud F(zx) - G(x) = 1, pak specialné koeficient u 2% musi byt
apbg = 1, takze ap nesmélo byt nulové.

V opa¢ném sméru predpokladejme ag # 0 a navolme koeficienty by tak, aby se prvni koeficient
stal jednickou a vSechny ostatni nulami. Mame zadano ag # 0, takze dava smysl zvolit by = %,
coz uz zajisti koeficient 1 v ¢lenu stupné 0. Dalsi by navolime postupné v zavislosti na predeslych:
vzdy predepiseme

1 k
bk = —— Zajbk,j.
o0 ;5

50becnéji se da v roli generujicich funkci pracovat i s jinymi ne# racionalnimi funkcemi, je to
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To dava smysl, protoze ap neni nula a prava strana se odkazuje jen na bg,b1,...,br_1, kterd uz
jsou zvolena. Pfitom posledni rovnost je po preusporadani presné Z?:o ajbg_; = 0. Tedy zbude
uvodni jednicka a vSechny ostatni koeficienty soucinu se vynuluji. O

Vztah SRk = ﬁ miZzeme zobecnit a najit fady i pro racionalni funkce jako ﬁ,
a- )3, apod. Dostaneme tim fadu s kombina¢nimi ¢isly — jinou nez tu z binomické véty — ktera

se bude pozdéji celkem hodit.
Tvrzeni. Pro nezdporné celé ¢islo d plati W =370 (kgd)mk

k

Dukaz. Pro d = 0 uz mame hotovo, protoze (lch) = 1, takze jde o nasi znamou fadu ) 32, z*.

Dale postupujeme indukci: fadu ZEO:O (kzd)a:k prenasobime polynomem 1 — z, ¢imz vznikne

TS0 £

k=0 k=0

()

+Z< _1+d>xk:i<k;i7;d>xk:(l_m)%m.

k=0

Uprostied jsme upravili ¢islovani v fadé > 72 (kj;d)xk‘*l =y, (kfiﬁ)zk a nasledné pouzili

vztah kombinaénich &isel (?) + (jzl) = (?1—11)7 v posledni rovnosti jsme pak vyuzili indukéni
predpoklad. Pfevedenim 1 — x z levé strany na pravou pak dostavame ZZO:O (kzd)xk = W,

jak jsme chtéli.

Extra super jsou tyto fady v tom, Ze na (k;d) muzeme nahlizet jako na polynomy v proménné
k;d). V principu tedy

muzeme jakoukoliv Ffadu, kterd méa koeficienty ar = P(k) pro ngjaké P € C[z], vyjadFit jako
1 o«

spolynom v =—*.

k, a néasledné se dokonce kazdy polynom da vyjadrit pomoci jednotlivych (

Cviceni 3. Najdi racionélni funkce, které se rovnaji mocninnym fadam:

o) oo

(a) Y K%k, (b) Y (k-

k=0 k=0

Obecnéji, kdyz uz nalezneme generujici funkci jedné posloupnosti, mizeme nékteré tipravy po-
sloupnosti rovnou prekladat na tpravy generujici funkce:

Cvideni 4. Pokud vi8, ze racionalni funkce R(z) je generujici funkei posloupnosti (ao, a1, a2, ...),
najdi generujici funkce posloupnosti:

(i) (cao,car,caz,...), tj. kdyz kazdy ¢len prenasobime jistym c € C,
ii) (0,ap,a1,a2,...), tj. kdyz posloupnost posuneme doprava a na zacatek priddme nulu,
J g

(iii) (a1, a2,as,...), tj. kdyz posloupnost posuneme doleva a poc¢ate¢ni ¢len zahodime,
(iv) (ao,0,a1,0,a2,0,...), tj. kdyZz mezi kazdé dva ¢leny posloupnosti vlozime nulu navic,
(v) (ao,ca1,c?az,c3as,...), tj. kdyz vzdy j-ty ¢len vynasobime ¢’ pro jisté c € C,
(vi) (ao,0,a2,0,a4,0,...), tj. éleny na lichych pozicich skrtneme a nahradime nulami,
(vii) (téz8i) (ao,ao0 + a1,a0 + a1 + a2, ...), tj. posloupnost éastecnych souct.



Generujici funkce podruhé

Nyni uz se dovedeme podivat na generujici funkce v plné sile. Strategie zni: zajima nas posloupnost
komplexnich (anebo realnych, racionalnich. . .) ¢isel ag, a1, a2, ... Namisto ni uvdzime jeji generujici
funkci, mocninnou fadu F(z) = Zgo:o arz®, a pokusime se cokoliv, co néas zajima, interpretovat
jako néjaké algebraické manipulace s F'. Dobrym krokem pak byva upravovat nekoneéné mocninné
fady na racionalni funkce, neb ty jsou o néco skladnéjsi a mizeme do nich zkouset dosazovat. Jinym
uziteCnym napadem muze byt po Gpravach néco rozvinout zpét na mocninnou fadu a znovu precist
koeficienty. Ukazme si to nazorné:

Priklad. Posloupnost Fibonacciho cisel je zaddna pomoci fo = 0, f1 = 1 a néasledné rekurentnich
vztahl fryo = fr+1 + fr pro kazdé celé k > 0. Vyjadiete fi explicitnim pfedpisem zavisejicim
pouze na k.

Reseni. Uvéazime mocninnou fadu Fibonacciho posloupnosti F(z) = Y52, fxx”. Chtéli bychom ji
vyjadrit jako racionalni funkci a tusime, Ze se k tomu bude hodit zadana rekurence fr42 = fryr1+fx-
Zkusime s jeji pomoci rozepsat koeficienty F(z) (vyjma prvnich dvou) a vysledek zase posbirat zpét
do nékolika kusi, které by p¥ipominaly F(z). Vysledkem bude

F(z)=0+2+ Z ferh =z + Z fropoa® T =+ Z(fk+1 + fr)zk 2 =

k=2 k=0 k=0
=x+x- kamk+ac2 kaxk =z4z- (F(z)—0)+22- F(z),
k=1 k=0

z Cehoz uz vyjadiime generujici funkci

T
F(z) = ——.
1—x—2a2
Co ted s ni? Kdyz oznaéime @12 = 1i2\/57 miizeme jmenovatel rozlozit na sou¢in 1 —z — 22 =

(1 — ¢12)(1 — pax). Nyni provedeme trik a slozit&jsi zlomek rozepiseme jako rozdil jednodussich:%
plati
11 (A-pr)—(l—p1x)  z(p1—p2)
l—piz l—gpoz  (I-giz)(1—paz) (1 —¢1z)(l—p2m)

Zaroveii ¢1 — @2 = /5, takze tuto odmocninu pak mtzeme podélit a ziskame

T 1 1

F(z) = (1= p12)(1 — paz) - V5(1 = p1) - V5(1 = o)

Racionalni funkce tvaru %CI uz ale umime rozvinout do mocninné fady > 32 , c¥z*, takie ziskdme

1

1
0\/g

]2

F(z) = (ik — ob) ™.

k

Porovnanim s puvodni definici pomoci koeficientti fi tak ziskdme piedpis
(%) - (57)
2 2

fe = 7

6Ucené se tomu nékdy Fika rozklad na parcidlni zlomky.
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Kromé manipulace s posloupnostmi miuzeme nahlizet i o néco napaditéjsi alozky. Hezkou mys-
lenkou, kterou ilustruje nasledujici ptiklad, je, ze jakoukoliv mnozinu S nezapornych celych ¢isel
muzeme zakédovat jako fadu ), g xk:

Priklad. Nezaporna cela ¢isla jsou rozdélena do nékolika disjunktnich nekone¢nych aritmetickych

posloupnosti s diferencemi dy, ..., dg. Dokaz, ze musi platit d% 4+ 4+ i =1.
Reseni. Af jsou ai,...,ar prvni ¢leny piislusnych aritmetickych posloupnosti. Radu, do niz za-
kédujeme aritmetickou posloupnost a,a + d,a + 2d, . .., mizeme upravit pomoci
oo =) 29
xa+nd — 2@ . :Ed n _ .
5 S -2
n=0 n=0
Jestlize jsme tedy nezaporna cela ¢isla rozdélili na nékolik aritmetickych posloupnosti, znamena to,
ze jsme Y o0 o x" = ﬁ rozlozili na soucet nékolika fad tvaru vyse. Muzeme tedy zkoumat
1 1 Tk

l—z 1—zh 1—ade’
To je rovnost racionalnich funkci: zapisu pomoci fad jsme se zbavili, mizeme proto zacit dosazo-
vat. Musime se pfitom ale stale vyhnout kofentim jmenovateli, abychom nedélili nulou — zde by
naptiklad nastaly trable pfi dosazeni x = 1.

Zrovna v pripadé jednicky se ale této obtize dovedeme zbavit. Jednicka je kofenem vSech jmeno-
vateli, tedy vSichni jmenovatelé jsou nasobky 1 —x. Kdyz proto na obou stranach vynasobime 1—z,
pfiGemz napravo zkratime skrze znamy vzoredek 1 — 29 = 1-=) (1 +z+-- 4 xd’l), dostaneme

%l %k

1= .
e e S R

Zde uz je dosazeni = = 1 zcela validni — z kazdého jmenovatele 1 + z + - - - + 2%~ se stane jen d;,
specialné to tedy nebude nula. Zbude nam 1 = i 4+ 4 d%’ coz jsme presné chtéli dokazat.

Uloha 10. Nahlédni hokejkovou identitu Y7, (7) = (’2:'11) (viz Ulohu 2) za pomoci fady
k+dy, k

o ( d JE4
Uloha 11. V zavislosti na nezapornych celych m > 1, n > 0 spocti EZ:O(—l)k(nnjk) (m"':_l).
Uloha 12. Joléa mé bednu s nekoneéné mnoha jablky, hruskami, pomeranéi a ananasy. Uréi,
kolika zpusoby muze poskladat salat z n kust ovoce tak, aby soucasné

(i) obsahoval nejvyse &tyfi jablka,

(ii) obsahoval nejvyse jednu hrusku,

(iii) pocet pomeranci byl sudy,

(iv) pocet ananasi byl délitelny péti.
(Jednotlivé kusy téhoz druhu ovoce jsou od sebe nerozlisitelné.)

Uloha 13. Dokaz, ze Fibonacciho &isla spliuji pro kazdé n > 0 vztah

D fe=fur2— L

k=0

Uloha 14. V chlivku bydli 30 riizovych PraSéatek, 40 ¢ernych a 50 flekatych, pficemz PraSatka se
stejnym barevnym schématem jsou od sebe nerozlisitelna. Kolika zptisoby mtuzeme z chlivku vybrat
70hlavé podstado?

Uloha 15. (tézsi) Nezaporna celd ¢isla jsou rozdélena do nékolika (alespont dvou) disjunktnich
nekone¢nych aritmetickych posloupnosti s diferencemi dy,...,dg. Dokaz, ze se mezi diferencemi
néjaka opakuje, tedy Ze pro né&jaka dvé i # j bude d; = d;.

9



Mnohostény

Idea generujicich funkci, kdy vezmeme svou oblibenou posloupnost a napiseme ji jako koeficienty
mocninné fady, se objevuje i mimo olympiddni ulohy. Je to naptiklad jeden ze zasadnich kroku
v odpovédi na otazku ,,Kolik mize mit mnohostén vrchold, hran a stén?“, zobecnéné i do vice nez
t¥{ rozméri. Jenom zformulovat odpovéd je mimo dosah tohoto seridlu, my se podivame na prvni
krok na cesté, ktera k ni vede. Predstavime si dvé rizné posloupnosti, které lze pfitadit mnohosténu,
a ukazeme si, jak spolu souvisi pomoci operaci s polynomy.

Priklad. (krychle a ¢tyfstén) Jak je zndmo, krychle ma 8 vrchold, 12 hran a 6 stén. Nyni si
predstav krychli ,postavenou na S$picku“ a na kazdou hranu nakresli Sipku ve sméru nahoru.

I
2@ | /
I
.
7(2$\ -
—e1
167 /
.
0

Spocitej do kolika vrcholi nevede zadna Sipka, do kolika jedna, do kolika dvé a do kolika t¥i. Pokud
pocitas spravné, mélo by Ti vyjit 1, 3, 3, 1. Posléze plati nasledujici vztahy:

8=1-1+1-3+1-3+1 1—(3> 1+<2) 3+<1> 3+<0> 1

N —\o 0 0 o/ 7
3 2 1 0

12:3-1+2-3+1-3+o.1:<>-1+<>~3+<)-3+<>~1,
1 1 1 1

6=3-1+1-340-3+0-1= 3 1+ 2) g4 (t 3+ 0 4

- T \2 2 2 2)

Prichéazi ¢as na par definic. Protoze k pofddnému definovani mnohosténu a jeho stén je tieba
vysokoskolské matematiky, budeme spoléhat na intuici ze t¥i rozméra. V této kapitole budeme
uvazovat d rozmérny prostor. Souslovim ,d-rozmérny mnohostén“ potom myslime mnohostén v d
rozmérech (napiiklad ¢tverec je dvourozmérny mnohostén, nikoli t¥irozmérny). Pokud se vice roz-
méru bojis, nevahej vSechna d nahradit trojkou. Véz ale, ze nebudeme vyuzivat zadna tvrzeni,
v nichz by se vice rozmért odliSovalo od téch t¥i.

Abychom mohli jednim pojmem odkazovat na vrcholy, hrany, stény i jejich vicerozmérné ekvi-
valenty, budeme je vSechny nazyvat sténami. Zaroven je budeme rozliSovat podle jejich rozméru,
tedy naptiklad vrchol je 0-rozmérna sténa a hrana je 1-rozmérné sténa.

Definice. Necht M je d-rozmérny mnohostén. Potom oznaéime jako f;(M) pocet jeho i-rozmér-
nych stén. Speciadlné dodefinujeme fy(M) jako 1.

Na definici f4(M) = 1 se da divat tak, ze mnohostén M je svou vlastni d-rozmérnou sténou.
Definice. Mnohostén M v d rozmérech nazveme jednoduchym, pokud kazdy jeho vrchol lezi

v pravé d sténach dimenze d — 1.

Tedy Ctyfstén, krychle a dvanactistén jsou jednoduché mnohostény, zatimco pravidelny osmistén
¢i dvacetistén nikoli. Uvazme nyni libovolny jednoduchy mnohostén M a jeho vrchol v. Nejen, ze
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je obsazen v d sténach o d — 1 rozmeérech, ale taky z néj musi vést d hran. Vybereme-li libovolnych
i z téchto hran, existuje i-rozmérna sténa mnohosténu M, kterd je obsahuje. Tato sténa zaroven
neobsahuje zadné dalsi hrany z v.

Definice. Predpokladejme, Ze mnohostén M je natoéeny tak, Ze jeho vrcholy maji po dvou riznou
vysku. Jeho hrany orientujeme (tj. nakreslime na né Sipku) tak, aby vedly z niz$iho do vyssiho
vrcholu. Jako hy (M) oznacime pocet vrchold, do nichz sméfuje k orientovanych hran.

Tvrzeni. Necht M je jednoduchy mnohostén. Potom

(M) = :20 (“7F) metan.

Dikaz. Chceme spoditat i-rozmérné stény. Kazda takovd mé jednoznacné uréeny nejnizsi vrchol.

Na druhou stranu, uvazme néjaky vrchol v a zamysleme se nad tim, pro kolik stén dimenze
je tento vrchol nejnizsi. Necht s je néjaka takova sténa. Vsechny hrany s obsahujici v musi byt
orientované pry¢ od v. Protoze M je jednoduchy, kazda i-tice hran vedoucich z v urcuje néjakou
sténu dimenze i. Pokud do v vede k hran, d — k hran vede z v pry¢, tedy v je nejnizsi vrchol na
(d;k) sténach. Celkovy pocet stén pak ziskdme sectenim (d;k) ptes vSechny vrcholy, ¢imz presné
ziskame dokazovanou rovnost. O

Cviceni 5. Ovér predchézejici tvrzeni pro pravidelny étyfstén, a pokud Té to bavi, tak i pro
pravidelny dvanactistén.

Diky tomuto tvrzeni méame d + 1 rovnic vyjadiujicich f;(M) v zdvislosti na hy(M). Pokud ale
zname (fo(M),..., fa(M)), miZeme z téchto rovnic naopak dopoéitat (ho(M),...,ha(M)):

ho(M) = fa(M),

hi(M) = fg_1(M) — (di 1) - ho(M),

d—1

ha(M) = fa—2(M) — (df2> ~ho(M) — (df 2

) ha(M),

To znamend, %e jakykoli poznatek o (fo(M),..., fq(M)) umime prielozit do jazyka (ho(M),
..., hg(M)) a naopak. Také diky tomu vime, Ze &isla hy (M) jsou jednoznacéné uréend. Ze samotné
definice hy (M) neni jasné, jestli tato ¢isla ndhodou nezavisi na tom, jak jsme M natoé¢ili. Vzhledem
k tomu, ze (fo(M),..., fa(M)) na natoceni nezavisi, nezévisi na ném ani (ho(M),...,hq(M)).

Az do ted to nevypada, Ze by tohle vSechno né&jak souviselo s polynomy. Pojdme si ale napsat
generujici funkce nasich posloupnosti. Protoze jsou to posloupnosti konec¢né, dostaneme dokonce
polynomy.

Definice. Necht je M jednoduchy mnohostén v d rozmérech. Potom definujeme polynomy

d d
fu@) =" fi(M)a', har (@) =Y hie(M)z*.
=0 k=0

Predchézejici tvrzeni se dd nyni elegantné vyjadfit pomoci polynomai.

Tvrzeni. Necht M je jednoduchy mnohostén. Potom plati

hog(z) = 2t far (1_:5)-
X
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Diikaz. Dosazovani racionalni funkce miize vypadat désivé, ale néasobeni z¢ to zase spravi. Po
rozepsani se prava strana rovna

i d
¢ Ziﬂ 1-2) ST A 2t (1 - )
i=0

Nyni je na ¢ase dosadit za f;(M) z pfedchoziho tvrzeni a pak sumy vyménit:

d—1i d

i (Z ( )h’“(M)> (1)t = Z <r§ (d k) di, (1—:c)i> hiy (M) =

=t (i (df ’“) ¢! —x)i> Me(M) = 37 B (M) (1)) = o (z).
k=0

i=0 ’

V predposlednim rovnitku jsme vyuzili binomické véty. O

Posloupnost (ho(M), ..., hq(M)) je hezli nez (fo(M), ..., fa(M)), protoze plati hy, = hq_j pro
kazdé k =0, ...,d. Pro¢? V definici jsme né&jak otocili mnohostén M. Obratme nyni co je ,nahoru“
a co ,dola“. Protoze do kazdého vrcholu vede d hran, do téch, do nichz vedlo k hran, nyni povede
d — k hran. Protoze (ho(M),...,hq(M)) nezéavisi na konkrétnim otoceni M, ziskdvdme rovnost
hy = hqg_k.

Pojdme nyni nase dvé posloupnosti vyuzit pro trojrozmérné mnohostény.

Tvrzeni. Jediné jednoduché pravidelné trojrozmérné mnohostény jsou Ctyfstén, krychle a dva-
nactistén.

Dikaz. Necht M je n&jaky takovy mnohostén. Jiz vime, ze ho(M) = fq(M) = 1. Oznacme hq (M)
jako h. Potom z odstavce nad timto tvrzenim vime, ze ho (M) = h1(M) = h a h3(M) = ho(M) = 1.
Ze vztahu pro f;(M) spoéitame

fl(M):G))-1+<i>~h+<i>~h:3h+37

f2(M) = (;) -1+<;> -h=h+3.

Kazdéa hrana je obsazena pravé ve dvou sténach. Na druhou stranu mnohostén M je pravidelny, tedy
kazda sténa mé pravé a hran pro néjaké pevné celé ¢islo a. Tedy pocet dvojic hrana a sténa, ktera ji
obsahuje, je 2-(3h+3) = a-(h+3). Tedy h+3 je délitelem 6k +6, tim pddem i (6h+6)—6-(h+3) =
—12. Rozborem podle déliteltt dvanécti zjistime, ze h mize byt pouze 1, 3, nebo 9. Protoze M je
jednoduchy, mame o ném nyni vsechny informace. Vskutku pro ctyfstén, krychli a dvanactistén
nabyva h postupné téchto hodnot. O

Tvrzeni. (Euleriiv vzorec) Pro trojrozmérny mnohostén M plati” fo(M) — f1(M) + fo(M) = 2.

Dikaz. Nejprve tvrzeni dokdzeme pro jednoduchy trojrozmérny mnohostén M. Zachovejme zna-
éeni z predchoziho tvrzeni. Jiz vime, ze fi1(M) = 3h + 3 a f2(M) = h + 3. Podobné zjistime

Jo(M) = <g>~1+<3> 'h+<é> ~h+<g> 1=2h+2.

Vskutku tedy fo(M) — f1(M) + fa(M) =2.

7Jak toto tvrzeni souvisi s takzvanymi rovinnymi grafy mies zjistit ve tietim dile serialu
o kombinatorické geometrii ze 42. ro¢niku: |https://prase.cz/archive/42/uvod3s.pdf.
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Z obecného mnohosténu M vyrobime jednoduchy mnohostén a ukazeme, Ze se tim hodnota
fo(M) — f1(M) + f2(M) nezméni. Necht v je vrchol M, z né&jz vede ptili§ mnoho hran, ozna¢me
jejich pocet a. Potom v ,usekneme“: Na kazdou hranu, kterd z v vede, umistime novy vrchol
tak, aby vSechny tyto vrcholy lezely v jedné roviné. Poté v nahradime témito vrcholy, ozna¢me je
V1, ..., Vg. Tim jsme pfidali mnohosténu M sténu tvorenou a-tthelnikem wviva ...v,. Pfidali jsme
tedy jednu sténu, a hran, a vrcholi a jeden vrchol jsme odebrali. Dohromady se tedy hodnota
fo(M) — f1(M) + f2(M) nezméni. Zaroven z kazdého z vrchold vy, ..., vq vedou tii hrany. Takto
muzeme postupné ,useknout® vsechny vrcholy, které maji pfili§ mnoho hran. Protoze méné nez tii
hrany z vrcholu vést nemohou, ziskdme jednoduchy mnohostén. O

Zavér
Zazvonil zvonec a seridlu je konec. Dékujeme Ti a gratulujeme, Ze jsi se s ndmi docetl(a) az sem.
Doufame, ze Té nas cestopis svétem polynomu bavil a né¢emu novému Té pfiucil.

Serial pro Tebe psali Majda, Matéj a Tom. Radi bychom zde podékovali vsem, ktefi nam s tim

byli ndpomocni, predevsim Klarce a Michalovi.
Méj se fajn a uzij si tlohy tfeti seridlové série!

Navody ke cvicenim

k
1LYk 11
2. Podivej se na nejmensi ¢leny s nenulovymi koeficienty.
2 _ k+2 k+1 k+0 3 _ k—2)+3
8. k2 =2("%) = 3("1") + (0%, —k=6(""D*9).
4. Vétsina by méla byt snadnd. Pro (vi) se podivej na (v) s ¢ = —1. Pro (vii) ndsob 1+z+z2+- - -
5. Prosté to spoditej a dosad.

Navody k Gloham

1. Spocitej vSechny podmnoziny.
2. Prepis (z) = (:i}) a poté sCitej v Pascalové trojuhelniku.
3. Kolikrat pouzijeme ktery tah?
4. Vybirej, kdy zménit sacek.
5. Opét preved na soucin fad z binomické véty.
6. (14+z)*-(14z).
7. Vzpomen si na derivace z minulého dilu a zderivuj binomickou vétu.
8. Zaénis P(x) = (1 +x)(1 +22)(1+23)--- (1 +27).
9. Zakdduj do polynomi P,41(z) = (1 + z)Pp(z), akorat se na koeficienty divej modulo 2.
10. Vynasob W S
1

11. 1+z)™- TEy™

5.1 1 1
12. T -(+42) = 155
13. Generujici funkei F(x) Fibonacciho ¢isel uz zname. Souéty Fibonacciho ¢isel pak znadi f(fz) .

2311 4171 Bl_4

14. Koeficient u 27° v polynomu — 1 5

. Lépe se Ti bude pocitat, kdyz rozvines

ﬁ do mocninné fady.
15. Zkus pouzit kofeny nékterého z%i — 1.
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Reseni cvieni

1. F(z) ma za koeficienty samé jedni¢ky. Kdyz se proto podivame, jak méa vypadat koeficient u ¥
v soucinu dvou takovych fad, dostaneme sumu soucint jednicek s jednickami: Z?:o 1-1=k+1.
Tedy F(z)? = Y2 o(k+1)z*F =1+ 22 + 322 + 423 + - -

2. Af se nase fady spolu se svymi koeficienty jmenuji Fi(z) = > 12, arz® a G(z) = > reo bk,
Jelikoz F' # 0, néjaké a; je nenulové — uvazujme nejmensi i s touto vlastnosti. Podobné at j je
nejmensi index takovy, ze b; # 0. Potom je koeficient u 7 v F(x) - G(x) roven a;bj # 0, protoze
vSechny ostatni nenulové ¢leny z F' a GG se spolu znasobi na néco s vysSSim exponentem u x nez
i+ j. Tudiz i fada F(z) - G(z) ma alesponl jeden nenulovy koeficient, ¢ili je nenulova.

(k;rz) - (k+2)2(k+1) - k2+gk+2.

3. (a) Abychom se dostali na kvadraticky polynom, pouZzijeme
Cili vezmeme dvojnasobek a posléze se s pomoci (k'{'l) =k+1la (k—(&)—O) = 1 chceme zbavit linedrniho

a absolutniho ¢lenu. Po chvilce snazeni bychom se méli dobrat ke k2 = 2(k;r2) - 3(’“?1) + (kéro),
coz odpovida

(oo} o o] (oo} oo
k+2 k+1 k+0 2 3 1
K2k =9 k_g < > k < > k — — .
kZ::O ? Z( 2 )x DO LD DY G L el sy Rl sy ol g

k=0 k=0 k=0

(b) Vyjadiime tieba k® — k = 6("§1) = 6(*72®). Chceme pak vzit Sestinasobek fady ot
posunuté o dvé pozice, tudiz %.

4. Mélo by vyjit postupné:
(i) eR(@), (i) 2R(x), (i) TE=2, (iv) R(2?), (v) R(ex), (vi) HEHHEE - (vii) 2
5. Pokud je M pravidelny ¢tyfstén, ho(M) = hi(M) = ha(M) = hg(M) = 1. Zaroven

fo(M)=4=1-ho(M)+1-h1(M)+1-ho(M)+1-h3(M),
fl(M) :6:3~h0(M)+2~h1(M)+1-hz(M)+0~h3(M),

fa(M) =4=3-ho(M)+1-h1(M)+0-ha(M)+0-h3(M).

Pokud je M dvanéctistén, ho(M) = h3(M) =1, h1(M) = ha(M) = 9. Na druhou stranu fo(M) =
20, f1(M) =30 a fo(M) = 20. Opét dosazenim ovéFime, Ze tvrzeni plati.

Regeni aloh
1. At je M mnozina s n prvky. Pak suma levé strané piedstavuje pocet nulaprvkovych podmnozin
M, plus pocet jednoprvkovych podmnozin M, ..., plus pocet n-prvkovych podmnozin M. To

ale musi dohromady dat pocet vSech podmnozin M. Kdyz vybirdme podmnozinu M, miZeme se
u kazdého z n prvka nezavisle rozhodnout, zda si ho do podmnoziny vzit, ¢i nikoliv. Tedy n-krat
vybirdme ze 2 moznosti, tudiz dostaneme 2™.

2. Zkoumame sumu, kterd zac¢ind néjak takhle:

(1) (1))

Vsimnéme si, ze prvni ¢len (2) =1, coz bychom klidné taky mohli pfepsat na (’;ii) Podle s¢itaciho
k+1 k+1\ _ (k+2
k+1)+( k ) = (k+l

(era) = (7)) +
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vzorecku z tvrzeni pak muzeme na zacatku sumy zjednodusit ( ) Tim dostavame



i) + (8 = G

k+3 k+3
()7

Tento proces bude pokracovat dal a dal, az na uplném konci secteme (,;_';1) + (k) = (721'11), coz je
pfesné to, co jsme chtéli dostat.

Mimochodem, oznaceni ,hokejkova identita“ se vaze k tomu, jak jsou kombinacni ¢isla v sumé
a celkovy vysledek rozmistény v Pascalové trojuhelniku. Mnemotechnicky: sou¢tem nasady hokejky
je jeji Cepel.

Zde ale stejné dobie miizeme seéist ( ) a mame

3. Dohromady se potfebujeme posunout o 8 policek nahoru a 8 doprava. Zabere nam to tedy 12
tahi: 4 nahoru a 8 doprava. Cesta je urend tim, v jakém poradi tahy pouzijeme, tedy které ¢tyti
z dvanacti tahd budou nahoru. Pocet zptsobu je tedy (142) = % = 495.

4. Predstavme si fadu slozenou z 10 bonbéni a dvou oddélovac¢i — prvni mezi bonbény z prvniho
a druhého sacku, druhy mezi bonbény z druhého a tfetiho. Mnozstvi bonbént v jednotlivych saccich
je uréeno pozicemi oddélovaci, tedy tim, na kterych dvou z dvanécti pozic v fadé oddélovace jsou.
Diky tomu je pocet moznych rozdéleni (') = 45.

5. Kdyz v binomické vété nahradime = za —x, pfibudou ndm do sumy znaménka v podobé (1 —
)" = Zzzo(fl)k(@xk, coz se ndm pro vyjadfeni zadané sumy hodi. Naproti tomu podobné
jako ve vzorovém piikladu prepifeme (}) = (. ",), nade# miizeme sumu > p_o(—1)*(2)(,",)
interpretovat jako koeficient u z™ v polynomu (1 — )" - (1 + x)"® = (1 — 22)™. Ten m4 zjevné
jen ¢leny sudého stupné, takze pro lichd n je vysledek nula, zatimco pro suda n je to (pouzitim
binomické véty) (—1)7/2 (n"/Q)

6. Sumu interpretujeme jako koeficient u ™ v

coz je opétovnym pouzitim binomické véty rovno (“:b),

7. Binomicka véta ndm dava v Clz] rovnost polynomu (1+xz)™ = Y7 (Z):ck Pojdme obé strany
rovnice zderivovat (vzpomen si na formalni derivace z minulého dilu). Derivace souctu je soudet
derivaci a derivace konstantniho nasobku je konstantni nasobek derivace, takze na pravé strané

ziskame n n
,;) (:) (") = I;) (Z) kbl
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Kdyz pak dosadime xz = 1, dostaneme pfesné sumu, kterd nas zajimd. Naproti tomu na levé strané
dostaneme derivaci n(1+z)™~! (vSimni si, Ze n je ze zadani kladné, takZe n — 1 je nezaporné, takze
tohle dava smysl) — to umime zdtivodnit dvéma zplisoby: budto opakované pouzijeme pravidlo pro
soucin (P-Q)’ = P'-Q+P-Q’, anebo pouZijeme pravidlo pro skladani (P(Q(z)))" = P'(Q(z))-Q’(z)
s volbou P(z) = ™, Q(x) = 1 + z. Na levé strané tedy dosazenim z = 1 dostaneme n2"~ 1, coz je
tak vysledek kyzené sumy.

8. Uvazme polynom P(z) = (1 + z)(1 + 22)(1 + 23)--- (1 + ™). Zavorka 1 + 27 kéduje, ze
si do podmnoziny budto prvek j vzit miizeme, anebo nemusime. Pak po roznasobeni kazdy clen
z* odpovidd podmnozing se souétem k, takze celkem v P(z) koeficient u x* predstavuje pocet
podmnozin se souétem k. My si chceme nechat jen ty se sudym souctem.

K tomu poslouzi dosadit —z: tim se pfevrati znaménko pfesné u ¢lend s lichym stupném. Kdyz
proto vezmeme P(z) + P(—), ¢leny lichého stupné zmizi a u kazdého xz2* zbude dvojnasobek
ptvodniho koeficientu. Nas zajimé soucet piivodnich koeficienttt na sudych pozicich (to je pocet
sudych podmnozin), dobereme se ho proto dosazenim jednicky a podélenim dvéma. Poc¢itame tak
w. Pfitom P(—1) bude nula, protoze v souéinu, kterym jsme P(z) pivodné zadefinovali,
bude zévorka (1—1). Naopak dosazenim 1 v souéinu dostaneme souéin samych dvojek, takze hledany
vysledek bude 250 =271,

9. Tvrdime, ze funguji vSechna n, kterd jsou mocniny dvojky vétsi nez nejvétsi prvek Sop.

Kazdou S, zakdédujeme jako polynom Pp(x) = Zaesn z®, pricemz na koeficienty se budeme
divat modulo 2; pokud se kamaradi§ s obory Z,, pak jen fikdme, Ze budeme brat P, € Zs[z].
V tomto duchu pak vztah, kterym konstruujeme nové Sy 41, ¥ikd jen Poy1(x) = (1+ z)Pn(x), kde
se stale divame modulo 2: koeficient u % v P,41 bude lichy pfesné tehdy, kdyz byl v P, lichy
pravé jeden z koeficientt u 2% a u 2%~ 1.

Trivialni indukei plyne Py, (z) = (1 4+ 2)*Po(x). Zvolme nyni n = 2* pro né&jaké k. Modulo 2
plati (14 )2 =1+ 2z + 22 = 1 + 22, z éehoz indukci plyne (1 + m)Qk =1+ 22", Jakmile bude k
dost velké na to, aby 2¥ > max Sy = deg(Fy), pak uz v P,k (z) = (1 + x2k) Py(z) rozndsobenim
vznikne hromadka ¢lent, kazdy s jinym stupném — nic se proto modulo 2 nevyrusi a ¢leny v P
budou odpovidat prvkim S a jejich kopiim posunutym o n = 2¥, coz je piesné to, co jsme chtéli.
10. Nejprve sumu piezna¢me tak, aby nezacinala od k, ale od nuly. Oznaéme j = n—k aa = m—k,

pak chceme ukdzat 3 5_ (Jzk) = (“zf{l)

Pojdme vynasobit W - ﬁ Na jednu stranu vime, ze W = ;‘;0 (j:k)mj a vyna-
sobeni ﬁ vyrobi v koeficientech ¢astecné soucty (viz Cviceni 4(vii)), takze u z® v W . ﬁ
; a  (j+k
dostaneme koeficient >5_, (*17).

Naproti tomu ale vime, ze

a+k+1
k+1

. 1 _ 1 5 : % .
(=2)¥T " 1=z = (1_g)F¥2 CO% se rozvine v fadu, kde koeficient

). Dohromady jsme tedy ukazali
2“: J+E\  f(a+k+1
. E )\ k+1 )’
7=0

'm+:71) — (k+m71

m—1

ux“je(

coz jsme presné chtéli.

11. Kombinacni cisla ( ) jsou koeficienty generujici funkce Kdyz na-

1
A—z)m™"

s koeficienty (fl)k(k:rnnifl). Naproti tomu (7]?) jsou koefici-

hradime x za —x, dostaneme 1

1
(1+z)™

S () ()

14 z)™ = 1. Vysledek tedy bude 1 pro n = 0, zatimco pro

enty (1+ z)™, takZe suma

vyjadiuje koeficient u z™ v
n > 0 obdrzime 0.

1
@
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12. Sestavime si pro kazdé ovoce Fadu, kterd ma 1 u kazdého z* takového, Ze si mizeme vzit k
kust daného ovoce, a 0 vSude jinde. Poté soucin ¢tyt takovych fad bude kédovat v koeficientu u ™
pocet zpusobi, jak vybrat salat s n kusy ovoce za danych podminek.

Nejjednodussi je hrugka: prosté bud bude, nebo nebude, takze méame fadu (resp. dokonce po-

lynom) 1 + z. Podobné jablka daji 1 4+ = + 22 + 23 + 2% = x;__ll. Sudy pocet pomeranct od-
povidd 1 + 22 + 2 + 206 + ... = "0 2% = #, zatimco ananasiim analogicky odpovida
1+2°+20 ... = 1—115 . Znasobenim dostavame radu
5
xz° —1 1 1 1+ x 1
. (1 + 3;) . 5 s = > = =
z—1 1—22 1-—= 1-=z)(1—-22) (1Q1-=x)

n+1

1 ) = n+ 1. Jolca tedy muze salat

Tuto fadu uz ale zndme a vime, Ze jejim koeficientem u z™ je (
poskladat n + 1 zpusoby.

13. V ukazkovém piikladu uz jsme odvodili generujici funkci Fibonacciho &isel, je to F(z) =
Epp—— Abychom dokézali kyzenou rovnost, vyrobime z levé a pravé strany dvé mocninné fady
a dokézeme, Ze jsou si navzajem rovné — kdyz se rovnaji fady, rovnaji se i odpovidajici koeficienty.
Na levé strané mame posloupnost ¢asteénych soucti, takze podle Cvideni 4(vii) vime, Ze vznikne

s 2 F(x) £ « . A <
generujici funkce 7. Na pravé strané nejprve fn2 znamenéa posunout posloupnost doleva o dvé
F(z)—fiz—fo

22

, a poté —1 znamend generujici funkci ffl

pozice, coz da generujici funkci >

Dohromady tak chceme dokéazat rovnost

Fl@) F)—=z 1

1—2x T

1—z’

K tomu uz stadi rozepsat F(z) = zbavit se jmenovatelil a ovétit rovnost polynomi:

T _
1-z—x2’

@ 3 1 11
I-o)l-z—-22) =z(l-z—-22) =z l—=z
22=01-2)—1—-2)1 -2z —2?) -z —z—z?),

22 :CEQ.

14. Od rtzovych PraSatek si mizeme vzit 0, 1, ..., nebo 30 kusi, coz odpovida polynomu 1 +
x4 +230 = le:ll Stejnou interpretaci provedeme i s ¢ernymi a flekatymi PraSatky. Soucin
odpovidajicich tii polynomii nam pak v koeficientu u z* #ka, kolika zptsoby lze vybrat k-hlavé
stddo. Vyjadfeme si souéin a rozvinme v ném jmenovatel do nekonec¢né fady pomoci W =

Pheo ('“Zd)xk:

31 41 51
r 1z 1 = 1 1 123 92 82 72 51 41 31
P " :_(1—:1:)3.@ —x7 =z —x a7 - 1) =
= [k
:(Z< J2r2>zk> C(@12 292 g8 T2 S 3 )
k=0

Zajimé nas koeficient u 270, ¢&ili v posledni zavorce miizeme ignorovat &leny s vy3$$im exponentem.
Pak se dobereme vysledku

<70+2>_(70—51+2)_ (70—41-‘,—2) _ (70—31-‘,—2) — 1061
2 2 2 2

17



15. Stejné jako v ukdzkovém prikladu se dobereme rovnosti

1 %1 %

- L=
1—z 1—xd1+ 1— zdk

(%)

BUNO at jsou diference sefazené vzestupné di < --- < dy,, pak dokazeme, Ze musi byt dj, = dj_1.
Pro spor at neni, tedy at je d ostie vétsi nez vsechna ostatni d;.

Kterykoliv polynom tvaru 2% — 1 mé d komplexnich kofent. Rik4 se jim d-té odmocniny z jed-
nicky® a v komplexni roviné predstavuji vrcholy pravidelného d-tihelniku vepsaného do kruznice
|z| = 1; specialné jsou tedy navzdjem rtzné. Pokud oznac¢ime jako (4 ten z nich, ktery je p¥i cesté
po kruznici nejbliz k jedniéce (takové mohou byt dva, vybereme si kterykoliv z nich), pak jsou
kofeny % — 1 presné 1,(q, Cg, RPN Cd_l, takze v C[z] rozlozime na soucin

el —1=(z— 1)@ —C)(@—¢3)-(x— &),

[~ ¢cdi—1

Klicovym pozorovanim je, ze pokud je dj ostfe vétsi nez vSechna ostatni d; a zvolime ( =
Cd;» pak ¢ nebude kofenem zadného dalsiho z% — 1. V rovnici (*) nyni nalezneme spor tim, ze
nejprve vynasobime obé strany vynasobit polynomem x — {, a poté dosadime x = (. V ¢lenech
i pro i < k se pak nic nezkrati, protoze ( nebyl kofen pfislusnych jmenovateli.

i

1 : T
=y ani oo
a

s~ ’ ~ < P . k P
To znamenad, ze po dosazeni x = { vSechny tyto ¢leny zmizi. Naproti tomu v 1”” T se dvojclen
— 2k

%%
—(@—1)(2—¢?)(z—¢3)-(a—¢T )"
kofenem jmenovatele a neni ani kofenem Ccitatele, proto dosazenim ¢ nutné vznikne nenulové ¢islo.

Dohromady tak z rovnice (%) zbude jen to, Ze se nula rovnd néfemu nenulovému, coZ je spor, ktery
jsme hledali.

x — ¢ zkrati se jmenovatelem a zbude Tim padem ¢ uz nebude

8Vice se o nich mtizes doéist tieba v tomto piispévku:
lhttps://prase.cz//library/OdmocninyZJednicky LK /OdmocninyZJednicky LK.pdf.
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