Polynomy 2 — Malé a velké véci nad Z

Mily priteli,

minule jsme se s polynomy seznamili ve velmi obecné roviné!. V tomto dile naproti tomu sestoupime
ke konkrétnim zalezitostem — nasim cilem bude co nejlépe porozumét polynomtim nad celymi ¢isly.
Prozkoumame, jak polynomy interaguji s pojmy z teorie ¢isel jako jsou délitelnosti, kongruence ¢i
prvodisla. Za timto tcelem si pfislusné pojmy taky poradné zavedeme.

V prvni poloviné tohoto dilu se budeme vénovat budovani zakladnich vlastnosti a nastroji, které
se hodi v tlohach olympiddniho typu — délitelnostem tvaru a —b | P(a) — P(b) a vété o racionalnim
koreni. V druhé c¢asti si ukdzeme dva vétsi vysledky, které uz sice laviruji na pomezi vysokoskolské
teorie a v olympiadé tolik uziti nenaleznou, ale pfesto nam prijdou zajimavé samy o sobé — Schurovu
vétu a Henselovo lemma.

Opakovani: jak rychle rostou realné polynomy?

Ackoliv v tomto dile budeme povétsinou pracovat s polynomy nad celymi ¢isly za pomoci jemnych
celociselnych nastroji, obcas se ndm bude hodit mit i hrubé ponéti o tom, jak rychle jejich hodnoty
rostou. Ponévadz to uz neni nic specifického pro celd ¢isla, mizeme tyto vlastnosti shrnout rovnou
nad redlnymi ¢isly. Zakladem je tvrzeni, které jsme dokazali v prvnim dile v rdmci feseni Cviceni 4:

Umluva. Kdy# fekneme, e né&jaka vlastnost plati ,pro dostateéné velkd a“, myslime tim, Ze
existuje néjaké A € R takové, ze pro vSechna a > A uvedend vlastnost plati.

Tvrzeni. At je P € R[z] nekonstantni polynom s kladnym vedoucim koeficientem. Potom pro
dostatecné velkd a plati P(a) > 0.

Jisté si snadno dovedes rozmyslet, jak bychom tvrzeni upravili pro zaporny vedouci koeficient.
Také bychom mohli uvazovat o tom, co se bude dit, kdyz misto hodné velkych kladnych a budeme
uvazovat a hluboko v zapornych ¢islech — zde bude zélezet na tom, zda ma P sudy, ¢i lichy stupen.
Dusledek. Jsou-li P,Q € R[z] nenulové polynomy s deg P > deg@ a P méd kladny vedouci
koeficient, pak pro dostatecné velka a plati P(a) > Q(a).

Dukaz. Urcité deg P > deg Q > 0, takze P je nekonstantni. Protoze () nema ¢leny stupné deg P,

urcité bude mit rozdil P — Q stale stupen deg P a kladny vedouci koeficient, podle predchoziho
tvrzeni proto bude od néjaké meze nabyvat jen kladnych hodnot, coz odpovida P(a) > Q(a). O

Bez dukazu téz zminme, jak se polynomy porovnavaji s jinymi znadmymi funkcemi.
Tvrzeni. At je c > 1 redlné ¢islo, P € R[z] nekonstantni polynom s kladnym vedoucim koefici-
entem a log prirozeny logaritmus.
(i) Pro dostatecné velkd a plati ¢® > P(a).
(ii) Pro dostatecné velka a plati P(a) > loga.
Neformalné: jakakoliv rostouci exponenciala nakonec porazi jakykoliv polynom a jakykoliv ne-
konstantni polynom s kladnym vedoucim koeficientem nakonec porazi logaritmus.

LA taky v komplexni roviné.



Délitelnost

Nyni uz se pustme do vlastnosti specifickych pro celd ¢isla. Na chvilku odlozime polynomy, abychom
si zavedli délitelnost a pojmy od ni odvozené. Nékteré z nich uz mozna znas, chceme si ale sjednotit
nasi startovni pozici.

Definice. Af jsou a, b celd &isla. Rikdme, %e a déli b (nebo téz Ze b je ndsobkem a nebo a je
délitelem b), pokud existuje celé ¢islo ¢ spliujici b = ac. Znacime a | b.

Vsimni si, Ze s touto definici neni problém mluvit o délitelnosti nulou — nevadi, ze déleni nulou
neni definované, délitelnost nulou stale ddva smysl (a plati 0 | a <= a =0).

Cviéeni 1. Pokud a #0, pak jea | b < g eZ.
Tvrzeni. (vlastnosti délitelnosti) Pro libovolnd celd ¢isla a, b, ¢, d plati:
(i) 1|la,alaialO,
ii) a|bazdrovenb|c = alc,
) a|baziroveia|c = a|b+ec,
(iv) a|b a zdroveri c|d => ac | bd,
)

Dikaz. 'V (i) az (iv) jde vzdy jen o spravnou volbu nasobku. Jako ptiklad si ukazme (iii): z definice

délitelnosti mdme b = ka a ¢ = fa pro néjaka cela ¢isla k, £. Potom vSak b+ c = ka+ fla = (k+£)a,
¢imz je naplnéna definice a | b + ¢, protoze k + £ je opét celé &islo.

Pro (v) si jen sta¢i uvédomit, ze nenulové celé éislo je v absolutni hodnoté alespon 1. Pokud tedy

b = ac, kde c je celé &islo, pak b # 0 implikuje taky ¢ # 0, ¢imz uz dostaneme |b| = |a| - |c| > |a| - 1.

O

Cviéeni 2. Dorozmysli si dukazy bodiu (i), (ii) a (iv).
Cviceni 3. (dulezité) Jediné celé ¢islo, jez mé nekoneéné mnoho déliteld, je 0.
Jakmile mame pojem délitelnosti, jsme pfipraveni pfesunout se k prvocislim:
Definice. Prvocislem rozumime celé ¢islo p > 1, jehoz kladnymi déliteli jsou pouze 1 a p samo.

Vyznam prvocisel pro olympiadni tlohy tkvi pfedevsim v rozkladu na prvodisla. Dikaz jeho
jednoznacnosti neni uplné jednoduchy, proto se mu zde nebudeme vénovat a pouze bez dikazu

zformulujeme:2

Véta. (zékladni véta aritmetiky) Kazdé kladné celé ¢islo n Ize zapsat jako soucin nékolika prvo-
cisel p1 - - - pr, piicemz tento rozklad je jednoznacny az na zaménu poradi prvocisel.

K tomuto se slusi nékolik vysvétlivek. Zaprvé by se mohlo zdat, ze tvrzeni nefunguje pro n =
1, v tomto pripadé se ale budeme tvarit, ze 1 je ,souéin zaddnych prvodéisel“. Zadruhé, tvrzeni
bychom snadno rozsitili i na zdporna celd éisla, pak bychom fekli, ze kazdé n # 0 se (az na
poradi jednoznaéné) rozklada na souéin nékolika prvodéisel a jednoho ,znaménka“ 1 ¢i —1. Zatteti,
v rozkladu vétsinou byva uzitec¢né seskupit kopie toho samého prvocisla do jedné mocniny a nasledné
psat, ze n ma prvociselny rozklad
n=pit-pk,

kde p1,...,pr jsou navzajem ruzna prvocisla a e, ..., ex jsou kladna cela ¢isla.
Cvigeni 4. Msjme (kladna) cela &isla s prvoéiselngmi rozklady a = p't ---pp* a b= p[fl .- ~p’gk,
v nichz p1, ..., pg jsou navzdjem ruzna prvocisla a v pripadé potieby jsme doplnili trividlni mocniny

p?, abychom oba rozklady zapsali stejnou sadou prvocisel. Potom
alb <=  «; <p; pro viechna i.
2Pokud by Té diikaz pfece jenom zajimal, miizeme Té& odkazat na prvni dil seridlu o teorii &isel

z 33. roéniku PraSete: |https://prase.cz/archive/33/uvodls.pdf.
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Definice. Rikime, Ze cela ¢isla a, b jsou nesoudélnd, pokud neexistuje prvoéislo, které by je obé
délilo. V opa¢ném piipadé fikame, ze jsou soudélnd.

Tvrzeni. (délitelnost a nesoudélnost) At jsou a, b, ¢ celd ¢isla a at jsou a, b nesoudélnd. Potom:

(i) albe = alec,
(ii) a | c a zdrovenn b | ¢ = ab]|c.

Dikaz. (i) a | be iika, ze bc ma od kazdého prvocisla ve svém rozkladu alespon tolik kopii, co
a. Pritom se samoziejmé staci divat na ta prvocisla, kterd déli a, protoze od ostatnich ma jen 0
kopii. Z nesoudélnosti a, b ale vime, ze b do bc nepfispiva zadnymi prvocisly, ktera se vyskytuji v a.
Vsechna tato prvocisla, jez zafidila délitelnost a | be, uz proto musela byt pfitomna v samotném c,
takze také a | c.

(ii) @ | c fik4, Ze ¢ ma alespoinl vSechna ta prvoéisla, co a. Podobné b | ¢ fikd, ze ¢ alespoii ta
prvocisla, co b. Jenze z nesoudé€lnosti a, b se jednd o dvé zcela disjunktni sady prvocisel. Pokud
tedy ¢ obsahuje kazdou zvlast, obsahuje je i dohromady, takze ab | c. O

Trochu nepohodlné je na délitelnosti to, Ze ndm davé jen binarni informaci, zda a déli b, nebo
nedéli. Casto je pohodlngjsi o néco jemnéji rozlisit, jaky zbytek b dava po déleni a. K tomu si
zavedme pojem kongruence:

Definice. Af jsou a, b, m cela &isla. Rikdme, e a je kongruentni b modulo m, pokud m | a — b.
Zna¢ime a = b (mod m).

Abychom si osvojili nékteré vztahy, které kongruence splnuji, staéi je prelozit z vlastnosti déli-
telnosti:

Tvrzeni. (vlastnosti kongruence) Uvazujme celd ¢isla a, b, ¢, d, m. Potom:
(i) a=b (mod m) a zdroven c =d (mod m) = a+c=b+d (mod m),
(ii) a =b (mod m) a zdroveri ¢ = d (mod m) = ac = bd (mod m),
(iii) ac = bc (mod m) a zédroven jsou ¢, m nesoudélnd =—> a =b (mod m).

Dikaz. (i) Mamem |a—bim|c—d, takze ur¢it€ im | (a—bd) + (c—d) = (a+¢) — (b+d).
(i) Méme m | a — b im | ¢ — d a opét se z téchto nasobkil pokusime vyrobit ac — bd. Na prvni
pohled neni zifejmé, jak to udélat, k aspéchu ale povede ptridani nulového vyrazu bc — be skrze

m | (a —b)c+ b(c — d) = ac — bc + be — bd = ac — bd.

(iii) Mame m | ac — be = (a — b)c, pfi€emz c je nesoudélné s m. Vime proto uz, Ze jej mizeme
z délitelnosti odebrat, tudiz m | a — b. O

Vlastnosti (i) a (ii) dohromady Fikaji, Ze pokud nés zajimé zbytek po déleni né&jakého vyrazu
sestavajiciho ze s¢itani a nasobeni, pak nam staci znat jen zbytky vstupnich hodnot. ,Vyraz sesta-
vajici ze sCitani a nasobeni“ je ale jen kvétnaty popis polynomu, takze uz tyto zakladni vlastnosti
kongruenci jsou piedzvésti toho, Ze polynomy (alespoint nad Z) se budou k poc¢itani modulo m chovat
dobre.

Uloha 1. Dokaz, Ze rovnice 22 + y2 + 22 = 2023 nema celoéiselné feseni.
Véta. (mald Fermatova) At celé ¢islo a neni nasobkem prvocisla p. Potom a?~! =1 (mod p).
Ekvivalentné lze téz vétu zformulovat jako a? = a (mod p) pro jakékoliv a (tedy i nasobky p).
Dikaz. Podivejme se na mnoziny S = {1,2,...,p—1} a Sq = {a,2a,...,(p — 1)a}. Zjevné prvky
S davaji navzajem razné a nenulové zbytky modulo p. Dokazme, Ze totéz plati o S,. Zaprvé, kdyby
se pfihodilo ai = aj (mod p) pro nékterd i,j € S, pak muZeme a v kongruenci zkratit, nebot je
nesoudélné s p, takze by to znacilo ¢ = j (mod p). Tedy, v nasobeni ¢islem a se z riznych zbytka
nemiize stat ten samy zbytek. Zadruhé, v ai = 0 (mod p) bychom opét mohli zkratit a a ziskat
1 =0 (mod p), takze také vime, Ze v nasobeni ¢islem a se z nenulového zbytku nemuze stat nulovy.
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Dohromady tak vime, Ze z hlediska zbytkt modulo p je S, jen ,zamichanim“ S: v obou mnozi-
nach jsou modulo p zastoupeny vSechny nenulové zbytky, kazdy pravé jednou. Pokud tedy u obou
vezmeme souéin vSech prvkia, méli bychom modulo p dostat totéz:

1-2.--(p—1)=a-2a---(p—a=aP1-1-2.--(p—1) (mod p).

Kazdy z ¢initelt 1, 2, ..., p — 1 je ale nesoudélny s p, takze je mizeme zkratit, ¢imz nam zbude
1=aP"! (mod p), coz jsme chtéli dokazat. O
Cviceni 5. At je p prvoéislo a a Z 0 (mod p). Rozmysli si, Ze existuje b takové, ze ab = 1
(mod p).

Polynomy a délitelnost

S délitelnosti pevné v rukou muzeme do situace vratit polynomy. Hlavnim néstrojem nam bude
tvrzeni, jehoz predzvést uz se objevila u vlastnosti kongruenci:

Tvrzeni. (rozdil argument déli rozdil hodnot) Pro P € Z[z] a libovolna cela ¢isla a, b plati

a—>b| P(a) — P(b).

Dikaz. Rozepidme P(z) =Y 1, ¢,x®, potom muZeme zapsat

P(a) — Xn: — k).

Diky vzore¢kiim a* —b* = (a—b) (a* 1 +a*=2b+ - +ab*~2 + b*~1) mdme a—b | a* — bF. Kdyz
tyto rozlicné délence vynasobnne jednotlivymi celymi ¢isly ¢, a vSe seCteme, délitelnost zustane
zachovéna, a tedy a — b | P(a) — P(b). O

Jinou formulaci podobné myslenky je, ze pro a = b (mod m) je taktéz P(a) = P(b) (mod m).
Pozor na to, Ze tvrzeni funguje skuteéné jen na polynomy ze Z[z]|. Napf. takovy Q(z) = @ S

Q[z] sice nabyvé ve vSech celych ¢islech celoéiselnych hodnot, piesto ale 2 — 0t Q(2) — Q(0).
Cvigeni 6. Mame-li polynom P =37 ayz* € Z[z] a r € Z je jeho kotenem, dokaz, ze r | ag.
Ukazme si pouziti ziskané délitelnosti na ptikladu:

Priklad. Je dén polynom P € Z[z]. Rozhodni, zda mohou existovat tfi navzajem rtizna a, b, c € Z
takova, ze

(USAMO 1974)

Reseni. UkéZeme, %e nemohou — pro spor af tedy existuji. Aplikaci tvrzeni potom mame a — b |
P(a) — P(b) = b — c. Analogicky ziskdme také b — c | ¢ — a a koneéné ¢ — a | a — b. Z predpokladu
ruznosti a, b, ¢ jsou tyto rozdily nenulové, takze

ja—b| < [b—c| <lc—al <|a—b|

Kdyz v sérii (neostrych) nerovnosti narazime na stejné ¢islo na obou koncich, znamend to, Ze
vSechny vyrazy, které jsme porovnavali, si ve skutecnosti musi byt navzajem rovny.

Takze |a — b| = |b — ¢| = |c — a|, jinymi slovy (rtizna) ¢isla a, b, ¢ se na ¢iselné ose vyskytuji
tak, ze libovolna dvé maji stejnou (nenulovou) vzdalenost. To ale snadno odhalime jako nemozné:
kdyby BUNO a < b < ¢, pak |c —a| = |a — b| + |b — ¢| > |a — b], coz je spor. Dohromady jsme tak
dokazali, ze zddand a, b, ¢ nemohla existovat.

Uloha 2. Najdi vechny polynomy P € Z[z], jez spliwji: jsou-li a,b € Z nesoudélnd, pak jsou
i P(a), P(b) nesoudélné.



Uloha 3. Najdi véechny polynomy P € Z[x] takové, ze pro kazdé kladné celé &islo n plati P(n) |
n!l+ 2. (PraSe 41-4p-7)

Uloha 4. Najdi vSechny polynomy P € Z[z] takové, Ze pro kazdé kladné celé n plati n | P(27).

Uloha 5. Krélovské vojsko tahne krajinou po kiivce, kterd ma tvar grafu polynomu P s celoéi-
selnymi koeficienty. Boleslav si cestu zkrétil po tseéce mezi body [a, P(a)] a [b, P(b)], kde a,b € Z,
a # b. Vsiml si navic, ze délka této tsecky byla celé ¢islo. Dokaz, ze Boleslav tahl ve sméru rovno-
bézném s osou x. (Mecz 2021L)

Uloha 6. (t&z8i) Je dan polynom P € Z[z] a dvé rizna cela &isla a, b splitujici P(a)P(b) =
—(a — b)2. Dokaz, ze P(a)+ P(b) = 0.

Uloha 7. (t&z51)) Polynom P € Z[z] spliuje a2 p22

3 | P(a) — P(b) pro vsechna a,b € Z.
Dokaz, ze P(z) = Q (w22024> pro néjaky polynom Q € Z[z].

Raciondlni koreny

Polynom ze Z[x] obecné viibec nemusi mit racionélni, ¢i dokonce celoéiselny kofen. Vime, ze je-li
nekonstantni, ur¢ité bude mit néjaké komplexni kofeny, ale dopfedu o nich nedovedeme garantovat
skoro nic. Kupiikladu 2 — 2 je polynom nad Z, oba jeho kofeny 4+/2 jsou ale iracionélni realné
¢isla. Kdyz uz se ndm vsak postésti miti racionédlni kofen, razem dovedeme znatelné z(1zit moznosti,
jaké racionélni ¢islo by jim mohlo byt:

Umluva. Jsou-li u, v cela &isla, pak Fikame, Ze zlomek % je v zakladnim tvaru, pokud jsou u, v
nesoudélna.

Véta. (o racionilnim kofeni) Je-li & € Q zlomek v zdkladnim tvaru, ktery je zaroven kofenem
polynomu P(z) = 37 _, axz® € Z[z], an # 0, pak plati u | ag a v | an.

Dikaz. Méame rovnost an (%)n + an—1 (“

)nfl
v
vyrazem v" pak da

+ -+ alg + ap = 0, vynasobeni obou stran

ant” + an—1u” o+ -+ ajuv™t + agv™ = 0.

Zde je prava strana nasobkem u, zatimco na levé strané jsou nasobky u vSechny ¢leny az na posledni.
Nutné tak i tento posledni ¢len musi byt nasobkem u, tedy u | agv™. Vime, ze % byl v zdkladnim
tvaru, tedy w a v jsou nesoudélnd. Mocninu v tedy v délitelnosti muzeme zahodit, a ziskat tak
u | ag.

Analogicky jsou vSechny ¢leny na levé strané rovnice vyjma prvniho nasobky v, takze v | apu™,
nacez v | an. O
Cviceni 7. Necht mé polynom P € Z[z] vedouci koeficient 1. Jakykoliv jeho racionalni kofen uz

potom musi byt celoéiselny.

Piiklad. Ma-li pro cela &isla a, b, ¢ rovnice ax? + bx + ¢ = 0 racionalni feseni, pak je alespon
jedno z a, b, ¢ sudé.

Reseni. Bud % raciondlni feseni v zdkladnim tvaru a predpokladejme pro spor, Ze a, b i c je liché.
Podle véty o racionalnim kofeni u | ¢, v | a, coz specidlné zarucuje, Ze u i v jsou lich4. Roznésobenim
rovnosti a (%)2 + b3 + ¢ = 0 pomoci v2 dostaneme au? + buv + cv? = 0. To ale znamena, ze tii
licha ¢isla se seetla na sudé ¢islo, coz je spor. Alespon jedno z a, b ¢i ¢ tak muselo byt sudé.

Uloha 8. Jsou-li m, n licha cela ¢&isla, dokaz, ze 22 + 2ma + 2n nema racionalni koren.

Uloha 9. Jsou dana nenulova a, b, c € Z takova, ze 3+ % +oi g + ¢ + % jsou cela cisla. Dokaz,
Ze |a| = [b] = |c].



Polynomy a prvocisla

Pojdme se nyni pfesunout ke slibovanym velkym vétdm. Prvni z nich pojednava o prvociselnych
délitelich, jez se vyskytnou v hodnotach polynomu ze Zz].

Véta. (Schurova) Budiz P € Z[x] nekonstantni. Pak existuje nekone¢né mnoho prvocisel p, jez
déli nékterou hodnotu P(n) pro kladna cela n.

Schurovu vétu lze nahlizet jako zobecnéni véty o existenci nekoneéné mnoha prvodéisel — ta
odpovidé tomu, Ze hodnoty polynomu P(x) = z maji nekoneéné mnoho prvoéiselnych déliteli.
Volbou jinych polynomt lze spoustu prvoéisel vylouéit, nap¥. je zndmo, Ze zaddna hodnota P(x) =
22 + 1 nebude délitelnd kterymkoliv prvoéislem p = 3 (mod 4), tedy p = 3,7,11,19, ..., nicméné
Schurova véta garantuje, ze at uz takto vySachujeme ze hry sebevic prvocisel, pofad jich nekoneéné
mnoho zbude. Pojdme ji dokazat:

Diikaz. BUNO predpokladejme, Ze vedouci koeficient P je kladny, kdyby tomu tak nebylo, budeme

se misto P divat na —P. Induktivné zkonstruujeme dvé nekone¢né posloupnosti a1, az, ... (kladna
celd ¢isla) a p1,p2, ... (prvocisla) tak, aby jednotlivd py byla navzajem rtzna, a navic pro kazdé k
platily délitelnosti

p1| Plag),  p2|Plag), ...,  prlPlag)
Tim bude véta dokdzana, protoze kazdé z prvocisel pi, p2,... bude délit nékterou hodnotu poly-

nomu P.

Konstrukci za¢neme nésledovné: zvolime si néjaké celé ¢islo a1, v némz je hodnota P(a1) vétsi
nez 1 (to lze, protoze P je nekonstantni s kladnym vedoucim koeficientem, takze diive ¢i pozdéji
pferoste jakoukoliv mez). Potom musi P(a1) mit néjaké prvociselné délitele, zvolme si libovolny
z nich a oznac¢me jej p1. Tim je hotov zakladni pripad.

Popisme nyni indukéni krok, predpokladejme, Ze uz jsme zkonstruovali a1,...,ar a p1,...,Pk-
Méme celé ¢islo P(ayg), jez je ndsobkem vSech pi,...,pr. Podivejme se o néco jemnéji na jeho
prvociselny rozklad — necht

P(ap) =p5t---prk - m,

kde m je nesoudé€lné s pi,...,pr. Jinymi slovy, exponent mocniny p; v rozkladu jsme si oznacili
jako e; a jako m jsme oznacili ,to, co zbylo“ po vytknuti mocnin vSech pi, ..., pg.

Nase nové ay41 nyni budeme hledat ve tvaru a1 = ap +t- pflJrl - -pZ’“+1, pricemz t je celé
Cislo, které teprve zvolime. V§imnéme si, ze nehledé na volbu t toto zaruci nésledujici: pro kazdé
i bude platit ag41 = ap (mod pfiJrl)7 takze té% P(axt1) = P(a) (mod pfiJrl). To specidlné
znamena, ze jelikoz pfﬁ_l t P(ag), tak ani pf"i+1 t P(ag+1). Naopak ale pf" | P(ag), takze i pf'i |
P(ag41). Vyvodili jsme tedy, Ze mocnina p; v prvociselném rozkladu P(aj1) bude pfesné pfl

S timto pozorovanim nyni zvolme ¢ tak, aby platilo

Pag4r) > pit - pit

To lze, protoze P roste nade vSechny meze, takze kdyz zvolime ¢ dostatecné velké, bude i aj41
dostateéns velké na to, aby P(ag1) pierostlo zvolenou mez p! - - -pzk. Podobné jako pro P(ay) se
nyni podivejme na prvoéiselny rozklad P(ay+1). Uz vime pfesné, jaké ofekdvat mocniny prvoéisel
Pi,..., Pk, takze zapiseme

Plagy1) =pit---ppf - M

pro néjaké celé ¢islo M, které je nesoudélné s p1, . .., pg. Pfitom ale P(ag41) > pit -+ -pzk znamena
M > 1, takze M mé néjaké prvociselné délitele. Zvolme si libovolny z nich a fikejme mu pj4 ;.
Z nesoudélnosti to nemize byt zadné z p1, .. ., pg, a pfitom pgy1 | P(agy1), takze jsou jim naplnény
pozadavky, podle kterych naSe posloupnosti konstruujeme. Tim je hotov induké¢ni krok, a tedy
i dukaz véty. O



Casto miizes Schurovu vétu potkat také ve formulaci, jez Fika, Ze nekoneéné mnoho prvocisel
déli nékterou nenulovou hodnotu P(n). Tato verze z té nasi snadno vyplyva: pokud by ndhodou P
mél néjaké celo¢iselné korfeny, ozna¢ime nejvétsi z nich jako c¢. Pro n > 0 jsou pak hodnoty P(n+c)
nenulové, a pfitom aplikovanim nasi Schurovy véty na polynom P(z + ¢) musi nekone¢né mnoho
prvocisel délit nékterou z nich.

Zdvihani modulo prvociselné mocniny

Posledni zastavkou v tomto dile nasi jizdy bude nésledujici problém: je ddno n € Z a polynom
Q € Z[z], nalez chceme nalézt néjaké a € Z, v ném? je hodnota Q(a) nadsobkem n. Pro jednoduchost
uvazujme, Ze n je tteba n&jaka prvociselna mocnina® n = p€. Pokud ma platit p® | Q(a), pak uréité
taky p | Q(a).

Rozumnou strategii by proto mohlo byt nejprve najit a, pro néz je Q(a) nasobkem p, a poté se
jej snazit ,posouvat® o nasobky p — uz vime, Ze tim nezménime Q(a) (mod p) — tak, aby se stalo
i ndsobkem vyS$sich mocnin p. Strategie tohoto typu se vyplaci i v nékterych praktickych aplikacich
— zkusme to v hrubych obrysech namotivovat na tzv. Berlekampové—Zassenhausové algoritmu pro
faktorizaci polynomu ze Z[x]. Ten funguje nasledovné?:

(1) Zmoduli koeficienty polynomu prvoéislem p,

(2) nalezne rozklad na sou¢in modulo p,

(3) postupné tento rozklad zlepsuje na rozklad modulo p?, modulo p3, ...

(4) az nakonec z rozkladu modulo p¢ pro dost velké e ,precte” rozklad nad Z.

Toto funguje, protoze pokud se polynom rozkldda na soucin nad Z, pak se bude rozkladat i po
zmoduleni libovolnym p¢, a pokud bude p¢ vétsi nez absolutni hodnoty vsech koeficientt, jez se
vyskytnou v rozkladu, pak bude celo¢iselny rozklad zfetelny z toho zmoduleného. Navic se tento
krkolomny postup z algoritmického hlediska vyplati, protoze rozkladani polynomt na soucin modulo
p je mnohem snazsi nez nad Z (existuji pro to specializované algoritmy) a postupné zdvihani na
modulo p¢ je (vypocetnd) dost levnd operace na to, aby cely proces sebéhl v rozumném ¢ase.

Toliko k motivaci, pro¢ je tohle viibec rozumny problém, kterému mé smysl se vénovat. Prvnim
zadrhelem v jeho zkoumani je to, Ze pro né€které volby Q a p posouvaci zdvihani selze:

Cviceni 8. Je dano prvodislo p. Sestroj polynom @Q € Z[z] takovy, aby kongruence Q(a) = 0
(mod p) méla feseni, ale Q(a) =0 (mod p?) uz nikoliv.

Hodila by se proto néjaka charakterizace, kdy ma zdvihani Sanci na tspéch. Dobrou predstavu
nam o tom da Henselovo lemma, které si brzy dokazeme. K jeho zavedeni si potfebujeme rozsifit
slovnik o heslo, jez rutinné rozséva hrizu v fadach novopecenych vysokoskolaku:

Definice. Bud P(z) = }}_ axz® polynom nad komplexnimi &isly. Jeho formdini derivact (nebo
jen kratce derivact) rozumime polynom P’ € R[z] definovany pfedpisem

n
P'(z) = Z kapzF~t.
k=1

(Pro konstantni P mame jen P’ = 0.)

Pokud slovi¢ko ,derivace* potkavas v matematice poprvé, gratulujeme, muze$ tento kratky
odstaveéek preskoéit :-). Pokud jsi jej uz potkal(a) a pravé Ti z néj béhd mréz po zddech, nezoufej

3To se miize zdat jako tragicky nahodil4 volba, nicméné ¢asto to dava smysl v kombinaci s Cin-
skou zbytkovou vétou — ta v mnoha situacich ospravedlnuje, ze pokud néas zajimé néjaka situace
modulo n, jez ma prvociselny rozklad pil ---pzk, pak staci situaci porozumét modulo jednotlivé
mocniny p;’. Tento serial ale neni o Cinské zbytkové vété — pokud by ses o ni chtél(a) dozvédst
vic, odkdzeme Té na tento sbornikovy piispévek: fttps://prase.cz//library/CinskaZbytkovkaMD |
CinskaZbytkovkaMD.pdf.

4Schvéalng tu zamléujeme nékteré technické detaily :-). Prosime, odpust nam to.
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— nase formalni derivace souvisi s pojmem derivace v kontextu matematické analyzy jen vzdélené,
shoda nazvi je motivovana tim, ze ,vypadaji stejné“. Zde v seridlu budeme s derivaci pracovat Cisté
jako s velice konkrétnim vzoreckem pro koeficienty (,pfendsob exponentem a posuii“), na zadné
limity ¢i jinou analyznickou masinerii nedojde.

Cvideni 9. (vlastnosti formalni derivace) Mé&jme polynomy P, Q € R[z] a ¢ € R. Rozmysli si:

(i) Je-li P nekonstantni, pak deg(P’) = deg(P) — 1,
(ii) (¢-P) =c- P,

)
(i) (P+Q) =P +@Q,
(iv) (P-Q) =P -Q+P-Q,
(v) (t&z81) (P(Q(x))) = P'(Q(z)) - Q' (x).

Povsimnout si lze také toho, ze pro P € Z[z] bude opét P’ € Z[z]. Diky tomu dévéa smysl na
takové P’ nasledné znovu vrhnout viechnu teorii &isel, kterou jsme dosud v tomto dile vybudovali.
Toho hned vyuzijeme:

Véta. (Henselovo lemma) Bud Q € Z[z] polynom, p prvocislo, r1 celé ¢islo a e > 1 kladné celé
¢islo. Pokud Q(r1) = 0 (mod p) a zédroveri Q'(r1) #Z 0 (mod p), potom existuje r € Z takové, Ze
r =71 (mod p) azdrovernn Q(r) =0 (mod p®). VSechna takové r jsou si navic navzdjem kongruentni
modulo p€.

Velice neforméalné feceno: pokud je r1 ,modulo p kofenem“ Q, ale nikoliv Q’, pak uZ jej lze pro
libovolné e zdvihnout na kofen @@ modulo p€.

Dikaz. Postupujme indukci vzhledem ke e, pro e = 1 tvrzeni plati trividlné. Predpokladejme, Ze
uz mame r = r. spliujici tvrzeni modulo p¢, a pojdme najit nové r = rey1, které jej splni modulo
pt1. Pojdme toto zatim nezndmé 7.1 hledat ve tvaru r. 4 tp® pro zatim neznamé t. Rozmysleme
si, co se pak stane s Q(re41) (mod p¢T1).

K tomu rozepisme v koeficientech Q(z) = Y p_, arz®. Co se stane s =¥ modulo pet! pii
dosazeni 417 Pro k = 0 se nestane nic, pordd budeme mit jen 1, zatimco pro k > 1 roznasobenim
z binomické véty dostaneme

k
(re +tp°)* =l + ke~ p® + <2>r§*2t2p26 +oo

pricemz dalsi ¢leny budou obsahovat jen vétsi a vétsi mocniny p. Diky e > 1 je ale 2e > e+ 1, takze
viechny ¢leny kromé prvnich dvou modulo p¢t! zmizi. Tedy
(re +tp®)F = vk 4 tp° - krk—1 (mod pe+1).

Kdyz toto posbirame pfes vSechna k, dostaneme

n n n
Q(re +tp®) = a0 + Z ap(re +tp°)F = ag + Z apr? +tp® - Z kaprk—t =
k=1 k=1 k=1

= Q(re) +tp°Q’ (re) (mod pe+1).

Nyni uz je skoro hotovo. Q(re) uz mé spravny zbytek, tedy nula, modulo p®, znamend to tedy, ze
Q(re) = £Lp© (mod p5+1) pro néjaké £ € {0,1,...,p — 1}. Potom pfic¢itdme t-nasobek p°Q’(re),
to nas urcité bude posouvat jen mezi nasobky p¢, takze nas pro vysledek modulo p¢*! zajima jen
to, jaky zbytek dava tQ’(r.) modulo p: vidime, ze Q(re4+1) =0 (mod p6+1) nastane pravé tehdy,
kdyz

L4+tQ'(re) =0 (mod p). (%)
Z predpokladu zadani diky re = 71 (mod p) mame Q’(re) = Q'(r1) Z 0 (mod p), takze k nému
muZeme najit b takové, ze Q'(re)b =1 (mod p) (viz Cviceni 5). KdyZ v kongruenci (*) prevedeme
¢ na pravou stranu a vynasobime b, zjistime, ze (*) je ekvivalentni

t=t-Q (re)b=—£b (mod p).
S touto volbou pak tedy skutecné dostaneme Q(re4+1) =0 (mod pe+1), jak jsme chtéli.
8



Z toho, jak jsme Te41 zkonstruovali, okamzité plyne re41 = re = 71 (mod p). Zbyva uz jen
dokézat, ze pro kazdé jiné 7, které by spliiovalo 7 = r1 (mod p) a zérovenn Q(7) = 0 (mod pe"'l), uz
musi platit 7 = re41 (mod p""H). Takové 7 by vzhledem k Q(7) = 0 (mod pe'H) urcité spliovalo
i Q(7) =0 (mod p°), tudiz bychom z indukéniho pfedpokladu hned dostali ¥ = r. (mod p¢). Takze
7 je tvaru re + tp©, stejné jako kdyz jsme v konstrukci vyse vybirali re41. Tam jsme ale vidéli,
ze ke splnéni Q(re + tp¢) =0 (mod pe+1) bylo ekvivalentné nutné ¢ = —¢b (mod p). Je celkem
jedno, ze to byl tento konkrétni zbytek, dulezité je, ze t bylo jednozna¢né urc¢eno modulo p. Protoze
se t posléze v re + tp¢ nasobi s p¢, je pak celé r. + tp¢ jednoznaéné uréeno modulo p¢tl, tedy
F=re+ (—b)p® =req1 (mod petl), jak jsme chtéli.

Diikaz indukci je tak dokoncen. O

Cvideni 10. Dokaz, Ze existuje celé &islo r takové, ze r? dava zbytek —1 modulo 52025,

Uloha 10. Pro kladné celé &islo n fikejme, #e polynom Q € Z[x] je bijekce modulo n, pokud
Q(0),Q(1),...,Q(n — 1) davaji navzajem rizné zbytky modulo n. Je-li p prvocislo a Q je bijekce
modulo p?, dokaz, 7e je taky bijekce modulo p3.

Zavér

Dobra préce, docetl(a) jsi uz druhy dil letosniho seridlu! Na co se muze$ t&Sit ve tfetim a posled-

nim dile? Podivame se na polynomy z dalsiho thlu, totiz toho kombinatorického. Ukazeme si, jak

zakédovat do svéta algebry rtizné kombinatorické objekty a diky tomu se o nich néco dozvédét.
Hodné zdaru s tlohami 2. seridlové série a na vidénou ve tfetim dile.

Navody ke cvicenim
Vlastnost (v).
p—2.

Oar.

Zkus tieba zafidit, aby Q(a) (mod p?) bylo konstantni.

© x o o

. (1), (ii), (iii) jsou snadné. V (iv) pak staéi, kdyz tvrzeni dokdZzeme pro P(z) = z, Q(z) = =*.
Pro (v) pomiiZe rozmyslet si nejprve specialni ptipad (P*)’ = kP*—1p’.

Navody k Gloham

Modulo 8.

Moc jich neni — za protipfiklad zkus vzit néco jako a, a + P(a), jen musis zvolit vhodné a.
Zvol si jedno n a nésledné jej posuii o |P(n)|.

Vezmi liché prvoéislo p a dokaz p | P(2). Potom totéz zopakuj pro P(4), P(8), P(16) atp.
Jedna odvésna déli druhou.

(a—b)2 | (P(a) — P(b))?.

7. Nahlédni, Ze a® — b2 | P(a) — P(b) pro viechna a, b implikuje P(z) = Q(x?), pak pokraduj
indukci.

AR A

8. Bylo by to sudé celé ¢islo, najdi spor modulo 4.

9. Polynom s kofeny ¢, %, -

10. Nahlédni do diikazu Henselova lemmatu — co by pro hodnoty Q(r + tp) (mod p?) znamenalo
Q'(r) =0 (mod p)?



Reseni cviceni
1. Pokud b = ac, pak nutné ¢ = g Naopak kdyz g € 7Z, pak v definici délitelnosti mizeme zvolit
b=a- 2.
a

2. (i)ra=1-a,a=a-1,0=a-0.

(ii): b = ak a ¢ = b¢, potom c = a(k¥).

(iv): b =ak a d = ¢f, potom bd = ac(kl).
3. Jeli b # 0, pak kazdé a | b musi spliiovat |a| < |b|. Tuto nerovnost ale splituje jen koneéné
mnoho (konkrétné 2|b| 4+ 1) celych &isel, takZe nenulové b skute¢né miize mit jen koneéné mnoho
délitelu.
4. Nejprve af b = ac a zapiSme si c = pJ* -+
totiz i b), potom

pZ"’ (z4dna jina prvodisla nemohou c délit, délila by

pfl pgk —b=ac= (p?l ,szk) (p'lyl pzk) :pflx1+’v1 “,pgk-r'm’
z Cehoz diky jednoznacnosti prvociselného rozkladu plyne 8; = a; + v; > «; pro vSechna i.
Pokud naopak 3; > a; pro vSechna ¢, pak si mizeme oznacit nezaporné cela ¢isla v; = 8; — o
a piedepsat ¢ = pj* - p/*. Z této konstrukce okam#ité plyne b = ac, takze a | b.
5. Funguje vzit b = aP~2, protoze potom ab = aP~! = 1 (mod p) z malé Fermatovy véty.
Alternativné se da nahlédnout do diikazu zminéné véty a vS§imnout si, ze kdyz uz jsme dokazali,
ze v {a,2a,...,(p — 1)a} jsou zastoupeny vSechny nenulové zbytky modulo p, je tam zastoupen
i zbytek 1. Tedy pro nékteré b € {1,2,...,p — 1} (dokonce pravé jedno!) bylo ba =1 (mod p).
6. Mamer|—r=0-—r|P(0)— P(r)=ao—0=ao.
7. Ve znaceni z véty o raciondlnim kofeny mame a, = 1, takze kdykoliv je % € Q koten zapsany
jako zlomek v zdkladnim tvaru, pak v | 1, tedy v = +1, a nas kofen tak je jen +u € Z.
8. Zcela nestydaté funguje tfeba konstantni Q(z) = p. Pokud bychom nechtéli pfimo takhle
podvadét, muzeme vzit tfeba Q(z) = p2z + p.
9. Ozna¢me si vidy P(z) = S 7_, apz®, Q(z) = S7_, byz”, pficemz ma-li jeden z polynomt
stupenn mensi nez n, prosté do néj doplnime ¢leny s nulovymi koeficienty. Potom:
(i) BUNO at a, # 0, potom deg(P) = n. Diky nekonstantnosti P je n > 0, takze pak je
i nan # 0. To je ale koeficient P’ u z"~1, pfi¢emz zadné &leny vyssiho stupné P’ nemad, takze
deg(P') =n—1.

! n n
(ii) (c-P)(x) = (Z(cak > = Z keapz® ! =c- Z kapz®* ! =c. P'(x).
k=1 k=1
n / n
=P'(z) +Q'(z )~
(iv) Uz vime, ze derivace se chova dobfe k sou¢tu a nasobeni konstantou. Mazeme si tedy pred-

stavit, ze P - Q nejprve roznasobime na souéet jednotlivych apz” - bja:j. Na téchto malych
kouscich snadno ovérime

(.’I?k .xj)/ _ (xk+j)l — (k‘ +j):rk+j_1 — k‘Ik_l _mj +Cl§k -j.’l?j_l — (mk)/ -:Ej +£Ek . (xj)/

Skrze predchozi dvé vlastnosti (s¢itani a nasobeni konstantou) pak toto poskladdme zpét do
(P-Q) =P -Q+P-Q.

(v) Opét nejprve mizeme rozepsat P(Q(x)) na soudet jednotlivich apQ(z)*, nadez nam sta&i
dokazovat pouze pro P(z) = z¥. Pro k = 0 tvrzeni zjevné plati, protoze P’ = 0, zatimco
P(Q(z)) = 1, takze skute¢né 1/ = 0- Q’(z). Dale berme k > 1.
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Zde vyuzijeme indukci podle k k tomu, abychom dokazali (Q(z)*)’ = kQ(z)*~! . Q' (x),
co% odpovid4 dokazovanému vztahu, protoze P’ (z) = kzk—1. Pro k = 1 tvrzeni plati, protoze
P(Q(z)) = Q(z) a P'(z) = 1, takze (P(Q(z))" = Q'(z) = 1-Q'(z) = P'(Q(z)) - Q'(x). Pro

k > 2 pak zapiseme Q(z)* = Q(z) - Q(x)*~1, takze vzoreckem pro derivaci soudinu obdrzime

Q)" =Q'(2) Q@) '+ Q) - (k— 1NQ)" 2Q (x) = 1+ k — 1)Q(»)* Q' (),
jak jsme chtéli.

10. Vezméme si polynom Q(z) = x2 + 1 a prvoéislo p = 5. Formalni derivace je Q'(z) = 2.
Zvolime t¥eba r1 = 2, pak Q(r1) = 0 (mod p), ale pfitom Q’(r1) =4 Z 0 (mod p). Jsou splnény
predpoklady Henselova lemmatu, takze uz r1 dovedeme zdvihnout na néjaké r, které splnii Q(r) =0
(mod p2025).

Reeni dloh
1. Modulo 8 se rovnice zredukuje na kongruenci z2 4 y2 + 22 = 7 (mod 8). Jenze z? (mod 8)
nabyva pouze zbytki 0, 1, 4 (to 1ze ovéfit tieba vyzkousenim vSech osmi moznych zbytkti z (mod 8))

a vyzkousenim vSech moznjch kombinaci téchto ti¥i zbytkt pro x2, y? a 22 (mod 8) zjistime, ze
zbytku 7 nelze docilit.

2. Jsou to pravé polynomy tvaru P(z) = +zF pro k € {0,1,2,...}. Ze tyto vyhovuji zadani je
ziejmé, dokazeme tedy, ze ostatni nevyhovuji.

Bud tedy P polynom, ktery vyhovuje zadéni. Zjevné P # 0. Vytknéme z P co nejvétsi mocninu
x, pime tedy P(z) = 2FQ(z), kde Q € Z[z] je polynom s nenulovym absolutnim &lenem Q(0) # 0.
Vsimnéme si, ze pokud P vyhovuje zadani, pak mu musi vyhovovat i Q). Dokédzeme, ze @ musi byt
konstantni — at pro spor neni.

Pak zvolime a, jez je nesoudélné s Q(0) (to lze, protoze se jednd o nenulové ¢islo) a zaroven
je dost velké na to, aby |Q(a)| > 1. Oznaéme si pak b = a + Q(a). Zaprvé, na (ne)soudélnosti
jakéhokoliv celého ¢isla n s a se nic nezméni, kdyz n libovolné posuneme modulo a, takze vzhledem
kb=oa+ Q(a) = Q(a) = Q(0) (mod a), coz je nesoudélné s a, je i b nesoudélné s a. Tudiz by
i Q(a), Q(b) meéla byt nesoudélnd. Obé je viak déli Q(a), protoze

Q) =Q(a+Q(a)) =Q(a+0)=0 (mod Q(a)).

Vzhledem k |Q(a)| > 1 to znamend, ze Q(a), Q(b) jsou soudélnd, coz je spor.

Skute¢né tedy @ muselo byt konstantni Q(z) = ¢ pro né&jaké nenulové ¢ € Z. Kdyby c¢ nebylo
+1, pak by libovolné dvé hodnoty @ byly soudélné, coz by volbou jakychkoliv dvou nesoudélnych
a, b dalo spor. Nutné tedy Q(z) = %1, coz navratem zpét k P odpovida P(z) = +z*, jak jsme
chtéli.

3. DokéaZeme, Ze to jsou jen konstantni polynomy P(z) =1 a P(z) = —1.

Nejprve si vSimnéme, ze P nemuze mit kladny celoCiselny koren — kdyby jim néjaké n bylo, pak
dostaneme 0 | n!+2, coz je absurdni. Uvazujme déle libovolné kladné celé n. Vime, ze P(n) | n!+42.
Pokud oznac¢ime m = n + |P(n)|, pak mame

P(n) [ |[P(n)] =m —n| P(m) - P(n),

takze i P(n) | P(m) | m!4 2. Jenomze diky m > |P(n)| se ve faktoridlu m! vyskytuje ¢initel |P(n)|,
coz zpusobi P(n) | m!. Dohromady tak P(n) | 2, coz je vysledek, ktery mame pro vSechna n. Pro
kazdé n tak musi byt P(n) € {—2,—1,1,2}. Kdyby nyni byl P nekonstantni, pro dost velka n bude
P(n) > 2 (pokud ma P kladny vedouci koeficient) nebo P(n) < —2 (pokud ma ziporny vedouci
koeficient), coz by dalo spor. Ur¢ité tedy P musel byt konstantni, a z P(n) € {—2,—1,1, 2} je jasné,
o jaké konstanty by se mohlo jednat.
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Dokéazali jsme tak nutnou podminku, ze P musi byt jednim z konstantnich polynoma —2, —1,
1 & 2. Dosazenim n = 1 ale zjistime, Zze naSe konstanta by méla délit liché ¢islo 1! + 2 = 3, takze
konstanty 42 nepfichédzi v avahu. Pro £1 naopak bude pozadovana délitelnost platit trivialné,
takze vyhovuji.
4. Ukazeme, ze podminku spliiuje jen nulovy polynom. Uvazujme liché prvocislo p a libovolné
kladné celé k. Mala Fermatova véta nam potom da 2FP = (2%)P = 2% (mod p). Dosazenim n = kp
v zadané podmince pak ziskdme

p|kp| P(2"P),

takze 0 = P(2*P) = P(2*) (mod p). Dokazali jsme tak, Ze kazdé liché prvoéislo déli P(2*). To uz
znamena, ze P(2k) = 0, protoze kazdé nenulové celé ¢islo ma jen kone¢né mnoho prvociselnych

déliteld, kdezto lichych prvocisel je nekone¢né mnoho. To uz ale znamena, ze P ma nekonecné
mnoho kofenu (vSechny mocniny dvojky), takze uz to musi byt nulovy polynom.

5. Uloha iikd, ze /(b — a)2 + (P(b) — P(a))? ma byt celé &islo, tedy ze

¢? = (b—a)® + (P(b) — P(a))?

pro néjaké c € Z. My vsak vime, ze b—a | P(b)— P(a), mizeme proto oznacit P(b) — P(a) = k(b—a)
pro néjaké k € Z a nasledné psat

A=0b-a)?4+k20b-a)?=*k2+1)b-a)

Z toho (b — a)? | c2, coz implikuje b — a | ¢, takie ¢ = d - (b — a) pro jisté d € Z. Tim uz se rovnice
zjednodusi na d? = k2 + 1, tedy 1 = d? — k? = (d — k)(d + k). Jedni¢ku lze na soucin celych &isel
rozlozit jen jako 1-1 nebo (—1) - (—1), takZe ur¢ité d — k = d + k, coz implikuje k = 0. Kdyz se
vratime zpét sérii substituci, které jsme udélali, zjistime, Ze toto znamena P(b) — P(a) = 0 neboli
P(a) = P(b), takze tsecka spojujici [a, P(a)] a [b, P(b)] skuteéné byla vodorovna.

6. Cisla a, b jsou rtizn4, takze P(a)P(b) = —(a — b)2 # 0, takze P(a) i P(b) jsou nenulova. Déle
diky a — b | P(a) — P(b) méame téz (a — b)? | (P(a) — P(b))?, z ¢ehoz zadanou podminkou plyne
P(a)P(b) | (P(a) — P(b))2. Na pravé strané délitelnosti roznasobime P(a)? — 2P (a)P(b) + P(b)2
a miZeme se zbavit —2P(a)P(b) jakozto nasobku P(a)P(b).

Méame tedy P(a)P(b) | P(a)? + P(b)2. Dokézeme, Ze pro libovolna nenulovéa celd &isla m, n
spliiujici mn | m? 4+ n? uz musi platit |m| = |n|. Pro spor af to néjaka m, n nespliiuji a vyberme
si takovou dvojici (m,n), pro kterou je soucet |m| + |n| nejmensi mozny. Zjevné musi byt aspon
141 = 2, protoze m i n jsou nenulova. Kdyby bylo |m| + |n| = 2, pak |m| = |n| = 1 a mame
vyhréno, at tedy |m| + |n| > 2. BUNO tedy |m| > 1, takZe m4 m né&jakého prvoéiselného délitele
p. Z délitelnosti pak p | mn | m2 + n2, takze i p | n?, protoze m? uz je nasobek p. Nyni tedy n?
obsahuje p ve svém prvociselném rozkladu, totéz proto musi platit i pro n, tedy p | n. Mizeme proto

m n

2 2
v délitelnosti pokratit p? a ziskat % . % | (—) + <7) . To je opét exemplaf dvojice nenulovych

P P
o\ £ ’%‘ Pritom

celych ¢isel, ktera spliiuje nasi ptivodni délitelnost. Navic kdyz |m| # |n|, uréité i -

ale urcité

%’ + ‘%’ < |m| + |n|, takze médme spor s tim, ze jsme m, n zvolili jako dvojici s tim
nejmensim moznym souétem |m| + |n|. Muselo proto skuteéné platit |m| = |n|.

Kdyz to aplikujeme zpé&t na nase m = P(a), n = P(b), znamend to P(a) = £P(b). Kdyby ale
P(a) = P(b), bylo by P(a)? = P(a)P(b) = —(a — b)? kladné i zadporné zéaroveni, coz je absurdni.
Proto urc¢ité P(a) = —P(b) neboli P(a) + P(b) = 0, jak jsme méli dokazat.

7. At Z? znaéi mnozinu uspofaddanych dvojic celych ¢isel. Podmnozinu S C Z? nazvéme sirokou,
pokud existuje nekone¢né mnoho a € Z, pro néz existuje nekoneéné mnoho b takovych, ze (a,b) € S.
Lemma. Pokud polynom P € Z[z] spliiuje a? —b? | P(a) — P(b) pro vSechna (a,b) z néjaké siroké
mnoziny S, pak P(z) = Q(x2) pro n&jaké Q € Z|[x].
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Diikaz.  Vsimnéme si, ze a+b | a2 —b%. Modulo a-+b mame b = —a, takze 0 = P(a)—P(b) = P(a)—
P(—a). Ze sirokosti S nyni existuje nekoneéné mnoho a, jez k sobé maji nekone¢né mnoho b tak,
aby a+b | P(a)— P(—a). Celé ¢islo P(a) — P(—a) tak mé nekoneéné mnoho déliteld, je to tedy nula.
Polynom P(z) — P(—x) tedy mé nekone¢né mnoho kofent, takze uz P(z) — P(—z) = 0. V rozdilu
P(x) — P(—x) se ale pfesné vyrusi vSechny ¢leny sudych stupni, zatimco ty lichych stupiiia budou
mit dvojnasobné koeficienty. VSechny ¢leny lichych stupni tak uz musely v P mit nulové koeficienty.
Muzeme tedy zapsat P(z) = Y. p_, a2xz?* a nasledné P(z) = Q(22) pro Q(z) = S.1_, azxz”.
O
Nyni dokazme indukci podle k: pokud a? —p?* | P(a) — P(b), pak P(z) = Q (w2k> pro n&jaké
Q. Pro k = 0 tvrzeni plati trividlné, dale tedy uvazujme k > 1 a predpokladejme, zZe tvrzeni jiz
plati pro k — 1. Mame
=82 @ =02 | Pla) - POY),

takZe z induk¢niho pfedpokladu P(z) = Q (:kail) pro né&jaké Q. Pak vidime, ze a® — b2 | Q(a) —
Q(b) pro vsechna (a,b) z
S = {(azkil,bﬁil) | a,b e Z},

coZ je zjevné sirokd mnozina, takze z lemmatu Q(z) = R(2?) pro néjaké R € Z[x]|, naez P(x) =
R (z2k>, jak jsme chtéli.

8. Vedouci koeficient je 1, takze racionalnim kofenem by mohlo byt leda néjaké celé ¢islo a.
Dosazenim mame a? + 2ma + 2n = 0, takze specialné musi a? byt sudé, takze i a je sudé. Potom
jsou ale a? i 2ma nasobky 4, proto taktéz 4 | 2n, coz vSak neplati, protoze n je liché. Racionalni
kofen proto nemuze existovat.

9. UvazZujme polynom

a b c 3 a b ¢ a b ¢
P(m):(z—f) z— - (;t—f)::v —-+-+—-)+|(-F+—-+-)z—1

b c a b ¢ a c a b
Diky zadané podmince jsou koeficienty celoéiselné, takze P € Z[z]. Vime, Ze kofeny P jsou raci-
onalni ¢isla ¢, %, <. Jelikoz se ale jednd o polynom s vedoucim koeficientem 1, musi tyto kofeny
byt podle Cvigeni 7 celoéiselné. Jinymi slovy a | b, b | ¢ i ¢ | a, z éehoz vyplyvaji nerovnosti
la] < [b] < |e| < |al, takZe |a| = [b] = |c|.
10. Dokazme nejprve, ze Q'(r) Z 0 (mod p) pro kazdé r € {0,1,...,p—1}. Kdyby totiz Q'(r) =0
(mod p), znamenalo by to podle jedné z kongruenci z dtikazu Henselova lemmatu

Q(r+1tp) = Q(r) + tpQ'(r) = Q(r) (mod p?)

pro kazdé t. Takze Q by nebylo bijekce modulo p2, protoze by dalo stejnou hodnotu modulo p2
nékolika riznym zbytkdm r,r+p,r+2p, ..., coz je spor se zadanim (v pfipadé potfeby tyto zbytky
posuneme o nasobek p? tak, aby spadly do mnoziny {0,1,...,p% — 1}.

Nyni uvazujme jakékoliv a € {0,1,... ,p° — 1} a zmodulme ho modulo p. @ davd modulo p
navzijem rdznych p zbytkd, takze nabyva vsech, takze pro né&jaké b € {0,1,...,p — 1} nastane

Q(b) = a (mod p). Oznacéme si dale polynom Q(z) = Q(z) — a. Od Q se lisi jen o konstantni &len,
takze ma stejnou derivaci. Navic je b jeho kofenem modulo p, jelikoz Q(b) =Q0b)—a=a—a=0
(mod p). Uz jsme dokazali, ze Q'(b) Z 0 (mod p), takze Henselovym lemmatem nyni dovedeme
zdvihnout b na néjaké bz, které je kofenem Q modulo p?. BUNO opét vezméme toto b3 z mnoziny
{0,1,...,p% —1}.

Takze Q(bz) = 0 (mod p?) neboli Q(b3) = a (mod p3). Toto jsme dokézali pro jakékoliv a,
takze uz vime, ze v bodech 0,1,...,p% — 1 nabyvd @ vSech p3 rtznych zbytkd 0,1,...,p3 — 1.
To 1ze jen tehdy, pokud v kazdém z uvedenych bodu nabyva jiného zbytku, coz znamena, ze Q je
bijekce modulo p3.
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