Polynomy 1 — Ke kofeniim a zase zpatky

Mily priteli,

vitej u prvniho dilu leto$niho seridlu, v némz budeme brouzdat svétem polynomu. Polynom, nebo
téz hezky cesky mnohodlen, je pojem, ktery uz jsi dost mozné nékdy potkal(a). Schovava se za nim
vyraz s proménnou z a s koeficienty ao, a1, ..., an, ktery muze vypadat néjak takhle:

—1
anz™ +ap—12"" " + -+ a1x1 + ap.

Matematiky Casto zajima hledani kofend, tedy jaka cisla za x muzeme dosadit, aby cely vyraz
nabyl nulové hodnoty. I nas budou kofeny na nasi cesté provéazet: po osvojeni zakladnich pojmu si
v tomto dile ukdzeme, jak s pomoci kofenud faktorizovat polynom na soucin a k ¢emu je to dobré.
Poté prozkoumame, jak se od kofenu vratit zpét ke koeficientiim, a na tplny zavér predstavime par
hezkych i $pinavych triki na ulohy, v nichz hledame nezndmy polynom.

Pokud jsi potkal(a) polynomy ve skole, pravdépodobné jste jako proménné, kofeny i koeficienty
brali realné ¢isla. Spousta zajimavych uloh ale vznikne tak, Ze misto o redlnych ¢islech za¢neme
premyslet jenom o téch celych nebo racionalnich. Nebo si naopak muzeme svét realnych cisel zvétsit
na komplexni ¢isla. Abychom podchytili co nejvic z této rozmanitosti, budeme se teorii snazit
budovat trochu obecné. Diky tomu pak budeme schopni snadno pfepinat, zda zrovna hovorime
o polynomech ,nad“ redlnymi, celymi, raciondlnimi, ... ¢i jakymikoliv exotictéjsimi Cisly.

Serial pro Tebe letos pisi Majda Misinova, Matéj Dolezalek a Tom Flidr. Zavrta-li se Ti do
hlavy pri ¢teni jakdkoliv otazka ¢i nejasnost, nevidhej se na nas obratit na mailovych adresach
magdalena.misinova@gmail.com, matej@prase.cz a tomas@flidr.name. Pfejeme pfijemné ¢teni!

O prikladech, cvicenich a ulohach

V seridlu bychom Ti radi pomohli procvi¢it si pocitani a feSeni uloh. V textu jsou k tomuto
ucelu rozesety tii druhy pomtcek. Priklady jsou fesené ukéazky, na kterych Ti chceme osvétlit
nejtypictéjsi metody, které se pti feseni tlloh hodi znat. Cvi€eni jsou zamysleni, ktera by Té méla
ubezpecit v osvojeni zavedenych pojmi, ¢i mensi tvrzeni, kterd je podle nas hodnotnéjsi si nejprve
zkusit sam/sama. Pokud by se Ti to nedafilo, nezoufej, na konci dilu najdes navody k nékterym
z nich a jesté o kousek dal feSeni tplné viech. Kone¢né Ulohy jsou problémy olympiddniho typu,
podobné jako bézné muzes potkat na soutézich. Nékteré mohou byt tézsi nez Cviceni, na oplatku
zase ale byvaji hezci. Stejné jako cviceni jsou pak i tlohy opatfeny navody a feSenimi na konci
textu.

Zakladni definice

V tomto seridlu budeme polynomy uvazovat jen s koeficienty branymi z mnozin, kterym rikdme

obory. Obor je ve zkratce struktura, v niz mame vyznac¢né prvky 0 a 1 a ve které muzeme nasobit,

séitat a odecitat tak, jak jsi zvykly/zvykla. Tim myslime t¥eba to, Ze pfi s¢itani nezavisi na poradi

ani na uzavorkovéni, Zze mizeme roznasobovat zavorky jako a-(b+c) = ab+ac nebo ze soudin ab miize

byt nulovy, jen kdyZ je a nebo b (nebo oboji) nula. Pozor, schopnost délit v oboru nevyzadujeme.
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Piiklady obort jsou cela ¢&isla Z, racionélni &isla Q, realna é&isla R nebo komplexni ¢&isla! C.
Pokud by Té béhem cteni seridlu pojem ,obor“ znervéznoval, klidné si predstavuj, ze je to jen
néktery ze Z, Q, R & C, nebot stejné myslenky budou povétsinou fungovat jak s jednim konkrétnim
oborem, tak s libovolnym jingm. Pokud jsi uz nékdy potkal(a) moduldrni aritmetiku, mizes si jako
bonus pro kazdé prvoéislo p predstavovat také Z, (celd ¢isla modulo p), nebot to je téz oborem.

Definice. Je-li R obor, pak polynomem nad R myslime vyraz tvaru P(z) = apz™ + -+ + a1z +
ag, kde n je néjaké nezaporné celé cislo a ap,ai1,...,an € R. Mnozinu vSech polynomd nad R
v proménné z znaéime R[z].

Pokud a, # 0, nazyvame a, vedoucim koeficientem polynomu P. Naproti tomu a¢ nazyvame
konstantnim nebo téz absolutnim ¢lenem polynomu P. Domluvme se také, ze si v zapisu polynomu
dovolime vynechavat jednickové koeficienty a ¢leny s nulovym koeficientem a ze zdporna znaménka
bude psat pomoci rozdilu: napi. tedy napiseme x2 — 1 namisto striktné forméalniho 122 + 0z + (—1).
Podobné se domluvme, ze pokud se odkazeme na koeficient s indexem véts$im nez n, bereme, Ze je
to nula.

Na polynomy se primarné divame jako na vyrazy s promeénnou. Prirozené je ale taky vnimat
polynomy jako funkce: kdyz mame polynom P(z) = anz™ + -+ - + a1z + ap € R[z] a néjaky prvek
r € R, mizeme jej dosadit a ziskat tak néjaky novy prvek P(r) = anr™ +---+air+ao € R. Kdyz
napiSeme P(z) = Q(z), budeme tim myslet, ze P a Q maji stejné koeficienty u kazdé mocniny
z. Pozor, to obecné neni ekvivalentni s tim, ze P(r) = Q(r) pro kazdé r € R. V tomto dile tuhle
situaci nepotkéame, ale nad nékterymi obory mohou existovat polynomy, které jsou riazné, ale presto
dosazenim libovolného prvku dévaji vzdy stejnou hodnotu. (Pokud si rozumi§ s obory Z,, muzes
si rozmyslet, ze x2 a x davaji nad Za vzdy stejné hodnoty, ale pfesto jsou to rtizné polynomy:.)

Definice. O « € R fekneme, Ze je kofenem polynomu P, pokud P(«) = 0. Pokud takové o € R
existuje, fikame, ze P md koten v R.

Definice. Je-li P € R[z] polynom P(z) = apz™+---+ai1z+ag a an # 0, pak n nazveme stupném
P, coz znadime jako deg(P) = n. Specialné definujeme deg(0) = —oo.

Pro nizké stupné existuji zazité nazvy: polynom nazyvame konstantnim, pokud mé stupen 0
nebo je nulovy, linedrnim, pokud ma stupen 1, kvadratickym, pokud ma stupen 2, kubickym, pokud
ma stupen 3, atd.

Vsimni si, ze kazdé celé ¢islo je racionalni a kazdé raciondlni ¢islo je redlné. Mame-li tedy
polynom s celoéiselnymi koeficienty, mizeme ho interpretovat jako polynom nad Z, nad Q i jako
polynom nad R. Podobné u polynomu nad Z miZzeme koeficienty interpretovat jen jako zbytkové
tfidy modulo néjaké p a ziskat tak polynom nad Z;. Zapis bude mit porad stejny, ale jeho vlastnosti
se muzou znacné lisit.

Cviceni 1. Najdi polynom s celoéiselnymi koeficienty takovy, ze
(i) mé& koten v Q, ale ne v Z,
(ii) m& kofen v R, ale ne v Q,

)
(iii) (jen pokud zna$ Z,) ma kofen v R, ale ne v Zs,
(iv) (jen pokud znas Z,) ma kofen v Zs, ale ne v R.

Uloha 1. At je dan nenulovy polynom P(z) = anx™ + --- + a1z + ap € Q[z] a &islo 0 # r € R,
které je jeho kofenem. Najdi néjaky polynom nad Q, jehoz kofenem je %

V tomto dile se budeme zabyvat hlavné polynomy nad R (a pozdéji nad C), v zadjmu obecnosti
se toho vSak budeme snazit co nejvice zformulovat a dokdzat nad obecnym oborem.

1Pokud se s komplexnimi ¢&isly zatim nekamaradis, nevés hlavu — v tomto dilu vas sezndmime.
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Sumy

Polynomy typicky piSeme jako soucty jejich ¢lenti. Zatim jsme pro to pouzivali notaci s tfemi
teckami, kterd ma ale jisté nevyhody. Zabird vice mista, a hlavné neni vzdy jednoznacna: 3 4+ 5 +

-+ 11 muze byt jak soucet lichych ¢isel od 3 do 11, tak soucet prvocisel v témze rozsahu. Oba
tyto problémy fesi zapis pomoci sum: mame-li vyrazy fi, fk+1,-- -, fn, jejich soucet miizeme napsat
jako Z?:k fi = fx + frs1 + -+ - + fn. Napfiklad tedy polynom

anx” + -+ ai1r1 +ag muzeme napsat jako Z ajxj.

Vsimni si, ze v tisténé podobé se pocatecni a koncovy index piSou jak nad a pod sumacéni symbol,
tak i vedle — co do vyznamu v tom neni zadny rozdil. Abychom mohli sumami pohodlné zapisovat
polynomy, domluvme se, ze 2° vzdy znamen4 1, jinak bychom striktné vzato p¥i dosazovani z = 0
dostéavali nedefinovany vyraz 0°.

Na poradi séitanct nezalezi a proménnd, pres kterou sc¢itame, je pouzita pouze uvnitf sumy.
Miuzeme tak s podobou sumy trochu ¢achrovat — musime si ale dat pozor, aby byl kazdy séitanec
zahrnut pravé jednou. Napiiklad

n+1 n
Zf] = Zf] 1= faj
7=0
Scitat miuzeme i pres vice proménnych, to si lze predstavit jako s¢itani hodnot zapsanych v polickach
néjaké tabulky. Sumy pies rizné proménné muzeme prohazovat, tak jako v tabulce nezalezi na tom,

jestli s¢itame pres fadky, nebo pies sloupce:?

SEm-EEm

k=1j=1

Operace s polynomy
Kdyz dostanes dva polynomy, P(z) = anz™ + -+ + a121 + a0 a Q(x) = bpmz™ + - -+ + biz1 + bo,
jsou v zasadé tii véci, které s nimi muzes udélat:

(1) Secist je. Potom prosté sectes jejich koeficienty u pfislusnych mocnin proménné:

max{m,n}

P+Q)(x)= > (aj+bsa?

5=0
(2) Vyndsobit je. Pro mocniny neznamé pak miize existovat hodné zpisob, jak ji ziskat jakou
soucin ¢lenu v p a ¢lenu v ¢:

n m + Y4
(P-Q)(x Z Z bkxj+k = "2’:” Z ajby_; 2.
=0 k=0 =0 \j=0

(3) Slozit je, neboli dosadit jeden do druhého. Potom se stane néco hodné divokého, nebot
budeme hodné nasobit:

J

PQ) =3 0,Q() = Z “ (Z e ) ‘
7=0

Miuze se zdat, Ze jsme obéas pouzili néjaky nedefinovany koeficient. Pokud nés ale zajiméa koeficient

na pozici vyssi, nez je stupen polynomu, fekneme prosté, Ze je to nula.

2Kdybychom zkouseli s¢itat nekoneéné mnoho prvki, mohli bychom se dostat do problémt.
Nastésti je ale kazdy polynom soucet konec¢né mnoha ¢élena.
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Tvrzeni. (operace s polynomy a stupné) Necht P a Q jsou nenulové polynomy nad oborem R.
Potom:

(i) deg(P - Q) = deg(P) + deg(Q),

(i) deg(P(Q(x)) = deg(P) - deg(Q),

(iii) deg(P+Q) < max{deg(P),deg(Q)}. Pokud deg(P) # deg(Q), pak uz dokonce v piedchozi
nerovnosti nastane rovnost.

Cvigeni 2. Najdi nad R polynomy P a Q takové, Ze deg(P(z) + Q()) < max{deg(P),deg(Q)}.

Koreny

Kdyz dostaneme néjaky polynom, nejpfirozenéjsi otazkou je, jaké ma kofeny. S feSenim kvadratické
rovnice ses jisté setkal(a) ve skole, tim Té& tu proto nudit nebudeme :-). Pro polynomy vyssich stupmi
je hledani kofend vyrazné tézsi a pro polynomy patého a vyssiho stupné je dokonce nemozné najit
formulku, kterd by kofeny polynomu vyjadrila pomoci jeho koeficienti. Pfesto mizeme o kofenech
obecného polynomu Fict spoustu véci.

Tvrzeni. Je-li R obor a P € R[z] polynom s kofenem « € R, pak existuje polynom Q € R|[z]
takovy, ze P(x) = (z — ) - Q(z).

Diikaz. Uvazujme ,posunuty“ polynom 15(x) = P(z + o) a oznac¢me si jeho koeficienty jako
ls(x) = anz™+---+a1x+ag. Dosazenim x = 0 se vynuluji vSechny ¢leny kromé absolutniho, takze
ziskdme ag = P(0). Na druhou stranu ale vime P(0) = P(a) = 0, protoZe o je kofenem P. Clen
ap = 0 ndm tak zmizi a mizeme zapsat

P(x):anx"+---+alz:x-(anx"_1+---+a1),

=Q(x)

kde jsme oznagenim polynomu v posledni zavorce jako Q ziskali P(z) = x - Q(z). Nakonec jesté
pojmenujme Q(z) = Q(z — &), ¢imz uz dostaneme

Plz)=P((z—a)+a)=Pz—a)=(z—a)Q(z —a) = (z — a)Q(z). O

Tvrzeni. Nenulovy polynom P stupné n nad oborem R méa v R nanejvys n kofenu. Pokud ma
n ruznych kofent a1, ...,an € R, pak uz jej lze zapsat ve tvaru P(x) = c¢(x — a1) -+ - (£ — an) pro
néjaké c € R.

Dukaz. Budeme postupovat matematickou indukci. Jako zékladni pfipad vyresme n = 0, pak je
P konstantni a nenulovy, tedy P(z) = ¢ pro néjaké 0 # ¢ € R. Automaticky tudiz P nemuze
mit kofen, protoze at dosadime cokoliv, vyslednd hodnota bude c. Skute¢né tak P ma nanejvys 0
kofenti, navic jsme jej vyjadiili v odpovidajicim souéinovém? tvaru P(z)=c.

Dale predpokladejme, ze P je polynom stupné n a vSechny polynomy stupné n — 1 maji nejvyse
n — 1 kofenid. Pokud P neméa zaddny kofen, pak uz jsme vyhrali. Pokud ma kofen a € R, pak
z pfedchoziho tvrzeni plati P(z) = (z — a)Q(z) pro néjaky polynom Q. Stupeni P je o jedna vyssi
nez stupen @, takze Q mé stupen n — 1, a tudiz nejvyse n — 1 kofent. Kazdy koien P je bud «
nebo kofen @, takze P ma nejvyse n kofend. Navic pokud P méa presné n ruznych kofent, pak
jich @ také musel mit n — 1 rtznych, takze Q(z) = c(x — a1) - -+ (£ — an—1) pro néjaké ¢ a kofeny
al,...,0n—1. Pojmenovanim o, = « a pfidanim ¢initele (z — o) pak mame souéinovy tvar i pro
P(x). O

Specialnim dusledkem tvrzeni je, Ze kdyz mé polynom kofenu vice, je to uz nutné nulovy poly-

nom. Diky tomu muZeme poznat, jestli jsou dva polynomy P a Q stejné: jejich rozdil ma stupen

3Ptedstavujeme si, Ze soudin s nula ¢niteli je prosté 1.
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nejvyse max{deg(P),deg(Q)} a jeho kofeny jsou argumenty, pro néz se P a @ shoduji. Pokud se

tedy P a @ shoduji v alespoii max{deg(P),deg(Q)} + 1 bodech, je jejich rozdil nulovy polynom,

tedy P a @ jsou tentyZz polynom. Jesté specialnéji, pokud se P a @ shoduji v nekoneéné mnoha

bodech, pak pfedchozi argument funguje i bez toho, abychom néco védéli o jejich stupnich.
Pojdme si to ukazat na prikladech z praxe:

Priklad. Nenulovy polynom P € R[z] stupné n nazveme vterinovym, pokud mé n riznych re-
alnych kofenti ri,...,rn, a navic pro kazdé j € {1,...,n} spliuje P(r; + 1) = 1. Najdi vSechny
vtefinové polynomy. (PraSe 39-3j-5)

Reseni. Nenulové konstantni polynomy vyhovuji trividlné vsechny (nemaji zadné koteny, takze
podminka ,pro vSechny kofeny“ automaticky plati), nadale se proto zabyvejme jen nekonstantnimi
P. UkéZzeme, %e mezi nimi vyhovuji pravé ty tvaru P(z) = x+-c pro c € R. Ze viechny tyto vyhovuji,
je zjevné.

Uvazujme tedy nekonstantni vtefinovy polynom P stupné n a ozna¢me Q(z) = P(x+1) — P(z).
Tvrdime, Ze Q(z) mé stupeii n — 1. K tomu rozepisme P(z) = S°7_, axz”. Roznasobenim zavorek
(z + 1)* podle binomické véty* bude zapis polynomu P(z + 1) zaginat

P+1)=an @ +nz" P4+ Vdan_1 @ T4+ )+
~— —————— N————

(z+1)™ (z41)n—1

pficemz pod trojteckami se vzdy skryvaji Cleny stupné n — 2 ¢i nizSiho. Podobné nam zacind
P(x) = anz™ + an—12" "1 + .- -, takZe jejich odedtenim ziskdme

Q(z) = (an — an)z™ + (ann + an—1 — an_1)x”71 +oo=napz” 4.

JelikoZz ay,, muselo byt nenulové (protoze deg(P) = n), znamena to, ze deg(Q) =n — 1.
Nyni si ale povSimneme, Ze podle zadané podminky pro kazdé j € {1,...,n} plati

Q(rj)=P(rj +1) = P(rj)=1-0=1.

Jinymi slovy, polynom @ a konstantni polynom 1, jez maji oba stupen nanejvys n — 1, se shoduji
v n riznych bodech. To znamend, Ze uz musi byt totozné, tedy Q(x) = 1 je konstantni polynom.

Uz zbyva jen vydedukovat, jak mohl vypadat ptivodni P. Ze stupiit mame n — 1 = deg(Q) =
deg(1) = 0, takze P byl linearni. Navic jsme pfi dikazu deg(Q) = n — 1 mimodék odhalili, zZe
vedoucim koeficientem @ je na,. Vedouci koeficient konstantniho polynomu 1 je 1, takze 1 =
nan = 1 a1 ndm prozrazuje jeden ze dvou koeficient linedrniho polynomu P. Musi tak byt
P(z) = = + ¢ pro néjaké ¢ € R, coz uz jsme ovéfili, ze vyhovuje zadani. Nasli jsme tak vSechna
feseni: nenulové konstanty a linearni polynomy s vedoucim koeficientem 1.

Priklad. Polynom P € R[z] stupné 2024 spliwuje P(k) = % pro kazdé k € {1,2,...,2025}. Uréi
P(2026).

Reseni. Uvazme polynom Q(z) = z - P(z) — 1. M4 o 1 vé&tsi stupeii nez P, takze deg(Q) = 2025.
Zéroven pro k € {1,2,...,2025} mame

Q(k):kP(k)flzk-%fI:O.

Nalezli jsme tak 2025 rtznych korent tohoto polynomu stupné 2025, musi se proto uz jednat
o vSechny jeho kofeny. Navic dostavame soucinovy tvar

Q(z) =c(z — 1)(z —2) - (z — 2025)

4Binomické véta ¥ika (a + b)™ = Y p_g (7)a™"*b*, kde (}) jsou kombinaéni &fsla.
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pro néjaké zatim neznamé ¢ € R. Toto ¢ dopocitame dosazenim x = 0, dostaneme

Q(0) = ¢(—=1)(=2) - - - (—2025) = ¢(—1)20252025!,
ale zéroven Q(0) =0-P(0) —1 = —1, z ¢ehoz uz plyne ¢ = ﬁ. Vime tedy uz presné, jak vypada
Q(x). Abychom se dopidili P(2026), dosadime tento argument do @ a dopocteme

1

2026 - P(2026) — 1 = 2026) = 2026 — 1)(2026 — 2) - (2026 — 2025) = -2025! =1,
(2026) Q(2026) = 5 - ( ) ) ( )= Som
1+1 1
P2026) = ~+1_ 1
2026 1013

Uloha 2. Af jsou a, b, ¢ navzajem rtizna realnd ¢&isla. Nahlédni bez roznasobovani, na co se
zjednodusi soucet polynomu

(z—b)(xz—c) (z—c¢)(z —a) (x —a)(z —b)
@a—t)(a—0c)  b-ob-a)  (c—ayc—b)

Uloha 3. Jsou déna navzdjem rizna realna &isla a1, az, az a dalsi realné &islo ¢. Pokud vis, ze

feSenimi rovnice
(z—a1)(z—a2)(zx—a3z) =c

jsou tfi rdzna by, ba, b3 € R, urci vSechna realna feseni rovnice
(x4 b1)(z 4 b2)(z + b3) = c.

Jeden trend, kterého si mizes povSimnout v dosavadnich tvrzenich, je to, ze vzdy nejprve
predpokldadame, Ze néjaky kofen méame — obecné totiz neni garantovano, ze néjaky kofen existuje
(to bylo k vidéni ve Cvigeni 1). V né&kterych konkrétnich situacich ale existenci kofenu garantovat
umime:

Cviceni 3. Kazdy linearni polynom nad Q ma v Q kofen.

Cviceni 4. Necht ma polynom P € R[z] lichy stuperi. Dokaz, Ze potom ma P kofen v R. (Muzes
predpokladat nasledujici: pokud éisla ri,r2,c € R spliuji P(r1) < ¢ < P(r2), pak existuje b € R
spliiujici P(b) = c.)

v

‘7’1 bré

Uloha 4. Af maji oba P,Q € R[z] stupeii 10 a vedouci koeficient 1. Je-li znamo, Ze rovnice
P(z) = Q(z) nema realné feseni, dokaz, ze P(x + 1) = Q(z — 1) uz realné feSeni ma.

Uloha 5. Uvazujme dva kubické polynomy F,G € R[z] s vedoucimi koeficienty 1. Dejme tomu,
Ze rovnice

F(z) =0, G(z) =0, F(z) = G(x)

maji dohromady 8 rtiznych realnych feseni. Rozhodni, zda to nejvétsi a to nejmensi z nich mohou
obé byt feSenimi F(z) = 0. (PraSe 38-4p—4)



Odbocka do komplexni roviny

Nyni uz dovedeme namotivovat komplexni ¢isla a seznamit Té s nimi, pokud se jesté neznate.
Polynomy lichého stupné nad R maji vzdy kofen, ty se sudym stupném vSak mohou kofeny stale
postradat. Snad nejjednodussim moznym piikladem je polynom z2 + 1, ktery vSude na relné ose
nabyva kladnych hodnot, a proto nikde nema koren. Tento stav véci matematiky raného novovéku
trapil natolik, az se jej rozhodli vyresit neortodoxnim zpisobem — prosté si tento chybéjici kofen
vymysleli a zacali zkoumat, k ¢emu dal$imu to povede.? Pojdme nasledovat jejich cestu.

Zacéneme tim, Ze prohlasime, ze existuje jakési ¢ (fikejme mu imagindrn? jednotka), které splituje
i2 = —1. To znamen4, Ze i bude kofenem polynomu z? + 1. Kompleznimi ¢isly budeme rozumét
¢isla tvaru a + bi, kde a,b € R, a mnozinu vSech komplexnich ¢isel oznac¢ime C. Podobné jako
u polynomi se domluvme, ze v zapise komplexnich ¢isel dovolime pfirozena zjednodusSeni, napft.
tedy budeme psét ¢ misto 0 + 14, 0 misto 04 0¢ ¢i 1 — ¢ misto 1 + (—1)i.

Pojdme si rozmyslet, jak s komplexnimi ¢isly poéitat, k tomu uvazujme a + bi a ¢ + di. S¢iténi
je snadné:

(a+bi) 4+ (c+di) = (a+ ¢) + (b + d)i,

podobné tak i od¢itani. Pfi ndsobeni dostaneme roznésobenim

(a+ bi) - (¢ + di) = ac + adi + bei 4 bdi?,
coz s vyuzitim i2 = —1 zjednodusime na (ac — bd) + (ad + bc)i, takze jde opét o komplexni é&islo.
Z hlediska uprav vyraziu funguji tyto pocty s komplexnimi ¢isly stejné jako pocitani v realnych
&islech — vsechny obvyklé poucky jako komutativita® a asociativita” s¢itani a nasobeni & rozna-
sobovéani zavorek zistdvaji v platnosti. Ted by bylo pfirozené osvétlit jesté déleni, ale to se ndm
prozatim vyplati odlozit a misto toho si nakreslit obrazek.

Komplexni ¢isla jsme zavedli jako a + bi pro a,b € R, je tedy pfirozené se na né divat jako na
dvojice redlnych ¢isel. Ty muzeme interpretovat jako soufadnice bodu v roviné — fikame ji komplexni
nebo téz Gaussova rovina. Typicky ji kreslime s vodorovnou, z-ovou osou reprezentujici realnou
slozku a svislou, y-ovou osou reprezentujici imaginarni slozku.

a=m+1

Pro a = a + bi definujeme jeho komplezné sdruené &islo jako @ = a — bi (¢ti jalfa s pruhem*).
V obrazku komplexni roviny to odpovidd osové soumérnosti podle realné osy. Déale si muzeme
vSimnout, ze
a-a= (a+bi)(a—bi) =a? — (bi)? = a® +b?
5Tady velice, velice zjednodusujeme, historie je o néco slozitéjsi. Prosime, odpusf nam to :-).
6 Nezavisi na potadi.”
7 Nezévisi na uzavorkovani.“



je vzdy redlné ¢islo. Presnéji feceno je to dokonce druhd mocnina vzdélenosti bodu [a, b] od poéatku.
Obvykle se proto timto definuje absolutni hodnota komplexniho ¢isla jako |a| = vVaa = va? + b2,
jez je pro kazdé a # 0 kladné.

Cviceni 5. Ovér, ze pro «, 8 € C plati

(a+pB)=a+8, (a-B)y=a-pB.

7 ptedchoziho cviceni také plyne, ze || = 1/(af)(af) = Vaa - VBB = || - |8]. To specialné
znamend, ze af = 0 miZe nastat pouze tehdy, kdyz 0 = |a8| = |a] - |B], coz je pravé tehdy, kdyz
jedno z a, S ma nulovou absolutni hodnotu neboli je nulou. S timto poslednim st¥ipkem skladacky
jsme tak opravnéni tvrdit, ze C je obor — mizeme tedy nad C zvesela vypustit vSechnu polynomialni
masinerii, kterou si vybudujeme.

Cviéeni 6. Najdi vechny kofeny polynomu z* 4+ 1 v komplexnich &islech.

Cvicéeni 7. Rozmysli si, ze v C dovedeme délit libovolnym nenulovym ¢islem pomoci rozsifeni
komplexné sdruzenym c¢islem: % = a8
BB

Zatim jsme osvétlili, jak pracovat v komplexnich c¢islech, nemusi byt ale stile jasné, pro¢ se

to vyplati. Nase motivace zapocala tim, ze vyrobime koren pro jeden konkrétni polynom. Nastava

vSak velkd magie (jejiz dikaz je bohuZzel nad naSe moznosti) — v komplexnich &islech uz najednou

maji kofen vSechny (nekonstantni) polynomy. A to dokonce nejen vSechny polynomy s redlnymi

koeficienty, ale i vSechny ty, které maji komplexni koeficienty:
Véta. (zékladni véta algebry) Kazdy nekonstantni polynom P € Clz] ma v C kofen.

Se zékladni vétou algebry v rukou uz se muzeme — alespon kdyz pracujeme nad C — zbavit
podminek stylu ,,pokud néjaky kofen existuje ...«
bezpodminecné:

a vyslovit rozklad polynomu na soucinovy tvar

Dusledek. Nenulovy polynom P € C[z] stupnén Ize zapsat ve tvaru P(z) = c(z—o) - - - (x—an),
kde ¢ € C je vedouci koeficient a a1, ...,an € C kofeny (ne nutné rizné).

Dikaz postupuje prakticky stejnou indukci jako ve verzi, kdy jsme nad obecnym oborem meéli
existenci kofenu jako predpoklad — nebudeme jej tu proto opakovat.

Cviceni 8. Uvazujme polynom P € R[z] jako polynom nad C. Nahlédni, Zze pokud je a € C
kofenem P, pak je i @ kofenem P.

Uloha 6. Jsou dany polynomy F,G, H € R[z] spliiujici rovnost
(@2 + 24+ 1)F(z) = G(z®) + zH ().
Dokaz, ze 1 je kofenem G i H.

Vietovy vztahy

N&s dosavadni pohled na véc nabada k tomu, ze za¢neme s polynomem zapsanym pomoci koeficienti
a chceme najit jeho kofeny. Neméné uZiteénd (a navic snazsi) je vSak cesta opanym smérem —
predstavujeme si, ze uz zname kofeny, a dopocitdvame pomoci nich koeficienty. Pfesné toto zafrizuji
tzv. Vietovy vztahy.

Domluvme se, ze kdyz fekneme, ze polynom P md koteny r1,...,ry, myslime tim, ze se fak-
torizuje jako P(z) = c¢(x — r1)---(x — rn) pro néjaké c. Pointou je, Ze by se nemuselo jednat
o n navzajem ruznych kofent, nékteré by se mohly opakovat — vCetné téchto opakovani se ale
dohromady nastfada n kofenu.



Tvrzeni. (Vidtovy vztahy) Méjme polynom nad komplexnimi ¢isly P(x) = anx™ + an—12” "1 +
-+ a1z + ao, ktery mé kofeny r1,72,...,mn. Pak pro kazdé k € {1,2,...,n} plati

_ k On—k
§ iy Tp Ty, = (=1) e
1<j1 < <jp<n "

Vyraz na levé strané muze vypadat désivé, ale je to jenom sumacni zapis toho, ze vezmeme
vSechny souciny obsahujici pravé k riznych korenii a seCteme je. Zejména pro nékteré ,krajni
koeficienty vypadd vysledna formulka celkem hezky: pro k = 1 a k = n dostaneme po fadé

an—1

—n 0,

ritret Ty = — a T2 = (

an Qn
Dalsi zjednoduseni pfichdzi v ptipadé a, = 1: pak je absolutni ¢len (az na znaménko!) soudinem
kofentl, zatimco druhy nejvyssi koeficient je minus soucet kofenti.
Cviceni 9.
(i) Napis si Vietovy vztahy pro polynom stupné 2 a pro polynom stupné 3.
(ii) Najdi koeficienty né&jakého polynomu, jehoz kofeny jsou 2, 3 a 5.

Polynom ve formulaci Vietovych vztaht vyse jsme vzali nad komplexnimi ¢isly, protoze tam
mame zajisténo, ze opravdu ma n kotfent. Taky je ale mozné postupovat obecnéji:

Cviceni 10. Zformuluj Vietovy vztahy nad libovolnym oborem pro polynom stupné n s kofeny
r1,...,Tn v piipadé, Ze ma vedouci koeficient a, = 1.

Pojdme si nyni ukdzat, jak Vietovy vztahy pouzit v tlohach. Sice ndAm nepomohou v Feseni
polynomidlni rovnice, ¢asto ale umoznuji vytesit tlohy tykajici se kofent, aniz bychom kofeny
explicitné pocitali.

Priklad. Ozna¢me a a 3 (komplexni) kofeny rovnice 222 — 4z + 9 = 0. Uréi o? + 82.

Reseni. Vime, ze oo+ 8 = — (f%) =2aaf= % Nyni je nasim tikolem vyrobit a? 4+ 82 z o+ 3
a af. K tomu si stagi uvédomit, ze (a + 8)? = a? + 2a8 + 2, tedy

9
a2+ﬁ2:(a+ﬁ)2—2aﬁz22—2-5:—5.

Na prvni pohled muze vypadat prekvapivé, ze soucet dvou ¢tverct vysel zaporné. To je ale jen tim,
ze a a (3 jsou ve skutecnosti komplexni ¢isla.

Priklad. Ozna¢me (komplexni) kofeny polynomu 3 —32241 jako a, 3, 7. Najdi kubicky polynom
s koteny o2, 52, v2.

Reseni. Nejprve si shriime Vietovy vztahy pro z3 — 322 4 1. Pro koeficienty u 2

dostavame

, x a 1 postupné

atft+r=—(-3)=3  aB+By+ya=0, aBfy=-L

Nyni chceme pomoci téchto vyrazii vyjadiit vzorecky pro o2, 82, v2. Za¢neme souétem kofenti, coz
je a% na znaménko koeficient u z2. Vyuzijeme vztah (a+8+7)2 = o2+ 2 ++2 +2a8+ 287 +2va
k vyjadreni

A+ 82+ =(a+B+7)? -2B+By+y2)=3"-2-0=9.

Nésleduje koeficient u z, zde podobnym vyuzitim zavorky mocnéné na druhou ziskdme

o?B% + B%y% +v%a? = (aB + By + va)? — 207 By — 208y — 2047 =

= (@B + By +7a)> —2aBy(a+B+7) =0 —2-(-1)-3=6.
9



Konecné absolutni ¢len, ktery odpovida souéinu kotfent, coz da
0?22 = (aBy)? = (~1)? = 1.

Na zavér uz ke spoctenym vyraziim musime pfidat stfidajici se znaménka, ¢imz ve vysledku dosta-
neme, ze a2, 52, 42 jsou koieny polynomu z3 — 922 + 6z — 1.
Cviéeni 11. Bud P € Q[z] polynom, ktery ma v C kofeny r1,...,rn. Pokud vi§, Ze r1,...,rn—1
jsou ve skutecnosti racionalni, nahlédni, ze i r,, musi byt racionalni.
Uloha 7. Jsou dana komplexni &sla a, b, ¢, d takova, ze a +b = c + d a zaroveni ab = cd. Dokaz,
ze {a,b} = {c,d}, tedy Ze se jedna (moZné az na poradi) o stejné dvojice.
Uloha 8. Pokud vis, 7e realna &isla a # b spliuji a? +4a + 1 = b2 4+ 4b+ 1 = 0, urdi % + g.
Uloha 9. Jsou dana a,b,c € R takova, e plati nerovnosti

a+b+c>0, ab+ bc+ca > 0, abc > 0.
Dokaz, ze a,b,c > 0.
Uloha 10. Jsou dany kvadratické polynomy P(z) a Q(z) takové, Ze P(Q(x)) mé &tyii rizné
realné koteny r1 < ro < r3 < rq. Dokaz, ze r1 +r4 =12 +73. (PraSe 43-1p—4)
Uloha 11. Jsou dana a,b,c,d € R, z nichz alesponi jedno je nenulové. Dokaz, Ze polynom
28 4+ ax® 4 bz? 4 cx + d nemé viechny kotfeny realné.

Uloha 12. Uvazujme celd &islan > 2 a p, g > 0. Dokaz, ze pokud existuje polynom z" —pz™~1 4+
qz" "2 +ap_32" 3 4+ .- + a1z + ap € C[z], jehoz viechny komplexni kofeny jsou nezaporna celd
¢isla, pak lze do roviny nakreslit p primek protinajicich se v ¢ raznych bodech.

Hledani polynomu

V olympiadé muzes najit tlohy nésledujiciho typu: dostanes$ rovnici, v niz vystupuje néjaky ne-
znamy polynom, pfipadné polynomy. Tvym tkolem je pak pfijit na to, které to mohou byt.
Co lze s takovou ulohou délat:
(1) Porovnat stupné. To je pomérné jednoduché a muze to moznd FeSeni znacné omezit.
(2) Porovnat jednotlivé koeficienty. Nejsnadnéji se typicky dopocitavaji ,krajni“ koeficienty,
tzn. vedouci, absolutni, linearni, ...
(3) Porovnat hodnoty v uréitych bodech. Casto miize byt Sikovné dosadit kofen nékterého
polynomu, ktery se v tloze vyskytuje.
Kromé téchto obecnych rad mizeme nabidnout uz jen prani kuraze a houzevnatosti — polynomialni
rovnice dovedou byt rozmanité a mnohdy si v nich poraddné zapocitadme. UkdZeme na ptikladu:

Priklad. Najdi vSechny dvojice nekonstantnich polynomi P, Q € R[] spliujici
P(Q2)?) =z P(z) Q2)°.
(PraSe 41-4p—6)
Reseni. Piipometime, Ze rovnosti polynomt na levé a na pravé strané myslime to, ze maji stejné
koeficienty u kazdé mocniny z. To ale implikuje i to, ze dosazenim libovolného ¢isla davaji stejné
hodnoty, coz pozdéji vyuzijeme.

Zaénéme porovnanim stupid, oznacme n = deg(P), m = deg(Q). Jelikoz hleddme nekonstantni
polynomy, pujde o kladna celd cisla. Pak na levé strané méame stupen n - 3m, zatimco na pravé
1 4+ n + 3m. Postupné upravime

3nm=n+3m+1,
3nm —-—3m—n+1=2,
Bm—-1)(n—-1)=2.
10



Méme tedy 2 rozlozeno na soucin dvou (nezdpornych) celych éisel, coz jde jen dvéma zpisoby: 1-2
a 2-1. Jelikoz 3m — 1 = 1 neni mozné, zbyva jenom 3m —1=2an—1=1nebolim=1,n=2.
Nyni vime, Ze @ je linearni. JakoZto redlny polynom s lichym stupném tak mé néjaky realny
kofen r. Dosazenim 2 = r do zadané rovnice ziskame P(0) = P(Q(r)3) = r- P(r) - Q(r)3 =
r- P(r)- 03 =0, takze 0 je kofenem P.
Vytknéme ¢initel x odpovidajici tomuto kofenu, tim dostaneme P(z) = zR(z) pro néjaké R €
R[z]. Dosazenim tohoto vyjadfeni P pak dostaneme

Q(2)*  R(Q(2)%) = 2 - R(z) - Q(x)*.

Proa € Rrizné od r je Q(a) # 0, protoze @ ma jen jeden koten, takze v té&chto bodech zjednodusime
Q(a)?-R(Q(a)?) = a®-R(a)-Q(a)® na R(Q(a)?) = a®?R(a). Toto m4 platit ve viech realnych bodech
kromeé jednoho, tedy v nekone¢né mnoha bodech, coz nam umozinuje tuto rovnost zesilit na rovnost
polynomu

R(Q(2)%) = 2 - R(x)

(jinymi slovy, i kdyZz jsme nejprve museli vyloué¢it bod = r, pozdéji ho dostaneme zpatky).

Jelikoz P mél stupen 2, R musi mit stupen 1, takze ma v R pravé jeden koren, oznacme jej s.
Dosazenim = = 0 nyni dostaneme R(Q(0)3) = 0, takze Q(0)2> = s. Obdobné ale taky dosazenim
x = s dostaneme R(Q(s)3) = s2R(s) = 0, takze i Q(s)®> = s. Dohromady jsme ziskali Q(0)3 =
Q(s)3, takze také Q(0) = Q(s). Oznadime-li si koeficienty @ tfeba jako Q(z) = uz + v, kde u # 0,
pak uz snadno vidime, ze z v -0 4+ v = us + v plyne 0 = s.

Odhalili jsme tedy, ze kofenem R je opét 0, takze mame R(z) = cx pro néjaké 0 # ¢ € R,
a tedy P(z) = cz?. Navic jsme méli Q(0)3 = s = 0, tedy Q(0) = 0. Jelikoz Q bylo taktéz linearni,
zbavime se absolutniho ¢lenu, ¢imz zbude Q(z) = ux. Dosazenim do R(Q(x)3) = x2R(z) dostaneme
c(u:):)3 = 22 . cx, z ¢ehoz porovnanim koeficientii dostaneme cu® = ¢, tedy u® = 1, tedy v = 1.

Dokézali jsme tak, Ze viechna Feseni musi byt tvaru (P, Q) = (cx?, ) pro 0 # ¢ € R. Zkouskou
uz ovéiime, ze vSechny dvojice tohoto tvaru vyhovuji ptivodni rovnici:

PQ@)) =c@®? =cab =z -c2? - 2® =2 P(z) - Q(2)5.

Prochroustal(a) ses tispésné fesenim? Dobra prace, na dalsich tlohach se mtzes procviéit:
Uloha 13. Najdi vSechny nenulové polynomy P € R[z], jez spliuji P(z?) = 22(x2 + 1) P(z).

Uloha 14. Najdi vSechny polynomy P € R[z] spliiujici zP(z — 1) = (x + 1) P(x).
(PraSe 34-2j-3)

Uloha 15. Najdi vSechny polynomy P € R[xz], které spliiuji P(0) = 0 a zaroveii P(z2 + 1) =
P(x)? + 1.

Uloha 16. (tézka) Jsou dany polynomy P, Q € R[z], jez spliuji P(Q(z)? + = + 1) = Q(P(x)? +
z+1). Navic je zndmo, ze P ma néjaky realny kofen a @ ma néjaky redlny koren. DokaZ, ze potom
uz P = Q.

Zavér

Vitej na konci prvniho dilu, jsme radi, ze ses docetl(a) az sem. Ptas se, co o¢ekdvat v dile dru-
hém? Namisto redlné primky ¢i komplexni roviny zabrousime do svéta celych ¢isel a prozkoumame
zakouti, kde se polynomy potkavaji s teorii Cisel — tésit se muzes napiiklad na poucku ,rozdil
argumentu déli rozdil hodnot“ ¢ na vétu o racionalnim korenu.

Piejeme hodné uspéchu pii feseni tloh 1. seridlové série a téSime se na zdarnou shledanou
u druhého dilu!
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Navody ke cvicenim
2. Cleny nejvyssiho stupné se musi navzajem vyrusit.
3. Umime délit.

4. Dokaz, ze pro dost velkd kladna r je P(r) kladné a pro dost mald zadporné r je P(r) zdporné. ..
anebo naopak.

8. P(a) = (P(w)).
10. Pokud ay, = 1, skoro nic nezméni. Jen chceme, aby sis rozmyslel(a), ze kromé zaruky existence
kofent jsme nepouzili nic specifického pro C :-).

11. Soucet kofenu je...?

Navody k Glohdm

1. Obrat poradi koeficientt.

2. Dosad postupné = = a, b, c.

3. (z—a1)(x—az2)(zx—a3) —c=(z—>b1)(z—b2)(z — b3).

4. Co se v rozdilech déje s ¢lenem stupné 97

5. Nemuze — zkoumej, kde polynomy F';, G a F' — G nabyvaji kladnych a zdpornych hodnot.
6. Dosazuj komplexni kofeny polynomu =2 + z + 1.

7. Kofeny kvadratického polynomu.

8. Vietovy vztahy pro polynom x* 4 4z 4 1.

9. (z+a)(x+b)(z+c).

10. Divej se na Vietovy vztahy polynomi Q(z) — s, kde s je kofen P.

11. Predpokladej, ze vsech Sest kofenu 71, ...,7rs je redlnych, a vyjadfi 7‘% + -4 rg.

12. Interpretuj koreny jako skupinky rovnobézek.

13. Stupen uréi$ snadno. Potom hledej kofeny P dosazovanim takovych argumentt, aby se prava
strana vynulovala.

14. Polynom (z + 1)P(z) ma vzdy stejné hodnoty vr—1ar.
15. Induktivné najdi nekoneéné mnoho pfirozenych m, pro néz P(m) = m.
16. Nejprve najdi bod, kde se P a @ shoduji. Potom vyrabé&j dalsi a dalsi.

eSeni cviceni
P¥ikladt je mnoho, my jsme si vybrali nasledujici: (i) 2z — 1, (ii) 22 — 2, (iii) 2 -2, (iv) 22+ 1.

Funguje napt. P(z) =z + 1 a Q(z) = —z, nebot pak P(z) + Q(z) = 1.
Oznacime-li si polynom ax + b, kde a # 0, pak je —g € Q kofenem.

Ll -

Rozepisme P(z) = >-p_, arz”, pfi¢emz an # 0 a n je liché. BUNO necht a,, > 0. Nejprve si
rozmyslime, Ze pro néjaké dost velké r je P(r) kladné, jelikoz &len a,r™ ,pfebije vSechny ostatni.
To je intuitivné celkem zjevné, ale abychom to dokézali pofddn€é, budeme si muset vyhrnout rukavy
— pokud by Ti nasledujici odstavec délal potize, klidné se jen intuitivné smif s tim, ze ¢len vétsiho
stupné prebije ty mensi, a pokrac¢uj dal :-).

Postupujme tieba néasledovné: nejprve oznaéme A = max {%, |:1171\, . ‘a:%l‘} + 1. Potom
n n n
zvolme r = max{l,n - A}. Tim nasledné dovedeme pro kazdé k € {0,1,...,n — 1} odhadnout

lagr®| < %anr”: pokud a; = 0, pak to plati trivialné, a pokud aj # 0, tak dostaneme

n—1 n ‘a‘k| n |ak| n
< gpn. 12k L Gel 2 .
ey
an

larr®| = ag|r® < |axlr
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Seétenim tohoto odhadu pfes nulty, prvni, ..., (n — 1)-ty €len v P(r) a aplikovanim trojihelni-
kové nerovnosti pak ziskame, ze vedouci ¢len v absolutni hodnoté skutecné prebiji vsechny ostatni
dohromady, nebot

n—1 1
< Z |ak7"k| <n-—apr™ =anr”.
b= n

n—1
Z akrk
k=0

Tudiz v tom nejnestastnéjsim mozném piipadé, kdy by vSechny nizsi ¢leny pfispivali do P(r)
zapornymi prispévky, dostaneme

n—1 n—1
P(r) =anr™ + Z akrk > anr™ — Z akrk > anr™ —anpr” =0,
k=0 k=0

takze P(r) je kladné.

Diky tomu, Ze n je liché, bude obdobné a,(—r)"™ natolik malé (daleko v zadporném sméru na
éiselné ose), Ze ostatni Cleny jej nedokdzou piebit, takze P(—r) bude zaporné. Vime tedy, ze P
nékde nabyva zaporné a nékde jinde kladné hodnoty. Jelikoz je to redlny polynom, musi nékde
mezi nabyvat i nuly, a tento bod je potom nasim hledanym kofenem.

5. Oznacme a = a + bi a f = ¢+ di, pak pfimocare ovérime:
(a+B8)=(a+c)+(b+dyi=(a+c)—(b+d)i=(a—bi)+ (c—di)=a+ 5,
(a-B) = (ac — bd) + (ad + bc)i = (ac — ed) — (ad + be)i = (a — bi)(c — di) =a - f3.

6. Jsou to vSechny ¢tyfi kombinace znamének v :t% + %2

7. Je to skutedné tak, nekecali jsme. Jelikoz predpokladame B # 0, je B8 = |B|? kladné realné
&islo. Stadi tedy spocitat soucin a8 a poté obé slozky podélit timto redlnym &islem |3|2.

8. At P(z)=3%,_, crz®. Jelikoz ¢, € R, plati ¢, = ¢, takze dostaneme

n n
P@) =Y cp@" =) (ckak) = (Z ckak) =(P(a))=0=0.
k=0 k=0 k=0
9. (i) Pro kvadraticky polynom P(x) = a22? + a1z + ag s kofeny r1, ro dostaneme
r1+7"27—a—1 a 7‘17’2:&—0.
ag a
Pro kubicky P(x) = azx® + az2x? + a1x + ag s kofeny 71, r2, r3 to pak bude
a2 al ao
ri+re+ry3=——, rirz +rar3 +r3ry = —, a T1T2T3 = ——.
a3 a3 as
(ii) Kyzené kofeny si miizeme zafidit tfeba tim, Ze si polynom zvolime v soucinovém tvaru jako
(z —2)(z—3)(z —5). Roznasobenim zavorek, coz odpovida pocitani Vietovych vztahi, pak ziskdme
—(243+5)z>+(2-34+3-5+5-2)z—2-3-5 =25 — 1022 + 31z — 30.

10. Miuzeme zformulovat tfeba takto: At je P(z) = 2™ + Z;L;Ol a;x’ polynom nad oborem R
a necht ma v R kofeny r1,...,rn. Potom pro kazdé k € {1,2,...,n} plati

Z iy g = (1) Ra, g

1<i1<--<jg<n

11. Oznatme P(z) =Y 1_, apzh, kde jednotliva ay, jsou raciondlni. Z Vietova Vztahu PTo Gn—1

an—1
a

mame 71+ +rp_1+7rn = — , COZ upravime na r, = — <r1+~ +rpo1+ 2 > V tomto

vyrazu jsou na pravé strané sama racionalni ¢isla, takze i r, je racionalni.
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Reeni dloh
1. BUNOS® piedpoklidejme a, # 0. Stejné tak piedpoklidejme ag # 0, v opaéném piipadé
bychom vytknuli z a vzali za P polynom s mensim stupném.

Pak oznaé¢me Q(z) = apz™ + a1z" 1 4+ - +an_1z +an € Q[z] polynom, ktery z P vznikne
obracenim potradi koeficientii. Pro 0 # ¢ € R pak plati Q(t) = t"P (%) Specialné tedy pro t = %
dostaneme Q (%) = T%P('r) = T% =0, takze % je kofenem Q.

2. Ozna¢me zadany soucet jako polynom P(z). Kazdy ze tii s¢itanci ma stupen 2, takze také

deg(P) < 2. Dosazenim = = a dostaneme v prvnim séitanci % = 1, zatimco v kazdém ze

zbylych dvou séitanct objevime nulovou zavorku (a — a). Celkem tedy P(a) = 1 a obdobné méame
téz P(b) = P(c) = 1. Polynomy P a 1 (konstantni polynom), oba stupné nanejvys 2, se tak shoduji
ve 2 + 1 rliznych bodech, takZe uz se musi rovnat. Zjednodusime tedy P(z) = 1.

3. Zname koteny polynomu (z —a1)(z — a2)(xz — a3z) — ¢, takZe jej mizeme vyjadrit souc¢inem jako
(z — b1)(z — b2)(z — b3). Presunutim c pak hned méame, Ze kofeny (z—b1)(x—b2)(z—b3)+c jsou a1,
a2, a3. Nase puvodni t¥i éisla jsou tak FeSenimi (z — b1)(xz — b2)(z — b3) = —c. Dosazenim —z misto
z a pfendsobenim rovnice minus jednic¢kou pak ziskdme pfesné rovnici (x + b1)(x + b2)(z +b3) = ¢,
jejimiz fesenimi tak jsou —ai1, —a2, —as.

4. Podminka o (ne)fesitelnosti rovnic ndm fikd, ze P(xz) — Q(z) nema redlny kofen. Polynom nad
R miize nemit kofen jen tehdy, kdyZ ma sudy stupeti. Pokud P(z) = 210 + aga® + -+ + a1z + ao
a Q(x) = 210 4+ bgz? + - -- + byx + bp, pak ndm toto specialné ¥ika, Ze v rozdilu

P(x) — Q(x) = (ag — bo)® + - -

musel zmizet ¢len stupné 9, takze ag = bg. Ted uz staci jen vyvodit, ze v P(x + 1) — Q(z — 1) uz
¢len stupné 9 nezmizi. K tomu spocitame

P(z+1)7Q(zfl):((leJrleg+---)+ag(x9+---)+--->f
— (@0 =100 4 )+ bg(@® =) 40 ) =
:((10+a9)*(*10+b9)z9+---=20$9+"'

protoze ag —bg = 0. Diky lichému stupni tak P(z+ 1) — Q(z — 1) ma realny kofen, tedy P(x+1) =
Q(z — 1) m4 Feseni.
5. Reseni F(x) = G(x) jsou presné kofeny polynomu F' — G. Viimnéme si, diky shodnym vedou-
cim koeficientim se kubické ¢leny v F' — G vyrusi, takze ptjde nanejvys o kvadraticky polynom.
Dohromady nam nase tfi rovnice tedy nemohou dat vice nez 3 + 3 + 2 = 8 ruznych feseni. To, Ze
mame vSech osm, znamend, ze uz se dohromady jedna o vSechny kofeny téchto polynomu a také
ze F — G ma skute¢né stupen 2 (a nikoliv nizsi).

At je a ten nejmensi a b ten nejvétsi z kofent. Pro spor predpokladejme, ze jsou to oba kofeny
F. Jelikoz mé& G vedouci koeficient 1, nabyva dostateéné daleko vlevo na ¢iselné ose (v zdpornych
éislech) zaporné hodnoty. Zarovenl na intervalu (—oo, a) nemize ménit znaménko, protoze vsechny
kofeny G jsou vétsi nez a. To znamena, ze G(a) < 0, takze (F —G)(a) = F(a)—G(a) = —G(a) > 0.
Taktéz F — G nemuze na intervalu (—oo,a) ménit znaménko, takze také vSude dostatecné daleko
vlevo na ¢iselné ose nabyva kladnych hodnot. Protoze je F' — G kvadraticky polynom (mé sudy
stupeti), znamena to, Ze jeho vedouci koeficient je kladny.

Analogickou argumentaci na druhé strané ¢iselné osy zjistime, ze G(b) > 0, takze (F—G)(b) < 0,
coz ale implikuje, ze F' — G mé zaporny vedouci koeficient. To je spor, takze a i b nemohly byt
soucasné kotfeny F.

8Zkratka pro ,bez 1jmy na obecnosti“. Mysli se tim, Zze ¢inime néjaké zjednoduseni nebo volbu,
ktera nic podstatného nezméni.
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6. Uvazujme komplexni kofeny polynomu z2 +  + 1: dosazenim snadno ovéfime, Ze to jsou oy =
_1';i‘/§ aqg = _1_2i‘/§. Navic to pak musi byt rovnou i kofeny (x —1)(z2 + = +1) = 23 — 1, takze
a$ =1 = o3. Jejich dosazenim do zadané rovnosti tak pro j € {1,2} dostaneme 0 = G(1)+a; H(1).
Na to se muzeme divat jako na soustavu dvou rovnic s neznamymi G(1) a H(1). Odectenim rovnic
od sebe dostaneme 0 = (a1 —a2)H (1) = iv/3- H(1), takze H(1) = 0. Z toho uz pak snadno vyplyva
G(1) =0.

7. Uvazme P(z) = (x —a)(z — b), Q(z) = (z — ¢)(z — d). Pouzitim Viétovych vztahi zjistime, ze
P a Q maji totozny linearni koeficient —(a + b) = —(c + d) i totozny absolutni ¢len ab = cd, takze
uz P(z) = Q(z). Musi tedy mit i stejnou sadu kofent {a, b} = {c,d}.

8. Chceme vyraz % + g vztdhnout k vietovskym vyraziim ab a a+ b, ¢ehoz docilime tfeba pomoci

b a?+b  (a+b)?—2ab (a+b)?
+ - = = = —
a ab ab ab

2.

@
b

2
Dosazenim a + b = —4, ab = 1 tak ziskame (7;1) —2=14.

9. Uvazme polynom P(z) = (z + a)(z + b)(z + ¢). Podle Vietovych vztahii (anebo prosté roz-
nasobenim zévorek) obdrzime P(x) = 23 + (a + b + ¢)z? + (ab + bc + ca)x + abc. Jedna se tedy
o polynom se samymi kladnymi koeficienty, specialné tak dosazenim jakéhokoliv r > 0 dostaneme
P(r) > 0. Pfitom ale z definice vidime, Zze P mé kofeny —a, —b, —c. Ty tak musi byt zdporné, coz
uz je ekvivalentni a, b, c > 0.

10. Vsimneme si, Ze P mé realny kofen s1 = Q(r1). Rozklad4 se potom tedy na P(z) = (z —
s1) - (ux + v) pro n&jaky linedrni polynom uzx + v. Z toho pak plyne, ze méa P i druhy redlny kofen
s2 = — 2. Nyni miizeme zménit thel pohledu a na kofeny P(Q(x)) se divat jako na kofeny jednoho
z polynomt Q(z) — s1 a Q(z) — s2, naéez vime, Ze r1, r2, r3, r4 se mezi tyto dva polynomy néjakym
zpusobem rozdéli do dvou dvojicek.

Jelikoz v8ak Q(z) — s1 a Q(z) — s2 maji stejny koeficient u z (lisi se totiz jen o konstantu),
znamena to, Ze tyto dvé dvojicky kofenu daji stejny soucet. To uz ale vzhledem k sefazeni r; <
ro < r3 < rgq jde jenom tehdy, kdyz se sparuje nejmensi s nejvétsim a poté dva prostfedni spolu,
tedy r1 + 714 =12 + 73.

11. Af jsou kofeny polynomu ri,...,rs. Koeficienty u ° a z¢ jsou nulové, coz znamena
P
k=1 <j<k<6

6 2
Zr§=<zrk> -2 > | =0"-2.0=0
k=1

1<j<k<6

Nyni pro spor predpokladejme, ze vSechny ri1,...,r; jsou redlné. Pak mame soucet Ctvercu
nékolika realnych cisel nulovy, coz mohlo nastat jen tehdy, pokud jsou vSechny nulové, tedy r1 =

. = rg = 0. Pak je ale cely polynom roven z°
b, ¢, d je nenulové.

, coz je spor s predpokladem, Ze alespon jedno z a,

12. Ogznacme si kofeny r1,...,7ry,. Vyberme si v roviné n navzajem nerovnobéznych primek a pri-
dejme ke kazdé néjaké jeji rovnobézky tak, abychom nakonec v k-tém sméru méli r; rovnobézek.
Provedme to navic tak, aby se zaddné tii z vybranych pfimek neprotly v jednom bodé — kdyby se
to stalo, prosté vezmeme jednu z inkriminovanych pfimek a nahradime ji za jinou rovnobézku.

Pfimek je nyni dohromady >}, ry, coz je podle Vigtovach vztaht —(—p) = p. Pruseciky pak
odpovidaji dvojicim pfimek z rozdilnych skupinek, takze jejich celkovy pocet ziskdme poscéitanim
vSech souéind ruznych 7, coz podle Vietovych vztaha da presné q.
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13. Oznac¢me n = deg(P), potom na levé strané mame stupenl 2n a na pravé 2 + 2 + n, z éehoz
vyvodime n = 4. Nyni zkusime dosazovat: x = 0 vynuluje pravou stranu, takze P(02) = 0. Déle
budeme chtit za x dosazovat i komplexni hodnoty — to muzeme z toho divodu, ze i kdybychom
védéli jen to, ze P(z?) = x2(x2 4 1)P(x) plati ve vSech realnych bodech z, stale to znamena, ze
polynomy na levé a na pravé strané uvazované nad C maji nekoneéné mnoho bodt, kde se shoduji,
takze uz to musi byt stejné polynomy i nad C. Mtuzeme tedy dosadit tfeba = = ¢, ¢imz bude na
pravé strang i2 4+ 1 = 0, takze v dusledku P(i?) = 0. Dohromady jsme tak odhalili, Ze P m4 koteny
0 a —1, takze P(z) = z(xz + 1)Q(z) pro n&jaky Q € R[z].

S timto vyjadfenim v rovnici dostaneme 2 (22 +1)Q(z?) = x2(22 +1)z(z+1)Q(x). Pro vSechna
nenulové a € R je a?(a? + 1) # 0, takzZe v tdchto bodech dostaneme

a®(a® +1)Q(a?) = a®(a® + 1a(a +1)Q(a) = Q(a?) = a(a+ 1)Q(a).

Vzhledem k tomu, Ze to je rovnost v nekone¢né mnoha bodech, dostavame Q(z2) = z(z + 1)Q(z).
Nyni provedeme néco podobného jesté jednou: dosadime z = 0 a x = —1, abychom vynulovali
pravou stranu, ¢imz zjistime, ze 02 a (—1)2? = 1 jsou kofeny Q. Vzhledem k deg(Q) = deg(P)—2 = 2
pak uz musi byt Q(x) = cx(z—1) pro n&jaké 0 # ¢ € R, takze P(x) = cx(z+1)x(x—1) = cx?(z2—1).
Zkouskou snadno ovéfime, ze vSechny polynomy tohoto tvaru jsou fesenimi.
14. P(z) = 0 zjevné funguje. UkdZzeme, Ze zddné nenulové polynomy uz nevyhovuji. Oznac¢me
Q(z) = (z 4+ 1)P(z). Zadani nam iikd Q(z — 1) = Q(x), takze pokud oznacime t¥eba ¢ = Q(0),
polynom @ nabyva této hodnoty v nekoneéné mnoha bodech

e=Q0)=Q(1) = Q) =

To uz znamend, ze Q(z) a konstantni polynom c jsou totozné. To je ale mozné jen pro P = 0,
protoze jinak by mélo Q stupen deg(P) + 1 > 1, coz pro konstantu neni mozné.

15. Tvrdime, Ze vyhovuje pouze P(x) = x. Ze toto skuteéné vyhovuje, je zjevné.

Nyni at P spliiuje podminky zadéani. Definujme posloupnost ag,ai,... pomoci ap = 0 a reku-
rence an+1 = a2+ 1. Snadno pozorujeme, Ze to je rostouci posloupnost. Indukci dokazeme, Ze kazdy
¢len splituje P(an) = an. Pro n = 0 to plati hned ze zadani, protoze P(0) = 0. Dale dokdzeme
indukéni krok: pokud P(an) = an, pak uz taky

P(ant1) = P(a2 +1) = P(an)?+1=0a2 +1 =ani1.

Dtikaz indukci je tim hotov. Diky nému mame nekoneéné mnoho riznych m € R spliujicich P(m) =
m. Polynom P(z) a z se tak shoduji v nekoneéné mnoha bodech, takze musi byt totozné.

16. Nejprve dokdzeme, ze v néjakém bodé a nastane P(a) = Q(a). Mame zadéno, ze P i Q
maji néjaky redlny kofen, at tedy P(u) = 0 a Q(v) = 0 pro né&jakd u,v € R. Uvazujme polynom
R(z) = P(x)?> — Q(z)2. V bodé z = v mé hodnotu R(v) = P(v)?2 > 0, takie R nékde nabyva
nezporné hodnoty. Podobné v bodé z = u dostaneme R(u) = —Q(u)? < 0, takze R nékde nabyva
taky nekladné hodnoty. ,,Nékde mezi“ (viz Cvi€eni 4) uz proto musi nabyvat nulové hodnoty,
tedy R mé realny kofen, nazvéme ho r. V ném plati P(r)2 = Q(r)?, takze kdy# oznacime a =
P(r)?2 +r+1=Q(r)2 +r+ 1, dostaneme dosazenim x = r v zadané rovnosti, ze P(a) = Q(a).

Nasli jsme tak jedno redlné a spliujici P(a) = Q(a). Ted ukazeme, Ze jich dokonce musi byt
nekonecné mnoho. Pro spor tedy predpokladejme, Ze jich je jen konecné mnoho. Potom si muzeme
vybrat to nejvétsi z nich a oznaéit si b = P(a) = Q(a). Dosazenim z = a v zadané rovnici pak
zjistime, Zze P a Q se shoduji téz v b? + a + 1. P¥itom ale b2 +a+1 > a+1 > a, coz je spor s tim,
ze a bylo nejvétsi cislo, kde se P a @ shoduji. Takovych boda proto muselo existovat nekonecné
mnoho, a tudiz P = Q.
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