Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE TERMIN ODESLANI: 12. KVETNA 2025

V této sérii nejsou tlohy Fazeny podle obtiznosti, ale podle témat (v ramci kazdého tématu je jedna
uloha snazsi a jedna obtiznéjsi). Pozor, poditaji se body za vSechny tlohy!

ULoHA 1.
(a) Vitek nalezl na Marsu é&islo, jehoz zépis v sedmickové soustavé tvori t¥i ¢islice. V devitkové
soustavé jej tvori stejné tii Cislice, ale zapsané v opa¢ném poradi. Uréete prostiedni z téchto ¢islic.

(2 BODY)
(b) Létajici talif unesl ¢isla 1,...,4322 a pfeuspofadal je do posloupnosti a1, ..., asz22. Dokazte,
ze mezi ¢isly |a1 — 1],. .., |aa322 — 4322| jsou alespon dvé stejna. (3 BODY)
ULOHA 2.
(a) Sylva tvrdi, Zze nasla pé&t pravidelngych mnohosténti a slepila z nich jeden vétsi pravidelny
mnohostén. Mohlo se to opravdu stat? (2 BODY)

(b) Lenka ma &tyistén s vyskami hi, ha, h3, hs. Stépan si uvniti néj zvolil bod X. Oznaéme
1, 2, T3, x4 vzdalenosti bodu X od jednotlivych stén Ctyisténu. Dokazte, ze

Vhi+ha + hg +ha > /21 + /T2 + /23 + /T4,

(3 BODY)

ULOHA 3. (5 BoD)
Na tabuli mame pét ¢isel 1, 3, 5, 7, 9. V jednom kroku mizeme vzit Ctyfi z téchto péti Cisel, oznacit
je jako a, b, ¢, d a nahradit je Cisly

at+b+c—d at+b—c+d a—b+c+d —a+b+c+d
2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 ’

Muzeme po kone¢ném poctu kroku ziskat cisla:

(a) 0,2, 4,6,87 (2 BODY)
(b) 3,4,5,6,77 (3 BODY)
ULoHA 4.

(a) V fadé stalo 15 parti bot. Potom ale pfisel Zdenék a boty v fadé zamichal dle své zlovile,
takze leva a prava bota do paru nemusi nutné stat vedle sebe. Ukazte, Ze existuje souvisly tsek 10
bot, mezi nimiz se vyskytuje stejny pocet pravych bot jako levych bot. (2 BODY)

(b) 2025 matfyzaki si povymeénovalo tricka. V kazdém kole se mohou néktefi lidé sparovat a pro-
hodit si v parech tricka. Urcete nejmensi k takové, ze matfyzaci dovedou nehledé na pocatecni
rozmisténi tricek po k kolech docilit toho, aby kazdy mél své vlastni tricko. (3 BODY)



ULOHA 5.

(a) Macker zboziuje posloupnosti. Zvolil si aritmetickou posloupnost (a,)5%; s diferenci d a ge-
ometrickou posloupnost (bn)32; s kvocientem g. Nakonec si vytvofil posloupnost (cn)0%;, jez
spliuje ¢p4+2 = cn+1 + ¢n pro vSechna n > 1. VSiml si, ze pro vSechna n plati ¢, = an + bn.
Urcete vSechny mozné hodnoty d a g, vite-li, Ze posloupnost absolutnich hodnot (|cn|)$2; je ostie
rostouci. (2 BODY)

(b) Naleznéte vSechna celo¢iselnd FeSeni rovnice

2
212 gt 2 =y

(3 BODY)

ULOHA 6.

(a) Soustiedéni se ucastni 40 lidi a kazdy ma mezi ostatnimi néjaké idoly, pficemz nikdo neni

svym vlastnim idolem. Plati, ze kazdych 19 lidi na sousu ma pravé jeden spolecny idol. Dokazte,

ze lze na sousu vybrat skupinu 20 lidi, ve které nikdo neni spole¢nym idolem zbylych devatenacti.
(2 BODY)

(b) V roviné je vyznaceno m bodl. Nejmensi vzdalenost mezi dvéma z nich je 1. Dokazte, ze
muzeme nékolik bodt odebrat tak, aby alespon % bodu zbylo a zaroven zadné dva z nich nebyly
vzdaleny presné 1 od sebe. (3 BODY)

ULOHA 7.

(a) V kazdém bodé ¢tvercové miizky 2n X 2n roste strom. Drvostép Danik miize nékteré stromy
pokécet, ¢imz se z nich stanou pafezy. Dva pafezy na sebe vidi, pokud na tsecce, ktera je spojuje,
neroste zadny strom. Kolik nejvyse stromtt muze Danik pokacet, aby na sebe zadné dva pafezy
nevidély? (2 BODY)
(b) Necht n je ptirozené ¢&islo a p > n liché prvoéislo. Budiz g nejmensi prvoéiselny délitel éisla
nP 4+ 1. Dokazte, ze n + 1 je nasobkem gq. (3 BODY)



Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

(a) Vitek nalezl na Marsu ¢islo, jehoz zépis v sedmickové soustavé tvori tii ¢islice. V devitkové
soustavé jej tvori stejné tii Cislice, ale zapsané v opacném poradi. Urcete prostiedni z téchto Cislic.

(b) Létajici talif unesl ¢isla 1, ...,4322 a preusporadal je do posloupnosti a1, ..., as322. Dokazte,
Ze mezi Cisly |a1 — 1],. .., |aa322 — 4322| jsou alespori dvé stejna.
RESEN{:

(a) Zavedeme sirovnici, kde a, b a ¢ jsou pfirozena ¢isla mensi nez 7 a postupné odpovidaji cifram
v devitkovém zapisu daného d¢isla:

8la+9b+c=49c+ 7b + a.

Upravime na b = 8(3¢ — 5a), véimneme si, ze b < 7 a ale z rovnice vychazi, ze b musi byt nasobek
8, protoZe a a ¢ jsou prirozena. Musi tedy byt b = 0. Déale napt. volbou a = 3 a ¢ = 5 vidime, ze
feSeni rovnice s b = 0 existuje.

Zkouskou muizeme ovéfit, ze skuteéné platil 5037 = 3059.

(b) Vyraz |a; —i| pro ¢ mezi 1 a 4322 muZe nabyvat hodnot 0 az 4321. Pro spor pfedpokladame,

Ze vSechna &isla |a; — 4| jsou rtiznda. Jelikoz mezi 0 az 4321 je 4322 hodnot, kazda z nich tedy bude

mezi |a; — i| zastoupena pravé jednou. Oznacéme S jako soucet vSech ¢isel od 1 do 4322.
Rozmysleme si, ze absolutni hodnota neovliviiuje paritu ¢isla. Mizeme tedy polozit:

4322 4322 4322 4322
dlai—il=> (ai—i)=) ai— Y i=S—S5=0 (mod?2)
i=1 i=1 =1 =1

Tedy soucet vSech |a; — | musi byt sudy. Vime ale také, ze hodnota Z?izol j= % = 9337681
je licha. To je ale spor s tim, ze |a1 — 1,...,|a4z22 — 4322| jsou aZz na poradi ¢isla 0,...,4321.
Nékterd dvé |a; — i proto musela byt stejna.

POZNAMKY:
Reseni byla z vétsiny spravné. Zadné casté chyby se neobjevovaly. (Vojta ,, Dldza“ Gadurek)

IDolnim indexem 7 & 9 myslime zapis v sedmickové & devitkové soustavé
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Uloha 2.

(a) Sylva tvrdi, Ze nasla pét pravidelnych mnohosténii a slepila z nich jeden vétsi pravidelny
mnohostén. Mohlo se to opravdu stat?

(b) Lenka m4 &tyistén s vyskami hi, ha, hs, ha. Stépan si uvnit¥ néj zvolil bod X. Oznacéme
r1, T2, T3, x4 vzdalenosti bodu X od jednotlivych stén ¢tyrsténu. Dokazte, ze

Vh1+ha+h3 +hs > o1+ VT2 + VT3 + 24!

RESENI:

(a) Ukazeme si, ze se to Sylvé povést mohlo, musela pouzit ¢tyfi pravidelné Ctyfstény a jeden
pravidelny osmistén. Za¢neme s vyslednym mnohosténem — pravidelnym ¢tyfsténem — a ukdzeme
si, jak ho naopak rozdélit na pét pravidelnych mnohosténti.

Zvolme si libovolny vrchol ¢tyfsténu a vSimnéme si, Ze spolu se stfedy hran, které z néj vychazi,
tvori zase pravidelny ctytfstén. To jisté plati i pro vSechny ostatni vrcholy. Nyni si predstavme, ze
tyto mensi Ctyfstény z puvodniho ufizneme.

Rozmysleme si, ze zbyly utvar je pravidelny osmistén. Vsechny strany jsou tvoreny rovnostran-
nymi trojuhelniky, které budou stejné velké jako stény ufiznutych ¢tyfahelniku.

Za kazdou stranu a za kazdy vrchol mame jeden trojuhelnik, takze jsme dostali utvar, co se
sklada z osmi stejné velkych rovnostrannych trojuhelniki, tedy se musi jednat o pravidelny os-
mistén. Sylva tak doopravdy mohla slozit ze ¢tyf pravidelnych Ctyfsténti a jednoho pravidelného
osmisténu pravidelny ¢tyistén.

(b)

RESENf PODLE ERIKA JEZKA:

O objemu ¢étyfsténu plati, ze V = , kde S; je obsah i-té stény a h; je k ni odpovidajici vyska.
Dale si vS$imnéme, ze kdyz spojime bod X s vrcholy, vzniknou nadm dalsi ¢tyfi ctyfstény. Z téch
také umime poskladat objem pavodniho ¢tyfsténu jako

Sihg
3

Six1 | Sawa | Szwz | Sama

3 3 3 3
2

=V.




Nyni, pokud nahradime S; = %, ziskdme

1V xoV x3V x4V v
h1 h2 h3 h4 o
tedy po zjednoduseni
1 ®2 T3 x4
—+ =4+ —+—=1
h1 + ho + hs + ha
Nyni pouzijeme Cauchyho-Schwarzovu nerovnost ve tvaru zlomkobijce?, ta nam fekne, Ze
1o TL T2 T T (V&1 + /T2 + /T3 + \/T2)*
hi  h2  hs hs h1+ ha + h3 + ha ’

Prendsobenim nerovnosti souc¢tem vysek a jejim naslednym odmocnénim dostaneme

Vhi+ha+h3+hs > /T + 22 + /23 + /T4,

coz je presné to, co po nas chtélo zadéani.

PozNAMKY:
V ¢&asti (a) bohuzel vétsina FeSeni pracovala se stejnymi druhy mnohostént, ze kterych doopravdy
dalsi mnohostén slozit nelze. Reseni ¢asti (b) dorazilo vyrazné méné, ale zase byla ¢astéji spravné.
Skoro vSechna spravna feseni pouzila Cauchyho—Schwarzovu nerovnost.

(Kéta Danilina)

Uloha 3.
Na tabuli mame pét ¢isel 1, 3, 5, 7, 9. V jednom kroku muzeme vzit ¢tyfi z téchto péti ¢isel, oznacit
je jako a, b, ¢, d a nahradit je cisly

a+b+c—d a+b—c+d a—b+c+d —a+b+c+d

2 ’ 2 ' 2 ' 2 '

Miizeme po konec¢ném poctu kroku ziskat cisla:
(a) 0,2, 4,606,387
(b) 3,4,5,6,77

RESEN{:
(a) Naprosto kli¢ové je si povSimnout, %e at uz popsané ,nahrazeni“ &isel provedeme kolikrat
chceme, zustane soucdet Cisel, jez jsou (v konkrétni okamzik) na tabuli napsana, stejny. To plati,
protoze

a+b+c—d n a+b—c+d n a—b+c+d n —a+b+c+d ot btetd
2 2 2 2
(Poznamka na okraj: formalné bychom mohli Fici, Ze soucet ¢isel na tabuli je tzv. tnvariantem vaci
nasi operaci nahrazovani.)
Z toho ihned vidime, Ze ¢isla 0, 2, 4, 6, 8 ziskat nemuzeme. Na zacatku totiz ¢isla na tabuli
davaji soucet 1 +3 4+ 5+ 7+ 9 = 25, kdybychom tedy umeéli ziskat cisla 0, 2, 4, 6, 8, musel by se
soucet zménit na 0+ 2 + 4 + 6 + 8 = 20. To ale, jak jsme pravé oduvodnili, nejde.

(b) Zde nalezneme jesté zaludnéjsi invariant. Konkrétné si vSimneme, ze ani soucet druhych
mocnin ¢isel napsanych na tabuli se béhem naseho nahrazovani neméni, nebot po nékolika upravach
dostaneme, ze

<a+b;rc—d)2+(a+b;c+d>2+<a—b;rc+d)2+(—a+b2+c+d

Z toho opét ihned vidime, Ze &isla 3, 4, 5, 6, 7 ziskat nemtzeme, jelikoz 32 +42 452 +62 4+ 72 = 135,
kdezto 12 + 32 + 52 4 72 + 92 = 165.

2
) =a’4+ b2+ +d%

2Vice o Cauchyho—Schwarzové nerovnosti i o zlomkobijci specificky se lze doéist v tomto pii-
spévku: |https://prase.cz//library/CauchySchwarzMP /CauchySchwarzMP.pdf.
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https://prase.cz//library/CauchySchwarzMP/CauchySchwarzMP.pdf

POZNAMKY:

Prvni invariant nalezla naprosto vSechna pfijata feSeni. Ten druhy odhalilo uz jen nékolik resitel,
zbyla feseni podilohy (b) nedosazitelnost zadanych ¢isel (vice ¢i méné uspésné) argumentovala tim,
ze opakovanou aplikaci nasi operace vznikaji ¢isla se stale delsim a delsim desetinnym rozvojem,

resp. se stale zapornéjsi a zadpornéjsi 2-valuaci. (Josef ,, José“ Soural)

Uloha 4.

(a) V fadé stdlo 15 pard bot. Potom ale prisel Zdenék a boty v Fadé zamichal dle své zloviile,
takze leva a prava bota do paru nemusi nutné stat vedle sebe. Ukazte, ze existuje souvisly usek 10
bot, mezi nimiz se vyskytuje stejny pocet pravych bot jako levych bot.

(b) 2025 matfyzdku si povyménovalo tricka. V kazdém kole se mohou néktefi lidé sparovat a pro-
hodit si v parech tricka. Urcete nejmensi k takové, Ze matfyzaci dovedou nehledé na pocateéni
rozmisténi tricek po k kolech docilit toho, aby kazdy mél své vlastni tricko.

RESENI:
(a) Uvazujme tseky 10 po sobé jdoucich bot v fadé, kazdy z nich obsahuje stejné levych a pra-
vych bot pravé tehdy, kdyz obsahuje pfesné 5 pravych. Pro spor predpokladejme, Ze neexistuje
zadny takovy, ktery by obsahoval presné 5 pravych bot. Pokud hranice tiseku, na ktery se divame,
posuneme o 1 botu doleva ¢i doprava, pocet pravych bot v iseku se mize zménit nanejvys o 1.
Predstavme si, ze takto zaéneme s isekem prvnich 10 bot a postupné jej posuneme az na usek
poslednich 10 bot. Jelikoz predpokladame, ze nikdy v tiseku nelezelo pfesné 5 pravych bot, muselo
jich byt budto vzdy alesponi 6, nebo vzdy nanejvys 4, protoze tento pocet pii posouvani tseku
nemiize ,preskocit pétku. BUNO feknéme, Ze se vidy vyskytlo alespoti 6 pravych bot. Pak ale
rozdélime celou fadu 30 bot na tfi useky, prvni obsahuje prvnich 10 bot, tfeti téch poslednich 10
a druhy tsek obsahuje zbytek. V kazdém tseku je alespon 6 pravych bot. Celkem tak mame alespon
18 pravych bot, coz je spor s tim, ze pravych bot ma byt celkem piesné 15.

(b) Ukazme, Ze problém lze vyfesit pomoci k = 2 krokd, zatimco k = 1 obecné nestadi.

Uvazujme na mnoziné matfyzikt permutaci, kterd matfyzakovi M prifadi toho matfyzika, ktery
ma jeho tricko M. Je znamo, ze kazda permutace musi sestavat z nékolika cykli — podmnozinek n
matfyzaki, kde druhy mé tricko prvniho, tfeti ma tricko druhého, atp., az prvni ma tricko n-tého.
Vsimnéme si, ze jednotlivé cykly muzeme Fesit nezavisle na sobé. Staci nam tedy ukazat, ze cyklus
matfyzakua libovolné délky umime vytesit ve dvou krocich.

Uvazujme tedy cyklus a ocislujme si matfyzaky v ném jako 0,1,...,n — 1 a uvazujme toto
¢islovani modulo n, tedy n = 0, n 4+ 1 = 1 apod. Predepisme tyto dva kroky:

(1) V prvnim kole at si matfyzédk ¢ vyméni tricko s matfyzékem n — i, pokud by ndhodou
i = n — i, tento matfyzdk neudéla nic. Po tomto kole tak matfyzdk i skonéi s trikem
n — ¢+ 1 a matfyzdk s trikem n — i + 1 skonéi s trikem (n — (n —i+1)) + 1 =1.

(2) V druhém kole at si matfyzdk ¢ prohodi tricko s matfyzakem n — i + 1. Diky tomu, jaka
méli tricka na konci pfedeslého kola, tak kazdy dostane svoje tricko. (Opét, pokud by
i =n —1+ 1, tento matfyzak neudéla nic.)

Dokazme jesté, ze méné nez dva tahy by pro néjaké rozmisténi tricek nestacilo. Pokud rozmis-
téni tricek umime vyftesit v jednom tahu, znamena to, ze pfislusna permutace sestavala jen z jedno-
a dvojcykla: jednocykly predstavuji matfyzaky, kteri si v onom jediném kole s nikym tricko nemé-
nili, a dvojcykly ty dvojice, které si tricko prohodily. Potom nam sta¢i pov§imnout si, ze existuji
permutace na 2025 prvcich, které nesestavaji pouze z jedno- a dvojcyklu. Pfikladem je ta, kdy tii
matfyzaci A, B, C maji po fadé tricka C, A, B a vSichni ostatni maji sva spravna tricka.

PozNAMKY:

Uloha (a) vétsing fesiteltt nedélala problémy. V tloze (b) ptislo hodné feseni pro jiné k, kde &asto

bud chybél diikaz minimality nebo byl chybny. Casto se objevovala konstrukce s za pouziti log(2024)
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prohozeni. Pomérné dost feSeni ztratilo body na tom, Ze dostateéné neodtuvodnila, Ze jejich parovani
opravdu funguje. (Vojta ,,Dlaza“ Gadurek)

Uloha 5.
(a) Macker zboziiuje posloupnosti. Zvolil si aritmetickou posloupnost (an)S2, s diferenci d a ge-
ometrickou posloupnost (bp)$2; s kvocientem q. Nakonec si vytvoril posloupnost (cn)$,, jez
spliiuje ¢p42 = cn+1 + ¢n pro vSechna n > 1. Vsiml si, ze pro vSechna n plati ¢, = an + bp.
Urcete vSechny mozné hodnoty d a q, vite-li, Ze posloupnost absolutnich hodnot (|cn|)S%; je ostie
rostouci.

(b) Naleznéte viechna celociselnd feseni rovnice

2
I e R )

RESEN(:
(a) Protoze an = a1+ (n—1)d a b, = b1g" !, dosazenim za ¢, = an + by, dostaneme pro viechna
n €N

Cn+2 = Cn+1 + Cn,

a1+ (n+1)d+ b1g"tt =a1 +nd+b1¢" + a1 + (n—1)d+ big"t,
I)1q"71(q2 —q—1)=a1+d(n—-2).

Vsimneme si, Ze vzhledem k n je na pravé strané linearni funkce, na levé zase exponencialni funkce,
mohou se proto rovnat pro vSechna n jen tehdy, pokud jsou ve skutecnosti obé konstantni. Na to,
aby byla prava strana konstantni funkce vzhledem k n, musi byt d = 0 a tedy (an )52 je konstantni.
Pak ovsem (b,)52; nemize byt konstantni, protoze dle zadani je (Jan + bn|)$2; rostouci. Nutné
tedy ¢ — ¢ — 1 = 0, z &ho# plyne a; = 0. ReSenim kvadratické rovnice je ¢ = %\/5 Jenomze
pro q = % dostaneme, Ze |cn| = |bn| = |b1¢"™| je klesajici posloupnost, protoze je |g| < 1, coZ je
spor se zadanim.

Jedinou moznosti pak zistava ¢ = 1+T\/5
dvojice skutecné spliuje podminky zadani.

a d = 0. Ovéfenim se muZeme presvédcit, ze tato

ALTERNATIVNI RESENI{:
Pokud nemame radi asymptotiku, mohli jsme postupovat nasledovné. Fixujme libovolné n € N.
Protoze rovnice vyse plati pro vSechna pfirozena cisla, plati taky pro n + 1 a tedy

big"(¢? —q—1) = a1+ d(n —1),
big" (g —q—1)=a1+d(n—2).

Odeétenim rovnic dostaneme d = b1q"1(¢?> — q — 1)(¢ — 1), coz taky plati pro kazdé n € N.
Dosazenim n = 1, 2 ziskdme rovnice

bi(¢> —q—1)(qg—1) =d,
big(¢®> —q—1)(g—1) =d.

Dalsim odectenim dostaneme
bi(¢® —g—1)(g—1)>=0.

Z toho plyne, ze d®> = (b1(¢? —q¢—1)(g—1))2 = b1(¢> —qg—1)-0 =0, tedy d = 0 a (an)%,
je konstantni. Pokud je ¢ = 1 nebo by = 0, je taky (bn)22; konstantni, coz je spor. Tedy nutné
¢?> — g —1=0, co uz doresime stejné jako v predchozim postupu.
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(b) Pokud je x = 0 (mod 3), dostaneme (y3)2 = 2t 2 p gt g2 1= -1=2 (mod 3), coz
je spor, protoze zadna druhd mocnina nedévé zbytek 2 po déleni 3. Tedy z = £1 (mod 3), pak
z2>1a222+1=0 (mod 3).

Tedy 3 | 222 + 1, z ¢ehoz 6 | 422 + 2 a mtzeme psat y& = 26" + x4 — 22 — 1 pro n&jaké n € N.
Pokud je z2 > 2, tak

Y =ab 4t — 2% — 1> 2" 4222 — 22 — 1> 257,
tedy y2 > 227, tedy y? > 22" 4 1. Jenomze pak
Y8 > (@ +1)% =2 4+ 32" 4+ 322" 41> 2% 432t + 322 41> 287 42t — 22 — 1 =45,
¢imz dostavame spor.

Nakonec, pokud je 2 = 1, tak dosazenim do rovnice dostdvame y® = 0. Tedy jediné mozné
feSeni jsou z =1 ay =0.

POZNAMKY:
Mnozi fesitelé udélali v prvni dlozce néjakou chybku, kterad je pak stala bodik. Taky se ne vSem
podafilo vyloucit moznost ¢ = 1_2‘/3, coz bylo takové smutné, tak jsem za to nakonec bodik nestr-

havala (pokud bylo vSe ostatni spravné zdivodnéné). Taky se vyskytlo zajimavé FeSeni vyuzivajici
charakteristicky polynom posloupnosti, bohuzel jej zradila asymptotika. Druhé dloha jiz ztracela
na popularité, feseni nebylo moc a vétsinou postupovala obdobné jako to vzorové.

(Natélia Bétorova)

Uloha 6.

(a) Soustredéni se ucastni 40 lidi a kazdy ma mezi ostatnimi néjaké idoly, pfi¢emz nikdo neni
svym vlastnim idolem. Plati, ze kazdych 19 lidi na sousu ma pravé jeden spolecny idol. Dokazte,
ze lze na sousu vybrat skupinu 20 lidi, ve které nikdo neni spole¢nym idolem zbylych devatenacti.

(b) V roviné je vyznadeno n bodi. Nejmensi vzdélenost mezi dvéma z nich je 1. Dokazte, Ze
miZeme nékolik bodi odebrat tak, aby alespori % bodii zbylo a zéroveri zddné dva z nich nebyly
vzdaleny presné 1 od sebe.

RESENT:

(a) Pro spor predpokladejme, Ze v kazdé dvacetici lidi je alespon jeden ¢lovék idolem zbylych 19.
Na sousu je celkem (38) ruznych skupin po 20 lidech. V kazdé dvacetici ur¢ime 19 lidi a jejich idola.
Potom vsechny takové devatenactice musi byt rtizné, jelikoz pokud by byly néjaké dvé stejné, méla
by takova devatenéctice dva idoly, cozZ je spor se zadanim. Zaroven z kazdé dvacetice vzejde jedna
devateniactice, tedy musi jich byt celkem (;g). Zaroven ale vSech moznych riznych devatenéctic je
pouze (i‘g), 7 nerovnosti (38) > (zllg) tak dostavame spor. Na sousu tedy lze vybrat skupinu 20 lidi,
ve které nikdo neni idolem zbylych 19.

(b) Zvolime né&jakou vodorovnou piimku v roviné tak, ze vSech n bodi lezi v jedné poloroving.
Nésledné tuto primku posouvame k bodim, dokud na néjaky nenarazime. Pokud jich bude vice,
vybereme ten nejvice vpravo. Dokazeme, zZe existuji nejvyse tfi body, které maji od vybraného
vzdalenost pravé 1. Vsechny takové body lezi na jednotkové kruznici se stfedem ve vybraném bodé
a jelikoz sousedni body na kruznici mezi sebou musi mit vzdalenost alespon 1, potom stfedovy thel
vzhledem k tétivé mezi nimi musi byt alespon 60°. Jelikoz ale lezi vSechny v jedné poloroviné urcené
primkou prochéazejici pivodnim bodem a zaroven plati, Ze na pfimce napravo od ptuvodniho bodu
zadny jiny bod nelezi, potom existuji nejvyse tii body, které maji od vybraného vrcholu vzdalenost
presné 1.



Vybrany bod si zapamatujeme, odebereme jej a spolu s nim odebereme i nejvyse t¥i body, které
od néj maji vzdéalenost pravé 1. Takto pokracujeme, dokud néjaké body zbyvaji.

Za kazdy bod, ktery si zapamatujeme, tak odebereme nejvyse tii jiné body, na konci tedy bude
vybrana alespon ctvrtina z n bodi a zaroven zadné dva body nebudou vzdaleny piesn€ o 1.

POZNAMKY:

Prvni ¢ast se podafilo uspésné zdolat prakticky vSem. V druhé ¢éasti se nékteri bohuzel vydali na
cestu do pekel, kdy se snazili argumentovat, ze pokud budou body rozmisténé v mfizce, bude se
jednat o nejhorsi pripad, ukazali, Ze v ni umi néjak trividlné odebrat body a tvrzeni bude platit.
Z toho ale bohuzel nejde pouhym mavanim rukama dokazat tvrzeni pro vSechny body. Naptiklad
pokud mfizka nebude uplna, tak se muze stat, zZe odebrani néjaké konkrétni podmnoziny bodu
pouze v zavislosti na puvodni m¥iZzce zpusobi, ze v takovém pripadé odebereme pfili§ mnoho bodu.
Je tedy dobré nepredpokladat néjakou konkrétni konstalaci bodu v rovinég, ale najit obecny postup,
ktery predpokldadad pouze vlastnosti ze zadani. (Klarka Grinerova)

Uloha 7.

(a) V kazdém bodé &tvercové mrizky 2n X 2n roste strom. Drvostép Danik miize nékteré stromy
pokécet, ¢imz se z nich stanou parezy. Dva parFezy na sebe vidi, pokud na tsecce, ktera je spojuje,
neroste zadny strom. Kolik nejvyse stromi muze Danik pokacet, aby na sebe zadné dva parezy
nevideély?

(b) Necht n je pfirozené ¢islo a p > n liché prvocislo. Budiz q nejmensi prvociselny délitel cisla
nP + 1. Dokazte, ze n + 1 je nasobkem gq.

RESEN(:

(a) Dokazeme, ze Danik miize pokéacet nejvyse n? stromt. Pro lepsi srozumitelnost budeme v fe-
Seni stromy v mfiZce oznacovat celoé¢iselnymi soufadnicemi (z,y) pro 1 < z,y < 2n.

Nejprve si uvédomme, Ze vice nez n? stromtt Danik pokécet nemtize. Rozdélme si ¢tvercovou
miizku na ¢tverce 2 X 2. Jelikoz kazdé dva stromy ze ¢tverce 2 X 2 sousedi na néjaké usecce, jisté
miize pokacet nanejvys jeden strom. Ctvercii 2 x 2 je v miizce celkem n2, v kazdém miize pokacet
maximélné jeden strom, tedy opravdu vice stromt nez n? pokacet nelze.

Déle ovéime, 7e onéch n? stromti Danik pokéacet dovede. Vyberme vsechny body, které maji
obé soufadnice liché (téch je n?) a stromy, co na nich rostou, pokacejme. Vyberme nyni libovolny
z pafezl (oznaéme jej p) a néjakou pfimku, na které lezi dalsi pafez (ten ozna¢me q), pfi¢emz
uvazujme ten, ktery je k pafezu p nejbliz (libovolny z nich). Pak jisté bod, ktery lezi uprostred
usecky pq, bude jednim z mfizkovych bodu, nebot bude mit obé soufadnice (ziskané jako primér
soutadnic p a q) celoéiselné. A jelikoz to neni bod, ktery ma obé soufadnice liché (jinak by nebyl ¢
nejbliz), roste na ném nepokaceny strom.

Opravdu na sebe tedy zadné dva pafezy nevidi a Danik mtze pokacet maximalné n? stromii.

(b) Nejprve si uvédomme, ze n + 1 déli n? + 1, protoze

nP+1=(-1)P+1=-141=0 (modn+1).
7



K feseni budeme vyuzivat fady prvki. Radem prvku n modulo p pro p { n nazyvame nejmensi
kladné celé ¢islo r, pro které plati n” = 1 (mod p). Je znamo, Ze pro kazdé s takové, ze n® = 1
(mod p), potom plati r | s.

Ze zadani vime, e nP? = —1 (mod q). Z toho plyne n?? = 1 (mod q). Zkusme se nyni podivat
na fad r ¢isla n modulo ¢q. Nejprve si ovéfme, ze to opravdu déva smysl, tedy, Zze ¢ t n. Pro spor
pfedpokladejme opak. Jelikoz ¢ | n? + 1, ziskdvame: 0 = n? +1=0P + 1 =1 (mod q), tedy spor.
Jelikoz je fad nejmensi ¢islo, pro které kongruence plati, musi byt jisté 2p délitelné r. Ziskdvame
tak r € {1,2,p, 2p}. Zaroven jelikoz n? = —1 (mod ¢q), nemiize to byt pfimo p, ani jej nemtize délit,
¢imz diky lichosti p vylou¢ime 1 a p. Mame tedy dvé moznosti:

(1) r = 2, pak plati n?2 = 1 (mod q). Potom (n+1)(n—1) =0 (mod q). Jelikoz q je prvoéislo,
musi ¢ | n+ 1 nebo ¢ | n — 1, jenZe my uz vime, ze druha délitelnost nemtize nastat.
Ziskdvame tedy chténé ¢ | n + 1.

(2) 7 = 2p. Podle malé Fermatovy véty n9~1 = 1 (mod q) (uz vySe jsme poznamenali, Ze
q t n), tudiz musi nutné 2p = r | ¢ — 1, konkrétné je tedy ¢ > 2p > 2n > n + 1. My ale
vime, Ze q je nejmensi délitel n? + 1, vime také, ze n + 1 | n? + 1, tedy je jisté ¢ < n + 1.
Mame tedy n+1 > g > n + 1, coz je spor.

Opravdu je tedy n 4+ 1 nasobkem gq.

POZNAMKY:

Téméf vSechna Feseni podulohy (a) se s ni zddrné vyporadala. Mnohdy jsem se setkdvala se Spatnym
pochopenim zadéani, kdy tesitel misto 4n? stromt mél (2n 4 1)2, za coz jsem ale body nestrhavala.
Neékteri resitelé bohuzel zapomnéli, Zze stromy se vidi, i pokud nelezi vedle sebe na fadku nebo
sloupci, a tlohu tak nevyftesili.

Do podilohy (b) se pustilo jen par odvazlived, z nich néktefi fesil problém podobné jako vzorové
feSeni, ti se vesmés do cile dostali. Néktera dalsi feSeni vSak casto predpokladdala ne uplné trivialni
véci, které by bylo potieba dokédzat, a nevyhnula se tak strzeni bodiku.

(Adéla Karolina ,, Ada“ Zackova)



