Polynomy 3

3. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 7.DUBNA 2025

ULona 1. (5 BODU)
At je n nasobek ¢tyF. Hract kostkou rozuméjme zafizeni, které ma n kladnych celych &isel (mohou
se opakovat) a které pfi hodu vrati jednu z téchto hodnot, kazdou se stejnou pravdépodobnosti.
Standardni hraci kostka je ta s ¢isly 1,...,n. Dokazte, Ze existuji hraci kostky A, B, které nejsou
standardni, ale pfitom soucet hodu A a hodu B dava stejné hodnoty a se stejnou cetnosti, jako
souCet hodu dvéma standardnimi kostkami.

ULOHA 2. (5 BOD®)
Oznaéme M mnozinu viech uspofaddanych 44tic nezdpornych celjch éisel se souétem 2025. Uréete!

Z ai---a4q4.

(a1,...,a44)EM

ULoHA 3. (5 BODU)
Kdykoliv je S mnozina néjakych nezédpornych celych éisel, at pro nezdporné celé n znaci fg(n)
pocet uspofddanych dvojic (s1, s2), pro néz si,s2 € S, s1 # s2 a s1 + s2 = n. Rozhodnéte, zdali 1ze
mnozinu vSech nezépornych celych &isel rozdélit na dvé disjunktni A, B tak, aby fa(n) = fg(n)
pro vSechna nezaporna celd n.

1Sumaénim zadpisem se zde mysli, Ze seCteme souéiny ap - - - ag4 pro vSechny 44tice (a1,...,a44)
z mnoziny M.



Polynomy 3

3. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
At je n ndsobek &tyf. Hract kostkou rozuméjme zaFizeni, které ma n kladnych celych ¢isel (mohou
se opakovat) a které pii hodu vrati jednu z téchto hodnot, kazdou se stejnou pravdépodobnosti.
Standardni hraci kostka je ta s ¢isly 1,...,n. Dokazte, Ze existuji hraci kostky A, B, které nejsou
standardni, ale pfitom soucet hodu A a hodu B dava stejné hodnoty a se stejnou cetnosti, jako
soucet hodi dvéma standardnimi kostkami.
RESEN(:
Nejprve zakédujeme libovolnou hraci kostku do polynomu. Necht se éislo 4 na zvolené hraci kostce
nachézi a;-krat. Potom odpovidajici polynom je > a;z?, kde suma jde pies ¢isla i zastoupend
na kostce. Naopak polynom odpovida hraci kostce (pro dané n) préavé tehdy, kdyz plati vSechny
nasledujici podminky:
(1) soucet jeho koeficientid je n (nebot kostka ma n stén),
(2) mé& pouze nezaporné celé koeficienty (kazdé ¢islo se budto na kostce viibec nenachézi nebo
je na kladném celém poctu stén),
(3) konstantni koeficient je nulovy (na kostce mohou byt pouze pfirozend &isla, tudiz nikoli
nula).

Standardni kostka tedy odpovida polynomu x + z2 + - - + z™.

Pro libovolné dva polynomy f(z) = ag + - - - + agz?, g(x) = bo + - - - + bex® plati, ze koeficient
uz®v f-gjed i _oaibs—;. Pokud polynomy f a g odpovidaji hracim kostkdm s n sténami, pak je
Zf:o a;bs_; pocCet zpusobt, jak mize v souctu padnout s.

Hledani dvou kostek, na kterych v sou¢tu padaji stejné ¢isla se stejnou pravdépodobnosti jako
na dvou standardnich kostkach, jsme pfevedli na hledani dvou polynomu f a g spliiujicich vSechny
t¥i podminky vyse a pro které plati f-g = (z +x2 +-- - +2™)2. ProtoZe n je nasobek &tyf, existuje
prirozené ¢islo k takové, ze n = 4k. Potom

z+a’ 4+ 42" =z - Q+az+ - +a* =z 142 Q+22+ . +2¥*2)=
=z -(1+az) - 1+z2) - Q42+ 2% %),
Proto pokud zvolime
f=z-Q+z)? Q+a*+.. 42,
g:a:~(1+ar2)2~(1+:c4+~~-+w4k74),
bude platit f-g = (x+ 22+ - +2z™)2. Nyni musime ovéfit, Ze tyto polynomy odpovidaji néjakym
hracim kostkam.

(1) Dosazenim x = 1 ziskdme soudet koeficientii. Protoze f(1) = g(1) =1-22 -k = 4k = n, je
splnéna podminka na soucet koeficientu.

(2) Sou¢in polynomt s nezdpornymi celymi koeficienty méa opét nezaporné celé koeficienty,
tedy i druhd podminka je splnéna.



(3) Polynom je délitelny = pravé tehdy, kdyz ma nulovy konstantni koeficient, tedy i tfeti
podminka je splnéna.
Zbyva ovérit, ze odpovidajici kostky nejsou standardni. Pokud by byly standardni, musely by byt
stupné n, protoze uz vime, ze jsou to n-sténné hraci kostky. Avsak f je stupné n — 1 a g je stupné
n+ 1.

POZNAMKY:

Vétsina fesitel postupovala podobné jako vzorové feSeni, avSak Casto opomnéli ovéfit vSechny
podminky, Ze vysledné polynomy vskutku odpovidaji hracim kostkdm. Nakonec jsem se rozhodla
strhavat body pouze pokud bylo jejich ovéfeni netrivialni, ale davejte si na takové malickosti pozor.
Dalsim castym problémem bylo nepochopeni toho, ze vSechny kostky vystupujici v zadani maji n
stén. (Magdaléna Misinov4)

Uloha 2.
Ozna¢me M mnozinu vSech uspoiddanych 44tic nezapornych celych &isel se souctem 2025. Urcetel
a1 aaq.

(ay,...,as4)EM

RESENT:
Oznaéme si mocninnou fadu F(z) = Y32 o ka* = = + 222 + 323 + - -+ Zkusme nyni interpretovat
koeficienty v fadé

F(x)44:(x+2x2+3x3+-~~)-(1’—1—2:62+3:c3+~~~)-~~(x+2x2+3x3+--~).

44-krat
Kdyz si pfi roznasobovani zavorek kazdé s kazdou vezmeme aj1x®! z prvni zavorky, azz®2? z druhé
zdvorky, ... a asqx®44 ze 44-té zavorky, prispéje nam to do vysledku (aiasz - - - a44):1:“1+“2+“‘+“44.
Posbiranim vsech téchto piispévkil dostaneme, #e koeficient u z¥ v F(x)** je presné soudet vech
sou¢ini usporadanych dvojic nezapornych éisel se souctem k. Specidlné se tedy vysledek tlohy
skryva v koeficientu u 22025 v F(x)%4.
Nyni zapojime znalosti o konkrétnich rfadach, které mame ze seridlu. Mimo jiné jsme potkali

fady tvaru
1 > <k+d> x
T — o, (*)
N

Specidlné pro d = 1 vzhledem k (kJ{l) = k 4+ 1 vznikne
v 2 4.3
=1+2z+ 3z +4x° +---
(1—=)?

To vypada skoro jako F', od které se lisi jen posunutim koeficientti. Tento neduh se spravi vynaso-
benim z, takze mame F(z) = ﬁ
44
Hledame proto koeficient u 2202% v F(x)%* = (lfW' Abychom jej nasli, rozvineme znovu do

fady. Znovu pouzijeme (*) a ziskdme
1 = (k+87
.
1—=z) = 87

1Sumaénim zadpisem se zde mysli, Ze seCteme souéiny ap - - - ag4 pro vSechny 44tice (a1,...,a44)
z mnoziny M.



takZe vynasobenim z4* posléze vzejde

A4 :i(k+87>zk+44:i <k—44+87>$k
— 88 :
(1-=x) =\ 8T i 87

2025—8$4+87) _ (2068) .

Hledanym vysledkem je proto kombinaéni ¢islo ( 87

POZNAMKY:
Valna vétsina feSeni, jez jsme obdrzeli, byla spravné a postupovala vesmés stejné jako vzordk.
Objevilo se ale i lyrické feseni kombinatorickym pocitanim.

Rad bych zde také ucinil jednu nazvoslovnou poznamku. V nékterych fesenich jsem se setkal
s vyrazem ,termin“ k oznaceni ¢lenu polynomu (¢i mocninné fady). Mohu se pouze domnivat,
ze puvodem je doslovny pieklad anglického term, coz je v angli¢tiné zcela korektni oznaceni, do
Cestiny se ale v matematickém kontextu preklada jako ,clen“, nikoliv ,termin® jako v kazdodennim
kontextu.? (Maté&j Dolezélek)

Uloha 3.

Kdykoliv je S mnozina néjakych nezdpornych celych éisel, at pro nezdporné celé n znadi fg(n)
pocet uspofadanych dvojic (s1,s2), pro néz si,s2 € S, s1 # s2 a s1+ s2 = n. Rozhodnéte, zdali Ize
mnozinu vSech nezédpornych celych ¢isel rozdélit na dvé disjunktni A, B tak, aby fa(n) = fp(n)
pro vsechna nezaporna cela n.

RESEN(:
Dokazeme, ze takové rozdéleni existuje.

Nejprve par pozorovani. At je S libovolnd mnozina nezapornych celych éisel a zakédujme ji
do mocninné fady Gg(z) = > ,cgz°, tedy do takové fady, kterd ma u z* koeficient 1, pokud
k€S, a0, pokud k ¢ S. Potom v sou¢inu Gg(z)? vznikne roznasobenim ¢len x31152 za kazdou
uspotadanou dvojici (s1, s2) prvki S. Dohromady se tak u libovolného z¥ nasbira pocet takovych
usporddanych dvojic se souétem k. To je skoro fs(k), az na podminku s1 # sa.

Naproti tomu Gg(2?) (exponent je uvnitt zavorky, pfedtim byl vné!) je prosté Yses 225, takze
k
jako pocet téch usporadanych dvojic (2517 s2) prvki S, pro néz s1 + s2 = k a pfitom s1 = s2.

Z toho dohromady plyne, ze fadu Y 02 ; fs(n)a™ miZeme vyjadiit jako Gg(z)? — Gg(x?). Nyni
k tloze jako takové. Ptame se, zda dovedeme rozdélit nezaporna celd ¢isla na dvé disjunktni A, B
tak, aby

koeficient u z* je 1, pokud je k sudé a £ € S, a 0 jinak. To mizeme trochu krkolomné pfeformulovat

Ga2)? — Gaa®) = Gp(2)> - Gp(a®). (®)

Preusporadanim ziskdme tvar
(Ga(z) = Gp(2))(Gale) + Gp(z)) = Ga(e®) — Gp(a?).

Dale vyuzijeme toho, ze A a B tvofi disjunktni rozdéleni nezdpornych celych ¢&isel, coz je v feci
naseho kédovani mnozin do mocninnych fad ekvivalentni G4(z) + Gp(x) = > 72 jz™ = ﬁ

Nyni si jesté vSimneme, Ze na obou stranach se vyskytuje rozdil G4 — Gp, jenom je do néj
napravo dosazeno z2. Pokud tedy ozna¢ime H = G4 — G g, mame

= H(z?), (©)

2V univerzalni algebie ¢i logice se lze setkat i s pouzitim neptelozeného ,term*, stale vSak ne
Htermin®.



pricemz H je fada, v niz je kazdy koeficient bud 1, nebo —1. Zdiraznéme, ze tahle rovnice je stéle
v podstaté ekvivalentni ptivodni tloze: Pokud najdeme ,,plusminusjedni¢kovou® fadu H(z) € C|[z]]
spliujici (©), pak z ni dovedeme zrekonstruovat A i B podle toho, u kterych z* jsou 1 a u kterych
—1. Tato rekonstrukce mnozin zarudi, ze G4 — G bude rovno nasi vychozi H, nacez se pak (©)
ekvivalentnimi Gpravami pfevede zpét na (#), coz uz piesné fika, ze fa(n) = fp(n) pro vsechna
n.

Sta¢i ndm proto zkonstruovat plusminusjedni¢kovou fadu H, jez fesi (©). To lze provést piimo
z (V), ozna¢me si k tomu zatim neznadmé plusminusjednicky pomoci H(z) = > o2 jenz™. Pteve-
denim 1 — z napravo v (©) pak mame

oo oo oo
Z enz” =(1—2x) Z ez = Z (enz®" — ena®"t1),
n=0 n=0 n=0
coz odpovida sadé€ rovnosti €2y, = € a €2p41 = —€n. Z toho lze posloupnost €, navolit postupné:
nejprve si libovolné zvolime g € {1, —1}, nasledné €1 = —eg. Poté zase 9 = &1 a €3 = —¢1, déle
€4 = €2, €5 = —€2, € =2¢€3, &7 = —e3 atd.

Do problémi se nikdy nedostaneme, nebot kazdé €5 vystupuje v pravé jedné rovnosti porovnavajici
jej s néjakym €; na nizsim indexu j < k. Hledand fada H proto existuje, takze také lze provést
rozdéleni nezapornych ¢isel pozadované v tloze.
Mimochodem, pokud se na tuto konstrukci jesté chvili zahledis, mohou Ti z ni vyplynout jesté

nasledujici pozorovani — nechavame Ti je jako cviCeni:

(i) Az na prohozeni A, B existuje jen jedno rozdéleni, které tlohu spliiuje.

(ii) A konkrétné je to rozdéleni, v némz A tvofi ta &isla, jez maji ve svém zapisu ve dvojkové

soustavé sudy pocet jednicek, a B zase ta, kterd maji lichy pocet jednicek.

POZNAMKY:
Vsechna dosla feseni v néjaké podobé odhalila spravné rozdéleni na A a B, takze vSechna obdrzela
nenulové mnozstvi bodid, ne vzdy se ale podafrilo funkénost tohoto rozdéleni korektné dokéazat.

V feseni Ondreje Vocéky mne samotného piekvapilo, Ze rekurence €2, = € @ €2n41 = —€n (resp.
jejich kombinatorické ekvivalenty: pokud n € A, pak 2n € A, 2n 4+ 1 € B) lze nahlédnout cisté
kombinatoricky, nacez se tloha da vyftesit i bez generujicich funkci. (Matéj Dolezalek)



