Opakovani

3. PODZIMNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 2. PROSINCE 2024

V této sérii pomoci f¥(n) znacime f(f(--- f(n)---)).
———

k-krat

ULOHA 1. (3 BODY)
Pro kladné celé ¢islo n definujme

fR)=14+114+111+4---+11...1,
——

n-krat
kde s¢itame n s¢itanci. Uréete nejmensi n takové, ze f(n) je nadsobkem 45.

ULOHA 2. (3 BODY)
Oznaéme f(z) = ﬁ Uréete £2925(2024).

ULOHA 3. (3 BODY)
Johy na tabuli napsala ¢isla 5, 7 a 11. Poté v kazdém kroku vybrala z tabule dvé ¢isla a, b a pfipsala
tam také ¢islo ba — 4b. Mohlo se na tabuli po koneéném poctu krokt objevit ¢islo 20247

ULOHA 4. (5 BODU)
Ozna¢me P mnozinu vSech prvocisel. Naleznéte vSechny funkce f : P — P takové, ze pro libovolna
p,q € P plati

NSD(p, ) = NSD(J*(q), f*(p)-

ULOHA 5. (5 BoD)
Necht f : N — N je funkce dana predpisem

Fn) = 5, pokud je n sudé,
"] 3n+1, pokud je n liché.

Dokazte, ze pro libovolné n € N lze zvolit £ € N takové, Ze v nekonecné posloupnosti

kn,  f(kn), f(f(kn)), F(f(f(kn))),

se vyskytne ¢islo 1.

ULoHA 6. (5 BODD)
Stépan si nakreslil sviij oblibeny nedegenerovany trojthelnik. Poté v kazdém kroku opakoval na-
sledujici: zméril délky stran a, b, ¢ svého soucasného trojuhelniku, smazal jej a pokusil se nakreslit
novy trojuhelnik s délkami stran a +b — ¢, a + ¢ — b, b + ¢ — a. Pokud z tsecek s témito délkami
nesel sestrojit nedegenerovany trojuhelnik, Stépan kresleni zanechal. Uréete vSechny mozné délky
stran prvniho trojahelniku, pokud vite, Ze Stépan kreslil nové a nové trojthelniky do nekoneéna.



ULOHA 7. (5 BODD)
Najdéte vSechny funkce f : N — N takové, ze pro kazdé n € N existuje pravé jedno k € N splnujici
ffn) <n+k+1.

ULoHA 8. (5 BoD)
Lukéas na tabuli napsal kone¢né mnoho racionélnich ¢isel. Poté pfisla Bara, z tabule zvolila dvé ¢isla
z, y (ne nutné riznd) takova, ze xy # 1, a pfipsala na tabuli také ¢islo llj'my . Toto mohla libovolné
mnohokrat zopakovat. Dokazte, Ze at napsal Lukas na tabuli jakékoliv éisla, vzdy existovalo néjaké
q € Q, které Bara na tabuli nemohla dostat, at se snazila sebevic.




Opakovani

3. PODZIMNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Pro kladné celé cislo n definujme

fn)=1+4114111+---+11...1,
——

n-krat
kde sc¢itame n sc¢itancu. Urcete nejmensi n takové, ze f(n) je ndsobkem 45.

RESEN(:
Oznacme si
=11...1.
¢(n)

n-krat

Potom f(n) mizeme zapsat jako f(n) = > p'_; ¢(k). VSimnéme si, ze f(n) je ndsobkem 45 pravé
tehdy!, kdyZ je nasobkem 5 a zaroveni 9. Rozeberme nejprve délitelnost péti. Nejprve si viimnéme,
ze dekadicky zapis ¢ (k) konéi jednickou pro libovolné k € N, ¢ili ¢(k) =1 (mod 10). Potom je také
»(k) =1 (mod 5). Protoze f(n) je soucet n ¢isel, ktera davaji zbytek 1 modulo 5, bude vysledek
davat zbytek n:

n

fn) =" (k)

k=1

n
Z 1=n (mod 5).
k=1

Vidime, Ze aby mohlo 5 | f(n), musi 5 | n.

Nyni se podivejme na délitelnost deviti. VyFfesime nejprve, kolik je ¢(n) modulo 9. Plati, ze
zbytek po déleni éislem 9 je stejny jako zbytek jeho ciferného souétu po déleni 9. Proto p(n) =n
(mod 9). Muzeme tedy spoditat zbytek

~ ~ n(n+1)
f)=> ek)=> n= ——— (modo).
k=1 k=1
Proto aby platilo 9 | f(n), musi 9 | f(n) = %, tedy 9 | n(n + 1). Trojka nemize zaroveii délit
dvé po sobé jdouci ¢&isla, takze musi bud 9 | n, nebo 9 | n + 1.

Dejme nyni vSe dohromady. Zjistili jsme, ze 5 | n a zaroven 9 | n, nebo 9 | n 4+ 1. VyfeSme tedy
dva pfipady. Uvazme nejprve 5 | n a 9 | n. To plati pravé tehdy, kdyz 45 | n, takze n je n&jaky
nasobek 45. Nejmensi takovy nasobek je n = 45. Pro druhy pfipad 5 | n a 9 | n + 1 vyzkousejme
nékolik moznosti. Aby 9 | n + 1, musi n = 9k — 1 pro né&jaké k € N. Dostdvame postupné éisla 8,
17, 26, 35. Nejmensi, které je délitelné 5, je 35.

Protoze 35 < 45, nejmensi feseni je n = 35.

IEkvivalence plati, protoze 5 a 9 jsou nesoudélna
1



POZNAMKY:

Vétsina Fesitelt vytesila ulohu spravné. Nejéast&jsi chybou bylo tvrdit, ze ciferny soudet f(n) se
rovnd 1 4+2+ ...+ n = % Toto neplati pro vétsi n. (Zkus si dosadit n = 10.) Cisla pouze
dévaji stejny zbytek modulo 9. (Ondra Trinkewitz)

Uloha 2.
Ozna¢me f(z) = ﬁ Urcete £2925(2024).

RESEN(:
Podivame se, co se stane, pokud f(z) nékolikrat opakujeme.

1
1 _
F@ =
N T S T
T rre = =
Sy b 1
PO pm i m =

Vidime, Ze f3(z) = z, a tak plati f3*(x) = = pro kazdé pfirozené k. Jelikoz 2025 = 3 - 675, tak
x) = z) =z, tedy 2024) = 2024.
2025 3 dy 12025

POZNAMKY:

Vsichni Fesitelé si s tlohou velmi dobfe poradili, jen nékteri trochu valcili s ipravami vyrazt nebo
se zbytky po déleni &islem 3, jelikoz f(x) = f1(x) nikoliv fO(z). (Klérka Grinerova)
Uloha 3.

Johy na tabuli napsala ¢isla 5, 7 a 11. Poté v kazdém kroku vybrala z tabule dvé ¢isla a, b a pfipsala
tam také ¢islo 5a — 4b. Mohlo se na tabuli po koneéném poctu krokii objevit ¢islo 20247

RESENT:

Vsimnime si, Ze na tabuli s iba neparne (liché) ¢isla. Ak st na tabuli iba neparne &isla, vieme
v jednom kroku pripisat iba dalSie neparne ¢islo. Pre¢o? Zoberme si dve éisla z tabule, kedze su
neparne, vieme ich zapisat napriklad ako a = 2k +1 a b = 2m + 1, kde k a m st celé. Potom
pripiSeme c¢islo

5(2k+1) —4(2m +1) = 10k +5 — 8m — 4 = 2 (5k — 4m) + 1,

¢o je vzdy nepérne.

To znamen4d, Ze na to, aby sme na tabulu dopisali parne (sudé) &islo, musi uz nejaké parne &islo
na tabuli byf. V nasom priklade tam na zaciatku nie je, a tak sa nikdy nedostaneme do stavu, ze
pripiSseme prvé parne ¢islo. Nikdy sa tak na tabuli neobjavi ziadne parne cislo, teda ani 2024.

POzZNAMKY:
Vicsina riesitelov riesila tlohu pomocou parity. D4 sa to ale napriklad aj cez zvysky po deleni 4
alebo 5, mozes si to vyskuasat. (Alica Doményova)



Uloha 4.
Oznac¢me P mnozinu vSech prvocisel. Naleznéte vsechny funkce f : P — P takové, ze pro libovolna

p,q € P plati
NSD(p, q) = NSD(f?(q), f4(p))-

RESENI:
Vsimnéme si, ze f(z) = x rovnost spliiuje. Dale ukdzeme, ze z4dnd jind funkce rovnost nespliiuje.

Uvazme vyhovujici funkci, kterd neni identita. Pak jisté existuji néjaka prvocisla p # ¢ takova, ze
f(p) = q. Ze vztahu ze zadani pro dvojici prvocisel p, p plati: p = NSD(p, p) = NSD (fP(p), fP(p)) =
fP(p). Co to vlastné znamena? Pokud mame prvocéislo p, vratime se po p aplikacich funkce f zpét
na hodnotu p, pro kazdé prvocislo tak funkce vytvori cyklus.

Méjme cyklus Cp prvocisel pi,...,py takovy, ze k | p (nebot vime, Ze po p krocich se opét
dostaneme na zaéatek cyklu), p1 = p, p2 = ¢, pro i < k plati f(p;) = pit+1 a f(pr) = p1. Protoze p
je prvoéislo, mize byt k pouze 1 nebo p. Jelikoz p a f(p) = g jsou dva razné prvky cyklu, nemuze
k byt rovno 1, musi byt tedy rovno p.

Analogicky ziskame i cyklus Cy délky g obsahujici g. Cykly C; a Cj oba obsahuji prvocislo g,
tedy plati Cq = Cp. To je ale spor, protoze maji rozdilné délky.

Jedind funkce, kterd splituje rovnici je opravdu f(p) = p.

pit1 = f(ps) i
;s
/ . . \
° °
P \ / p2
.
pP1=Pp

PozNAMKY:
Spousta feseni byla spravnych. OvSem hodné jich méachalo rukama, nohama, za coz jsem bohuzel
musel strhavat body. :( (Vojta ,,Dldza“ Gadurek)
Uloha 5.

Necht f : N — N je funkce dang pfedpisem

n : 7
2, pokud je n sudé,
fny=1 2 o
3n+ 1, pokud jen liché.
Dokazte, ze pro libovolné n € N Ize zvolit k€ N takové, Zze v nekonecné posloupnosti

kn,  f(kn), f(f(kn)), F(f(f(kn))),

se vyskytne ¢islo 1.



RESENI:

Nejprve si uvédomme, e jakmile se dostaneme k ¢&islu 2% pro libovolné nezaporné i, po i iteracich
nasi funkce se dostaneme na 1. Nasim cilem bude tedy pro dané n najit takové k, které by argument
funkce eventudlné pfetvorilo na mocninu dvou.

Vyjadfeme si nase dané n jako 2%z, kde z je liché a £ > 0. Jisté takto miZeme vyjadF¥it libovolné
n (uvédomme si, Ze pro lichd n bude ¢ = 0). Zfejmé p¥i prvnich £ iteracich budeme argument funkce
pouze délit dvéma. Pfedpokladejme, Ze nase k je liché (pokud by bylo sudé, pouze bychom ptidali
iterace, které by argument délily dvéma, az bychom se eventualné dostali k néjakému lichému &’).
Po néjakém poctu iteraci tedy budeme mit ¢éislo kx, které je liché, po dalsi iteraci bude 3kx + 1.

Ukazeme, Ze existuji k, j, pro néz plati 3kx 4+ 1 = 27, tedy, Ze vy$e zminény vyraz je mocninou
: 2;;1
vybrat takové j, ze 27 =1 (mod 3z).

Nyni mizeme byt hrozné fancy a vzpomenout si, Ze existuje Eulerova véta. Ta nam fika, Ze pro
kazdé piirozené n a kazdé pfirozené a nesoudélné s m plati, ze a®(™) = 1 (mod m). Pokud tedy
do Eulerovy véty za m dosadime 3z a za a dosadime 2 (coz je jisté s lichym ¢islem 3z nesoudélné),
dostaneme 2°(32) = 1 (mod 3z). Ziskdme tak, Ze né&jaké takové vyhovujici j bude napfiklad p(3x).

Pokud si ndhodou na Eulerovu vétu nevzpomeneme, mizeme si uvédomit, ze mezi prvnimi 3x+1
mocninami 2 budou z Dirichletova principu ur¢ité dvé se stejnym zbytkem modulo 3z. Necht to
jsou 2% a 2° kde BUNO a > b. Pak plati 2¢ = 2° (mod 3z). Jelikoz 2° a 3z jsou nesoudélné,
muzeme kongruenci vydélit 2°. Tim ziskdme 2% = 1 (mod 3z). Pokud tedy zvolime j = a — b,
mame piislusny vyhovujici exponent, ktery lze jednoduse ziskat spoc¢tenim prvnich nékolika mocnin
2 a jejich zbytkd modulo 3x.

Dokazali jsme, ze takové j lze zvolit, tedy lze zvolit i pfislusné k. Tim padem bude i néjaky ¢len
nasi posloupnosti mocninou 2 a opravdu se v posloupnosti eventualné vyskytne ¢islo 1.

dvou. Vyjadieme si k = . Jelikoz k musi byt pfirozené, musi 3z délit 27 — 1, chceme tedy

POZNAMKY:
Naprosta vétsina Fesiteli postupovala stejnym smérem, jako vzorové feseni. Néktefi Fesitelé byli
odvazni a vydali se jinudy. Nékterym to vyslo, jini se bohuZel ztratili v nefungujicich argumentech.
Byla jsem pfisnéd a za neocitovani vét/nedovysvétlené véci jsem strhévala bod. Za feSeni, kterym
chybélo si uvédomit, Ze existuje néco jako Eulerova véta, jsem davala 3 body.

(Adéla Karolina ,, Ada“ Zackova)

Uloha 6.

Stépan si nakreslil sviij oblibeny nedegenerovany trojihelnik. Poté v kazdém kroku opakoval na-
sledujici: zméril délky stran a, b, ¢ svého soucasného trojiuhelniku, smazal jej a pokusil se nakreslit
novy trojuhelnik s délkami stran a +b — ¢, a + ¢ — b, b + ¢ — a. Pokud z tsecek s témito délkami
nesel sestrojit nedegenerovany trojtihelnik, Stépan kresleni zanechal. Urdete viechny mozné délky
stran prvniho trojiihelniku, pokud vite, ze Stépan kreslil nové a nové trojihelniky do nekonecna.
RESEN(:

Ukazme, Ze jestli se Stépanovi podafilo kreslit trojihelniky do nekoneéna, jisté zacal s rovnostran-
nym trojahelnikem.

Bez Gjmy na obecnosti pro spor predpokladejme, Ze mame nerovnostranny trojihelnik se stra-
nami a, b, ¢, kde a > b > ¢ > 0, takovy, Zze by mohl Stépan kreslit trojuhelniky do nekoneéna.
Ozna¢me si S = a + b + c¢. Po prvnim kroku se ndm délky stran zméni na a+b —c¢, b+ c — a,
¢+ a — b. VSimnéme si, ze tyto délky umime zapsat jakoa+b—c=S—2¢,b+c—a =S — 2a,
c+a—b=S—2b. Vzhledem k pfedpokladu a > b > ¢ > 0 budou délky stran nového trojahelniku
sefazeny nasledovné: S —2¢> S —2b> S — 2a.

Podivejme se nyni na rozdil nejdelsi a nejkratsi strany. Na zacatku to byly po fadé strany a
a ¢, jejich rozdil byl tedy roven a — c¢. V dalsim kroku to pak je rozdil stran S — 2¢ a S — 2a, tedy
S —2¢c— 5+ 2a=2(a—c). To oviem znamena, Ze se rozdil nejdelsi a nejkratsi strany v kazdém
kroku zdvojnasobi. Pokud tedy na zacatku Stépan dostal trojihelnik, kde je tento rozdil vétsi nez
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0, a vime, ze v kazdém kroku 2x vzroste, po néjakém kroku zminény rozdil jisté pfesdhne i hodnotu
S.

Také ale plati, Ze se soucet stran trojihelniku na zac¢atku a po prvnim kroku nezméni, jelikoz
a+b+4+c= S a zaroven

S—2a+S5S—-20+85—-2c=35—-2(a+b+c)=35-25=2S.

Tim padem zustava obvod trojuhelniku stejny a zaroven, jak uz vime, rozdil nejdelsi a nejkratsi
strany v néjakém kroku presdhne hodnotu S. Oznacéme si délky stran takového trojuhelniku jako
c<b<a>c+S. Jelikoz je nutné kazda strana trojuhelniku mensi nez jeho obvod, plati S >
a > c+ S, tedy strana ¢ by musela byt zadporna. Dostavame tak spor s predpokladem, Ze rozdil
nejdelsi a nejkratsi strany je na zac¢atku nenulovy (Ze je trojuhelnik nerovnostranny), tudiz tento
rozdil musi byt roven 0. Pak ovSem na zacatku platiloa >b>c=a — a=b=c.

Pro rovnostranny trojihelnik s délkami stran a,a,a dostaneme v dalsim kroku trojuhelnik
o délce kazdé strany a + a — a, tedy opét a. Vidime, Ze trojuhelnik viibec nezménime, takze ho
opravdu miizeme (ne)obmétiovat do nekoneéna.

Zavérem je, Ze se Stépanovi mohlo povést kreslit trojuhelniky do nekoneéna pravé tehdy, kdyz
zacal s rovnostrannym trojihelnikem.

PozNAMKY:

Na tuto tlozku ndm dorazila spousta riznych feseni! Kazdy fesitel k zadani pfistupoval trosku jinak
— nékteré postupy byly o dost pracnéjsi nez postup, ktery jsem pouzila ve vzordku. To v nékterych
pripadech vedlo k mensim chybkdm nebo k nepofddnym dtkaziim a v takovych piipadech jsem
strhavala bodiky. I techni¢téjsi cestou se ale vétsiné resiteli podarilo dojit ke spravnému zavéru
a v8ichni se s ulozkou nélezité poprali! (Lenka Poljakova)

Uloha 7.

Najdéte vsechny funkce f : N — N takové, Ze pro kazdé n € N existuje pravé jedno k € N spliujici
fk(n) <n+k+1.

RESENT:

Necht f je libovolné funkce vyhovujici zadani. Sporem o ni dokézeme, Ze pro vsechna n € N spliiuje
f(n) > n + 1. Pro spor tedy pfedpoklddejme, Ze existuje n1 € N takové, ze f(n1) < ni + 1.
Ozna¢me n2 = f(n1). Pro na ze zadani existuje ko takové, ze f*2(na) < na + k2 + 1. Dosazenim
za no dostavame:

FF2(f(n1)) < (1) + k2 + 1,
) < f(n) + ke +1< (m+ 1) +ka+1=n1+ (k2 +1) +1,
kde druhd nerovnost plyne z f(n1) < ni + 1. Pro n1 je tedy hodnota k, kterd spliiuje nerovnost ze
zadani, k2 + 1. To je ale spor, protoze plati fl(nl) <ni1+ 141 a nerovnost je tedy splnéna i pro
k =1, coz je nutné jina hodnota (k2 # 0). Dostali jsme spor a pro kazdé n tedy plati f(n) > n+1.
Tedy f(n) > n + 2, z &ehoz plyne f*(n) > n + 2k pro viechna k € N.
Zvolme si nyni konkrétni n’. Pro néj existuje unikatni k’, pro které je splnéna nerovnost ze
zadani f’“/(n’) <n/ 4+ k' + 1 a zaroven plati nerovnost fk'(n’) > n' + 2k’. Musi proto platit:
n +k +1>n" + 2k,
1>k,
A jelikoz k' € N, tak z toho jiz k' = 1. Pravé jsme tedy dokazali, Ze aby funkce vyhovovala zadani,
tak pro vSechna n musi byt hodnota k spliiujici nerovnost v zadani rovna jedné. Tedy f(n) < n+2
pro vSechna n. Mame v8ak i opa¢nou nerovnost a dohromady tedy f(n) = n+2 pro v8echna n € N.
Takova funkce je jiz jednoznacné urcena a sta¢i ukazat, ze skuteéné vyhovuje zadani. To je vSak jiz
jednoduché, protoze ziejmé pro libovolné n a k = 1 je nerovnost splnéna, ale pro k > 2 dostavame
fF(n) =n+2k>n+k+2. Jedina funkce vyhovujici zadani je tedy f(n) =n + 2.
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POZNAMKY:

pozor, ke které hodnoté n patii dané k a pak naptiklad odecitala k, ktera vibec nebyla stejné.
Diilezité také bylo neptedpokladat o funkci nic, co nemusi platit - funkce napfiklad nemusi mit
zadny predpis polynomem a muZe se pro ruzné hodnoty chovat velmi odlisné. No a pak je také
dulezité nezapominat, ze kdyz ¢loveék dojde ke konci diikazu a spravné urci, ze funkce vyhovujici
zaddni nemtze mit jiny predpis nez f(n) = n + 2, tak je jesté dilezité alesponn zminit, Ze tento
predpis jiz zadani spliuje. (Martin ,, Fofik“ Fof)

Uloha 8.

Lukas na tabuli napsal kone¢né mnoho racionélnich cisel. Poté prisla Bara, z tabule zvolila dvé ¢isla
z, y (ne nutné riznd) takova, ze vy # 1, a pfipsala na tabuli také ¢islo ffzyy. Toto mohla libovolné
mnohokrat zopakovat. Dokazte, ze at napsal Lukas na tabuli jakakoliv ¢isla, vzdy existovalo né&jaké
q € Q, které Bara na tabuli nemohla dostat, at se snazila sebevic.

RESENI:
a C

Kdyz si zkusime dosadit za raciondlni &isla = § a y = §, zjistime, ze 2ty — adtbe  mge,

1—z bd—ac

nam zacne pfipominat nasobeni komplexnich ¢&isel: (b + ai)(d + ci) = (bd — ac)y+ (ad + bc)i; pii-
padné Brahmaguptovu identitu: (a? + b2) (c? + d?) = (ad + bc)? + (bd — ac)?. Pro libovolné = € Q
v zakladnim zlomkovém tvaru x = % tedy oznacme a zkoumejme Z = a? + b2. Vsimnéme si, e
Z € N. Pokud vezmeme néjaké Barou vytvorené &islo z = szyy = % a prevedeme zlomek do
zdkladniho tvaru vydélenim dCitatele i jmenovatele éislem D, kde D = NSD(ad + bc, bd — ac), pak
pro Z, y a z definovand stejné jako vyse bude platit:

(ad +bc)?2  (bd — ac)?
D2 + D2
Ozna¢me X = {z1,x2,...,Zn} mnozinu &sel, kterd Lukas na zac¢atku napsal. Kdykoliv Béara na
tabuli pfidala né&jaké &islo z = fcj;{y,
déli z, musi nutné byt podmnozinou prvocisel, ktera déli z-y. To ale znamena, Ze pro kazdé z, které
kdy Béra na tabuli vytvofi, mize byt z délitelné pouze prvocisly (tedy mit ve svém rozkladu pouze
prvodisla), ktera délila Z; pro nékteré z pociteénich ¢isel x; € X. Volné feCeno, pomoci Bafiny

operace nemiize v rozkladu z vzniknout zadné ,nové“ prvodislo.

Nyni tedy vezméme néjaké prvoéislo p = 1 (mod 4) (k ¢emu bude tato vlastnost potieba,
uvidime pozdéji) takové, ze p t T; pro kazdé xz; € X. To jde vzdycky, protoze prvocisel kongruentnich
1 modulo 4 je nekone¢né mnoho.

Tudiz p nemtze délit z pro zddné z, které kdy Bara umi na tabuli vytvotit. Kdybychom tedy
nasli néjaké w € Q takové, Ze p | W, mame vyhréno, protoze je Bara uréité nevyrobi.

Nyni si vzpomeneme na znamé tvrzeni, ze pro kazdé prvocislo p kongruentni 1 modulo 4 je —1
kvadraticky zbytek, tedy ze existuje k € N takové, ze k2 = —1 (mod p). Potom ale plati p | k2 +12,

| (ad + be)? + (bd — ac)? = (a® + b2) (02 +d*) =2-7.

z=

vime, Ze z | ¥ - y. Potom ale plati, Ze mnozina prvocéisel, ktera

kde si miizeme v§imnout, ze k2 4+ 12 = (%) Takze kdyz zvolime naSe w = %, plati p | @ a mame
vyhrano.

Nasli jsme w € Q, které Bara nikdy nemuze na tabuli dostat.
POzZNAMKY:
Zbytek ulohy se dal dofesit riizné, osobné se mi libilo elegantni feseni od Dominika Rigasze pomoci
Gaussovych prvoéisel?. (Ondra Trinkewitz)

20 Gaussovych prvoéislech si miizes pékné poéist napiiklad tady: |https://prase.cz//library,
5_AlgebraickaTC_1/s_AlgebraickaTC_1.pdl, nebo trochu obséahleji od strany 29 zde: |attps://prase
cz/ /library /KomplexniCislaJHJO /KomplexniCislaJHJO.pdf.
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