V lese

3. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 7.DUBNA 2025

ULona 1. (3 BODY)
Matéj chtél vysazet les. Do kazdého policka ¢tvercové tabulky 8 x 8 zasadil jeden strom, pficemz
nékteré z nich byly duby a zbylé buky. Je mozné, aby v kazdém fadku rostl rizny pocet bukt, ale
v kazdém sloupci jich rostl stejny pocet?

ULOHA 2. (3 BODY)
V lese roste 50 stromi s vyskami 1, 2, ..., 50 metri. Rozhodnéte, zda si Lukas mutze vybrat 33
z nich, aby vyska zaddného z vybranych stromu nebyla presné dvojnasobkem vysky jiného vybraného
stromu.

ULOHA 3. (3 BODY)
José vedl skupinku ¢étyf ucastnikt kratkého vyletu, ale po cesté zpatky na objekt se ztratili. Po
dlouhém bloudéni se dostali na kiizovatku, ze které (kromé cesty, po které na ni p¥isli) vedou &ty¥i
cesty, pficemz dojit na konec libovolné z nich trva 20 minut. José vi, Ze objekt lezi na konci jedné
z téchto cest, ale nepamatuje si na které. Také vi, ze dva z Gcastnikl jsou spravni a poctivi a vzdy
mluvi pravdu, kdezto dva jsou nezbedové a mohou jak mluvit pravdu, tak lhat. Bohuzel ale nevi,
ktefi ucastnici jsou nezbedové. José muze provadét tyto akce:

e Vyslat ucastnika po né€které cesté, ten pak poslusné dojde na konec a vrati se. Poté se ho
José muze zeptat, zda na konci cesty naSel objekt, nebo ne.

e Sam se vydat nékterou z cest, dojit na konec a vratit se.

e Vzit vSechny ucastniky, vydat se s nimi na konec nékteré cesty a uz se nevracet.

José miize ucastniktim dévat prikazy pouze tehdy, kdyz se setkaji na kiizovatce. Existuje strategie,
s niz dovede José nejvyse po 100 minutach stanout spolu se vSemi tucastniky na objektu?

ULOHA 4. (5 BODD)
Klarka a 2025 lesnich zvifatek hraji hru na nekonecné ¢tvercové mrizce. Kazdy hrac si ve svém tahu
vybere zatim neobarvenou stranu jednotkového mriizového Ctverecku a obarvi ji. Zacina Klarka,
poté postupné tahne kazdé z 2025 zviratek, a takto porad dokola. Klarka vyhraje, pokud v néjaky
moment nastane situace, ze néktery obdélnik 2 X 1 nebo 1 X 2 ma obarveny cely svij obvod, ale
nikoliv svou jedinou vnitini (jednotkovou) tsecku. Mtze si Klarka zarucit v koneéném poctu taht
vitézstvi?

ULoHA 5. (5 BODD)
Ukazte, ze existuje prirozené ¢islo s, pro néz existuje alespon 2025 dvojic riznych pfirozenych cisel
£, e splnujicich




ULOHA 6. (5 BODD)
Pro prvocislo p definujeme posloupnost celych ¢isel (an )22 ; vztahy a; =0, a2 =1 a

An42 = 2an+1 — Pan

pro vSechna pfirozend cisla n. Naleznéte vSechny mozné hodnoty p, pro které se v posloupnosti
(an)$2, vyskytne hodnota —1.

ULOHA 7. (5 BoD®)
V PraSestanu operuje n > 4 letist. Letecka spole¢nost PraSér provozuje mezi kazdymi dvéma letisti
pravé jednu (obousmérnou) leteckou linku, v rdmci sniZzeni emisi by jich ale chtéla co nejvic zrusit.
Zakon o letecké dopravé nafizuje, ze:
(1) Letecké linky se smi rusit jen postupné, jedna po druhé.
(2) Letecka linka mezi letisti A a B se smi zrusit pouze tehdy, pokud existuji dalsi dvé letisté
C, D takova, ze linky mezi B a C, mezi C' a D a mezi D a A jsou stile v provozu.

Urcete v zavislosti na n, kolik nejvice linek muze PraSér zrusit.

ULOHA 8. (5 BoD)
Bud 010203040506070g konvexni osmithelnik, jehoz vSechny strany jsou stejné dlouhé a jehoz
prot&jsi strany! 0;0;41 a 0;140;15 jsou pro kazdé i € {1,2,...,8} rovnobé&iné. Bod L; necht je

proi € {1,2,...,8} prusetikem O;0; 14 s O;_10;41. Dokaizte, ze existuje k € {1,2,...,8}, pro néz

|LiLital o 2
|Ok0k+4| -3

1Cislovani vech bodt uvazujeme modulo 8, tedy Og = O1, Lig = L2, apod.



V lese

3. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Matéj chtél vysazet les. Do kazdého policka ¢tvercové tabulky 8 X 8 zasadil jeden strom, pri¢emz
nékteré z nich byly duby a zbylé buky. Je mozné, aby v kazdém radku rostl rizny pocet buku, ale
v kazdém sloupci jich rostl stejny pocet?

RESENT:

V kazdém z osmi Ffadku tabulky muze byt pravé jeden z deviti moznych poétt bukt z mnoziny
{0,1,...,8}, tudiz pravé jeden z nich nebude vyuzit; ozna¢me ho m, kde m € {0,1,...,8}. Celkovy
pocet buki je pak roven S = 0+1+---+8—m = 36 —m. Navic musi S byt délitelny 8, nebot kazdy
sloupec méa obsahovat stejny pocet buki. Diky tomu, ze 28 < S < 36, uz nutné S = 32 = 36 — 4,
takze tabulka se musi skladat z fadka s 0, 1,2, 3,5, 6,7, 8 buky, pficemz v kazdém sloupci musi byt
pravé étyfi buky. Takovou tabulku je pfitom mozné nalézt, viz ptiklad nize (kde srafovany ¢tveredek
zna¢i dub a bily znadi buk):

Z
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POZNAMKY:
Prisla spousta spravnych feseni, kterd se zpravidla lisila jen ve zvolené tabulce. K ziskani plného
poc¢tu bodu pfitom stacilo ukadzat vyhovujici tabulku, postup k nalezeni feSeni jako vySe je spise

orientacni, ovSem neni Spatné ho do feseni napsat. (Stépéan Varhanik)
Uloha 2.
V lese roste 50 stromii s vyskami 1, 2, ..., 50 metrii. Rozhodnéte, zda si Lukas mize vybrat 33

z nich, aby vyska zadného z vybranych stromu nebyla presné dvojnasobkem vysky jiného vybraného

stromu.

RESEN(:

Ukazeme, ze Lukas muze vybrat 33 stromi spliujicich zadani. Jelikoz se chceme vyhnout tomu, aby

vyska jednoho stromu byla dvojnasobkem vysky jiného vybraného stromu, zaméfime se na mocninu

dvojky v prvociselném rozkladu. Pokud vybereme vSechny stromy s vyskami, jejichz prvociselny
1



rozklad obsahuje dvojku v sudé mocniné, pak bude platit, ze vyska zaddného vybraného stromu neni
dvojnasobkem vysky jiného vybraného stromu. Pro 20 dostdvame stromy liché vysky, kterjch je
25, pro 22 dostavame stromy s vyskami 4, 12, 20, 28, 36 a 44, pro 2% potom 16 a 48. Celkem tak
mame 25 + 6 + 2 = 33 strom, které Lukas mohl vybrat.

POZNAMKY:

Vsechna odevzdand feSeni byla spravné. Velka ¢ast fesitelu zvolila podobné feSeni, jako je to vzo-
rové, tedy nejprve vybrali vSechny stromy liché vysky a nasledné je doplnili o dalsich 8 stromd sudé
vysky. Néktefri nejprve vybrali stromy s vyskou alespon 26 a nasledné je vhodné doplnili o stromy,
jejichz vyska je nejvyse 12. (Klarka Grinerova)

Uloha 3.

José vedl skupinku Ctyr ucastnikiu kratkého vyletu, ale po cesté zpatky na objekt se ztratili. Po
dlouhém bloudéni se dostali na kiizovatku, ze které (kromé cesty, po které na ni pfisli) vedou ¢tyfi
cesty, pricemz dojit na konec libovolné z nich trva 20 minut. José vi, ze objekt lezi na konci jedné
z téchto cest, ale nepamatuje si na které. Také vi, ze dva z ucastnikii jsou spravni a poctivi a vzdy
mluvi pravdu, kdezto dva jsou nezbedové a mohou jak mluvit pravdu, tak lhat. Bohuzel ale nevi,
kteri tucastnici jsou nezbedové. José muze provadét tyto akce:

e Vyslat ucastnika po nékteré cesté, ten pak poslusné dojde na konec a vrati se. Poté se ho
José muze zeptat, zda na konci cesty nasel objekt, nebo ne.

e Sam se vydat nékterou z cest, dojit na konec a vratit se.

e Vzit vSechny ucastniky, vydat se s nimi na konec nékteré cesty a uz se nevracet.

José miize ucastnikiim davat piikazy pouze tehdy, kdyz se setkaji na kiizovatce. Existuje strategie,
s niz dovede José nejvyse po 100 minutach stanout spolu se vSemi ucastniky na objektu?

RESENT:

Konstrukci algoritmu ukazeme, ze strategie existuje. José posle vSechny tucastniky po prvni cesté
a sdm se vyda druhou. Po 40 minutach se vsichni vrati na kfizovatku, kde se José tcastniki zept4,
zda vidéli objekt. Zde mohou nastat t¥i pripady:

(1) José nagel objekt, vsichni tedy vyrazi na objekt.

(2) T¥i nebo ¢tyfi ucastnici odpovédéli stejné. José tudiz vi, Ze v této skupince musi byt oba
pravdomluvni Gi¢astnici, a vi tedy, zda se na konci cesty objekt nachézi. Pokud je odpovéd
ano, vydaji se k objektu, jinak pajde José tieti cestou, ¢imz urci, zda je objekt na této
cesté, ¢i na posledni zbyvajici. Ze tfeti cesty se vrati v 80. minuté a pak se vSichni za 20
minut dostanou na objekt.

(3) Dva tGcastnici fekli ano a dva ne. V tomto pripadé si José zapamatuje, kdo fikal co, vysle
ucastniky po treti cesté a sdm se vyda tou prvni.

Vsichni se vrati v 80. minut€, pricemz José vi, zda je na prvni cesté objekt, ¢i ne. Pokud je, neni
co FeSit a vsichni vyrazi k objektu, jinak umi urcit, ktefi Gcastnici jsou nezbedové a ktefi jsou
pravdomluvni. Zepta se pravdomluvnych ucastniki, zda je objekt na tfreti cesté, ¢i ne. V pripadé,
ze odpovi ano, vyrazi vSichni tfeti cestou, jinak se vydaji ¢tvrtou. Timto dojdou na objekt za
dalsich 20 minut.

POZNAMKY:

Vsechna spravna reseni az na jedno pouzivala stejny postup jako je ten ve vzorovém reseni.
(Petr Hladik)



Uloha 4.

Klarka a 2025 lesnich zviratek hraji hru na nekonecné ¢tvercové miizce. Kazdy hrac si ve svém tahu
vybere zatim neobarvenou stranu jednotkového mrizového Ctverecku a obarvi ji. Zacina Klarka,
poté postupné tahne kazdé z 2025 zviratek, a takto porad dokola. Klarka vyhraje, pokud v néjaky
moment nastane situace, ze néktery obdélnik 2 X 1 nebo 1 X 2 ma obarveny cely sviij obvod, ale
nikoliv svou jedinou vnitini (jednotkovou) tsecku. Mize si Klarka zarucit v kone¢ném podctu tahi
vitézstvi?

RESENf OPRAVENEHO ZADANT:

Ano, muze. Nejprve si vSimnéme, ze pokud se na herni plose kdykoli béhem hry objevi ¢tverec
s délkou strany n > 2 (tj. jeho strana sestava z n jednotkovych usefek mfrizky), jenz ma cely svij
obvod obarveny, ale alespon jedna jednotkova usecka ve vnitfku tohoto Ctverce je neobarvena, ma
Klarka vitézstvi v kapse. Objevi-li se totiz takovy ctverec, tak Klarce staci usilovat o to, aby byl
,vyplnén“, tj. postupné bude obarvovat usecky ve vnitiku tohoto ¢tverce. At uz budou zviratka téz
obarvovat tsecky ve vnitiku nebo ne, dfiv nebo pozdéji nastane chvile, kdy v celém ¢tverci zbyde
pouze jedna neobarvena tsecka. Pak ale oba jednotkové Ctverecky, které tuto tsecku maji na svém
obvodu, maji obarven cely sviij obvod az na tuto sdilenou tsecku — tvofi tedy kyzeny obdélnik 2 x 1
nebo 1 x 2 a Klarka vyhrala (nevyhréla-li jiz nékdy predtim).

Nyni si rozmysleme, ze takovyto ¢tverec si Klarka dokaze v koneéném poctu krokt vytvorit —
staci, aby si zvolila néjaky ctverec s délkou strany n > 4051, jak si nyni dokdzeme. Idea je takova,
ze potrebuje zvolit n dostatecné velké na to, aby stihla obarvit cely obvod ¢tverce predtim, nez
zvifatka (i kdyby se o to cilené snazila) stihnou obarvit vSechny jednotkové usecky uvniti étverce.
Obarveni celého obvodu ji potrva nejvySe 4n tahii (nékteré ze zviratek totiz miZze svym tahem
mimodék pFispét), zvifadtka mezitim stihnou obarvit pravé (4n —1) - 2025 Gsecek. Jelikoz ve vnittku
zvoleného ¢tverce bude pravé 2n(n — 1) tsecek, musi Klarka zvolit n spliujici nerovnost

(4n —1) - 2025 < 2n(n —1).

Ta ovSem plati, kdykoli n > 4051 (napravo je kvadraticky ¢len, takZe i bez poc¢itédni vime, Zze bude
platit pro dost velkd n). Klarce tedy stac¢i si na zac¢4tku hry zvolit jeji oblibeny ¢tverec s délkou
strany 4051 a pak, dle vyse uvedeného, zarucené v koneéném poctu krokt vyhraje.

RESENT POVODNIHO (CHYBNEHO) ZADANT:
Ne, nemuze, nebot zvifdtka maji neprohravajici strategii, kterou si nyni popiSeme.

Necht Klarka ve svém tahu obarvila néjakou svislou jednotkovou usecku. Pak kazdé zviratko
obarvi libovolnou neobarvenou svislou tsecku (néjaka vzdy existuje, protoze herni m¥izka je neko-
nec¢nd). Necht Klarka naopak obarvila néjakou vodorovnou tsecku. Pak prvni ¢tyfi zviratka obarvi
ty Gtyfi svislé tsecky, které se Klarc¢iny usecky dotykaji (pokud jiz nékterd obarvena byla, obarvi
libovolnou svislou usecku na herni plose), zbyla zvifatka opét obarvi néjaké svislé usecky. Vsimnéme
si, ze pak Klarkou obarvena tiseCka nemuze byt soucasti obdélnika 2 x 1, ktery by dosvédcoval jeji
vitézstvi, nebot vSem ¢tyfem obdélniktim 2 X 1, jichz soucéasti je Klarcina tsecka, zvifatka prave
obarvila jejich vnitini isecku. Vidime tedy, ze pfi této strategii se na herni plose nemuze v kone¢ném
poctu tahu objevit kyzeny obdélnik 2 x 1 a Klarka tudiz nemuze vyhrat.

POZNAMKY:

Néktefi Fesitelé zfejmé nemaji radi jméno , Klarka“, neb si ji pfejmenovali na , Adu“ nebo ,, Ani¢ku“.
Vyjma toho a nékolika dalsich kuriozit a drobnosti byla vsak vétsina doslych feSeni spravna a po-
stupovala obdobné jako jedno ze vzorovych. (Josef ,, José“ Soural)



Uloha 5.
Ukazte, ze existuje pFirozené ¢islo s, pro néz existuje alespon 2025 dvojic riznych prirozenych cisel
¢, e splnujicich

11 1 1
(—e ¢ %
RESENT:
Nejprve si upravme rovnici na
1 1.1 1 a
e et T Ty

Dosadime-li néjaka £ a e, nemusi nutné existovat pfirozené ¢islo s, které splnuje danou rovnici,
ale Zie - % + % urcité musi byt racionalni. Tedy existuji néjaka cela cisla a a b takova, ze % =
1 _ 1,1
l—e I3 e
Pokud se ndm podafi nalézt ¢ a e takova, ze a | b, ziskali jsme alespori jednu vyhovujici dvojici.
Miuzeme si vSimnout, ze pokud e, ¢ a b zvétsime k-krat, rovnice bude stale platit. Pokud tedy
zvolime k = a, pak a | ab a ziskdme hledanou dvojici e, £ a k nim s = b. Timto zpisobem umime

ziskat libovolné mnozstvi trojic e;, ¢; a s; takovych, ze

1 1 1

1
&- — €5 Zi €4 S;

Uvédomme si, ze vSechny trojice mohou mit rtizna s;. To ndm ale nevadi, protoze mizeme najit
spoleény nésobek vSech s;, zvolit jej jako s a déle kazdou trojici (4, e;, s;) zvétsit s/s;-krat. Dle
pfedchoziho pozorovéani, vynasobime-li e;, ¢; a s; ¢islem s/s;, rovnice bude stale platit.

Ukézali jsme tedy, Ze pro libovolna pocatecni éisla €1, €], ..., lhyo5, €hoo5 Uumime nalézt prirozené
s a k nému vyhovujici 1, e1, ..., takova ze £; /€, = e; /€]

Nakonec jesté musime ukazat, Ze umime zvolit £}, e} tak, abychom ziskali 2025 rtiznych dvojic
£i, e;. Staci ale zvolit £; =i+ 1 ae; =1 pro i od 1 do 2025. VSimnéme si, Ze pomér ¢; a e; pri
zvétSeni k-krat zustane stejny. Tedy vSechny trojice budou razné.

Nyni zbyva jen jediné. Mohla by nam nastat takova drobna nepfijemnost, zZe je % mensi nez 0.
Muzeme si ale vSimnout, Ze pokud zvolime e = 1 a £ > e, je % kladné. Tedy hledané s opravdu
existuje.

PozNAMKY:

Seslo se hodné riznych pristupt, nékteré byly hezci nez jiné. Jednou z moznosti bylo tipnout si, ze
s = 2026! je rozumnéa volba. Mnohé feSeni postupovala vice analyticky, ale v kone¢ném dusledku
vSechna pouzivala podobné myslenky: svazat e, ¢ néjakym rozumnym vztahem napiiklad e = k¢
a nasledné upravovat a upravovat, dokud néco nevyslo. (Vojta ,,Dldza“ Gadurek)

Uloha 6.
Pro prvocislo p definujeme posloupnost celych ¢isel (an)$2,; vztahy a1 =0,a2 =1 a

An42 = 2an+1 — pan

pro vsechna prirozena cisla n. Naleznéte vsechny mozné hodnoty p, pro které se v posloupnosti
(an)S2, vyskytne hodnota —1.



RESEN(:
Dokéazeme, Ze jediné vyhovujici feseni je p = 5. Nejprve uvazujme p = 2. Pokud bychom v n-tém
¢lenu dostali ¢islo —1, platilo by —1 = an = 2an—1 — 2an—2 = 0 (mod 2), coz zjevné nelze.
Méjme tedy prvocislo p > 3. Indukci ukazeme, ze pro n > 2 plati
(mod p).
Pro n = 2 mame az = 1 = 2°. Pfedpokladejme platnost pro n, potom
an4+1 = 2an — Pap—1 = 2an, =2 - on—2 = gn-1 (mod p).
Dale ukazeme, ze plati kongruence

an=n—1 (modp-—1).

Postupovat budeme opét indukci. V prvnim kroku musime ovérit platnost pro prvni dva cleny. Pro
n=1an =2 jiale vidime hned ze zadani. Pfedpokladame-li platnost pro n a n — 1, mame

An+41 = 2an — Pap—1 = 2an, —an—1=2(n—1)—(n—2)=n (mod p—1).

Uvazujme nyni an+1 = —1. Z prvniho pozorovani mame —1 = gn—1 (mod p), coz po pfena-
sobeni ¢tyfkou dava —4 = 2711 (mod p). Druhé pozorovani tvrdi —1 = n (mod p — 1), neboli
n+1=0 (mod p—1). Ozna¢me ptirozené &islo ;%ri jako k. Vime, ze p > 3 je prvocislo, tedy p a 2

jsou nesoudélna. Mizeme proto aplikovat malou Fermatovu vétu 2P~ = 1 (mod p). Dohromady
tedy ziskavame
—a=2"tl = (2P 1) =1 (mod p)

a z toho nutné plati 5 =0 (mod p), coz dava p = 5.
Cisla —1 volbou p = 5 opravdu dosdhneme: a3 = 2, ag = —1.

POZNAMKY:

Spravna Feseni postupovala podobné jako vzorak, trochu zradné byla nutnost vytesit p = 2 zvI4st.
Neékteri resitelé se snazili tlohu dokazat pomoci nalezeni explicitni formule pomoci charakteris-
tického polynomu. Posloupnost ale neni monoténni, tedy nelze argumentovat ristem absolutni
hodnoty prvki (limitné posloupnost roste exponenciilné, to ndm ale nic nefikd o jejim chovani
v prvnich kone¢né mnoha ¢lenech), na ¢emsz si tato FeSeni vyldmala zuby. Za spravné uvedeni éisla
pét jsem udéloval bod. (Jakub Vicek)

Uloha 7.

V PraSestanu operuje n > 4 letist. Letecka spolec¢nost PraSér provozuje mezi kazdymi dvéma letisti
pravé jednu (obousmérnou) leteckou linku, v rdmci sniZeni emisi by jich ale chtéla co nejvic zrusit.
Zakon o letecké dopravé nafizuje, Ze:

(1) Letecké linky se smi rusit jen postupné, jedna po druhé.
(2) Leteckd linka mezi letisti A a B se smi zrusit pouze tehdy, pokud existuji dalsi dvé letisté
C, D takova, ze linky mezi B a C, mezi C a D a mezi D a A jsou stale v provozu.

Urcete v zavislosti na n, kolik nejvice linek mize PraSér zrusit.



RESENI:
Nejprve si tlohu piedstavme jako grafl. Letisté budou vrcholy, letecké linky hrany vedouci mezi
nimi. Na zacatku méame uplny graf, podminky nam udéavaji, Zze rusime hrany vyskytujici se ve
étyfeyklech (piivodné méame hrany (A, B), (B, C), (C, D) a (D, A), z nich rusime jednu). Uvédomme
si, Zze diky podminkdm neporusime souvislost grafu, kdyz budeme rusit linky.

Dokazeme, ze v PraSestanu mutze zbyt nanejvys n linek, tedy zZe lze zrusit maximalné

n(n —1) e n(n—3).

2 2
Potiebujeme tedy dokazat, ze méné linek zustat nemiize a ze umime najit postup, ktery na konci
zanechd jen n nezrusenych linek. Pro zjednoduseni budeme postupovat opacné, budeme tedy uva-
zovat graf se zbylymi hranami a pokusime se z néj zpétné rekonstruovat aplny graf. Podminky
nam nyni fikaji, Ze pfidavame hrany postupné a Ze hranu (A, B) lze pfidat jen tehdy, kdyz existuji
hrany (B, C),(C,D) a (D, A).

Pro spor dostanme rusSenim linek graf na n vrcholech obsahujici n — 1 hran. Tento graf musi
byt souvisly, jedné se tedy o strom. Strom je bipartitni graf, mizeme tedy jeho vrcholy obarvit
Cerné a bile tak, ze mezi zddnymi dvéma stejné barevnymi vrcholy nevede hrana. Zkusme nyni
pfidavat hrany. Muzeme-li pfidat hranu (u,v), vime, Ze existovaly hrany (u,z), (z,v), (y,v) pro
n&jaké vrcholy z, y. BUNO at byl u obarven éerné. Pak vime, ze = musi byt bily, y ¢erny a v bily.
Nova hrana, kterou pfiddvame, tudiz povede mezi ¢ernym a bilym vrcholem, bipartitnost grafu
tedy neporusi.

oc
O'd

o— @
z Y

My ale vime, ze uplny graf na n > 4 vrcholech bipartitni neni (nap¥. proto, ze obsahuje troj-
uhelnik), vime, Ze pfiddnim hrany bipartitnost neporusime, z naseho stromu se tedy na tplny graf
nemuzeme zadnym zpusobem dostat, ekvivalentné tedy z aplného grafu nedostaneme nas strom,
¢imz ziskavame kyzeny spor. Musi tedy zbyt alespon n hran.

Méjme nyni graf na n vrcholech, oé¢islujme jeho vrcholy 1,2,...,n a vedme hrany mezi vrcholy
4,141 pro vSechna i € {1,...,n—1} a mezi vrcholy 1 a 3. Mame tedy celkem n hran. Budeme chtit
dokazat, ze z tohoto grafu umime pfidavanim hran podle podminek zrekonstruovat uplny graf.

5/1\3

Uvédomme si, Ze umime postupné pfidat vSechny hrany ve tvaru (1,z) pro > 4 (hrany pro
z < 3 uz mame) — vime totiz, ze hrany (1,z—2), (x—2,z—1) a (x — 1, x) uz existuji. Obdobné pak
umime postupné ziskat vSechny hrany tvaru (2,z) pro > 4, nebot médme hrany (2,1), (1,2 — 1)
a (z — 1,z). Zbyva tedy propojit vrcholy i, 7, kde 4,j > 3. To uz ale lze snadno, nebot mame jisté
hrany (7,1),(1,2) a (2, 7).

Tim jsme zpétné zrekonstruovali hrany mezi libovolnou dvojici vrchold, mame tedy aplny graf

Y
4 n—1 n

a konstrukce je platna. PraSér mtze tedy opravdu zrusit nejvice w linek.

1Pokud jsi o grafu jesté neslysel(a), takovym hezkym priivodcem je napiiklad seridl Letem
grafovym svétem, ktery si muizes prohlédnout zde: |https://prase.cz/archive/34/serial.pdf.
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POZNAMKY:
Kli¢ovymi prvky feseni bylo uvédomit si spravnou odpovéd, dokézat, ze n — 1 linek nemtize zbyt,
a najit konstrukci pro n. Za spravnou odpovéd jsem udilela bod, dva body za konstrukci a dva
za dikaz dolniho odhadu. Skoro kazdé feSeni (které se s konstrukci obtézovalo) vymyslelo né&jakou
origindlni a rovnéz originalnich zptsobi méavéani dolniho odhadu bylo nemalo.

(Adéla Karolina ,, Ada“ Zackova)

Uloha 8.
Bud 010203040506070g konvexni osmitihelnik, jehoz vSechny strany jsou stejné dlouhé a jehoz

protégjsi strany? 0;0;41 a O; 440,45 jsou pro kazdé i € {1,2,...,8} rovnobézné. Bod L; necht je
proi € {1,2,...,8} prusecikem O;O;44 s O;—10;41. Dokazte, ze existuje k € {1,2,...,8}, pro néz

|LrLital 2
|Ok0k+4| -3

RESENI:
Zna¢me [A; ... Ay] obsah mnohothelnika A; ... A,. Dokazované tvrzeni docela rychle pievedeme
na nerovnost mezi obsahy, kterou dokdzeme poc¢itanim mnoha obsahi a jednou fikanou nerovnosti.

Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze obsah trojuhelnika OgO1 02 je nejmensi mezi viemi
trojuhelniky, jejichz vrcholy jsou po sobé jdouci vrcholy osmithelnika. Tento predpoklad vyuzijeme
|LyiLs| > 2

na konci feSeni, kde ukazeme, ze

[0105] = 3°

Nejprve si v§imnéme, ze z véty sus jsou trojuhelniky O20304 a OgO70g shodné, tedy usecky
0204 a OgOsg jsou shodné a rovnobézné, tedy ctyithelnik O204060s je rovnobéznik. Sestrojme
nyni rovnobéznik W XY Z tak, Ze strana W X obsahuje tisecku O204, XY obsahuje bod Os, Y Z
obsahuje tsec¢ku OgOg, usecka ZW obsahuje bod O1 a XY || O40¢. Pak podil délek usecek Iléiéill
je roven podilu obsahii rovnobé&znikit 02040608 a WXY Z (jelikoz maji stejné vysky kolmé na
tsecku O10s5). N&S cil nyni bude spocitat obsah rovnobéznika W XY Z. K tomu se ve zbytku feseni
dobereme pomoci chytrého pocitani obsahti. Ozna¢me si nejprve bod P takovy, ze ¢tyfuhelnik
0102 PO0Og je rovnobéznik.

Mame

[WXYZ] = [WOQOSZ] + [02040608] + [XYOGO4].

2Cislovani viech bodt uvazujeme modulo 8, tedy Og = O1, L1g = L2, apod.
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Spocitat krajni dva obsahy neni tézké, totiz trojuhelniky OgO102 a O4050¢ jsou shodné a tedy
maji shodny obsah, plati tedy [W0208Z] = 2[010208] = [0102PO0s] = 2[040506] = [XY OgO4].

Jak nyni vyjadrit prostfedni obsah? S timto cilem v mysli sestrojme dalsi dva body @, R
takové, ze PO203Q a POgO7R jsou rovnobézniky. Uvédomme si, ze tsecky POz, QO3, OsO1
jsou stejné dlouhé, shodné orientované a rovnobézné, tedy specialné jsou tyto tsecky stejné dlouhé
a rovnobézné i s tseckou O504. Proto je ctyfuhelnik PO20405 rovnobéznik. Uvédomme si pak, ze
z toho plati, ze |POs| = |0O204]| a tedy dle véty sss mame shodnost trojuhelnikt PQOs = 020304
(jsou navzajem posunuté o vektor Oz P), coz dava rovnosti obsahti [PQOs5] = [O20304]. Analogicky
plati Os RP = OgO70s, z ¢ehoz plati [Os RP] = [OgO70g]. Obsah ¢tyftuhelnika PQOsR je tedy
roven souctu [020304] + [06O70s].

Konecné, z dokazané shodnosti trojuhelnikit OgO102 a O4050¢ plyne, ze
[OQPOs] = [080102] = [040506}-
Nyni ddme vSechno dohromady. , Pfesouvanim obsahi“ ziskame

[0204060s8] = [0204050608 P] = [PO2030405Q)] 4+ [PRO50607058] =
= [PO203Q] + [QO30405] + [PRO70s] + [RO5 06 O],
kde druhd rovnost plyne z rozdéleni ¢tyiuhelnika PQOsR na trojuhelniky OsQP =2 040302
a Os5 RP = Og070g5. Mame proto

[0204060s] [0204060s3]

WXY Z] n [WO0208Z] + [ XY OO4] _

14 2[01 O2 POs}
[PO203Q] + [Q030405] 4+ [PRO708] + [RO50607] "

Nyni tvrdime, ze kazdy ze Ctyf obsahti ve jmenovateli je alespon tolik, co je obsah rovno-
béznika O102POs, z ¢ehoz uz plyne dokazované tvrzeni. Ctyftihelnik QO30405 je rovnobéznik,
jelikoz QO3 || O504 a |QO3| = |O504], analogicky je i RO50607 rovnobéznik. Nerovnosti obsahti
[QO30405] > [0102P03] a [RO50607] > [0102POsg] tedy plati z predpokladu, ze obsah troja-
helnika OgO1032 je mezi analogickymi obsahy nejmensi. Pro zbylé dva obsahy to ukdzeme trochu
fikanéji.

Podivejme se na vysky z bodi O1 a O4 na stranu O203. Tvrdime, Ze jedna z nich bude nejvyse
tak velkd jako vysky na tuto stranu z bodi P a Q. Totiz, jeden z thla <QO302 a <O302P
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bude tupy a nebo pravy, dejme tomu bez Ujmy na obecnosti, ze je to <O302 P, jako na obrazku.
Umistéme nyni bod T tak, aby Oz byl stfed tsecky O3T a otacejme jim okolo bodu Oz po sméru
hodinovych rucic¢ek. Pak se vzdalenost bodu T od usecky O203 bude zvétsovat az do chvile, kdy
bude TO2 L O203. Mezitim T nejprve projde bodem O1 a pak P, tedy i vyska z O1 bude nejvyse
tak dlouhé, jako vyska z P.

Rovnobé&znik PO203Q mé tedy obsah roven 2[PO203] > 2[010203]. Ale 010203 je trojuhel-
nik tvofen ze t¥i po sobé jdoucich vrcholi osmithelnika, proto dle nasich ptvodnich predpokladi je
jeho obsah alesponi tolik, co [OgO0103], tj. [PO203Q] > 2[080102] = [0102POsg], coz jsme chtéli.
Obdobné bychom dokéazali, ze [PRO70g] > [0102POs].

Vsechny ¢tyfi obsahy ve jmenovateli jsou rovny nejvyse tolik, co je obsah v ¢itateli, proto

WXYZ] 2[01 05 POs] 2 3

AWATAL g <14+2=2,
[02040605] [PO203Q)] + [Q03040s5] + [PRO703] + [RO5060O7] — 4 2

coz jsme chtéli.

POzZNAMKY:
Z4dné feseni nepostupovalo podle vzoraku, i kdyz vSechna se pokousela tilohu vice ¢i méné tspésné
pocitat. (Zdenék Pezlar)



