Polynomy 2

2. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 3. UNORA 2025

ULona 1. (5 BODU)
Méjme polynom P € Z[z] takovy, ze pro kazdé kladné celé ¢islo n dava P(P(n)) po déleni n zbytek
n — 1. Dokazte, ze P neméa zadny celoéiselny koren.

ULoHA 2. (5 BoD®)
Je dano celé ¢islo n > 4. Na tabuli je predepsano

Oz + 0z 1 4. + 0o+ 0.

Annicka a Bara hraji nasledujici hru: v jednom tahu si hrac¢ zvoli nékteré dosud prazdné policko
a vepiSe do néj nenulové racionalni éislo podle svého vybéru. Annicka hraje jako prvni a hraci se
nasledné v tazich stfidaji. Hra kondéi, jakmile jsou zaplnéna vSechna policka, tedy kdyz bude na
tabuli napsan polynom

P(z) = anz™ + an_12" 1+ -+ a1z + ap € Q[z].

Annicka zvitézi, pokud mé& P racionalni kofen, v opa¢ném piipadé vitézi Bara. V zavislosti na n
urcete, kdo ma vyhravajici strategii.

ULOHA 3. (5 BODD)
Celé &islo nazveme bezétvercovym, pokud neni nasobkem p? pro zadné prvoéislo p. Rozhodnéte,
zda existuje nekonstantni polynom P € Z[z] takovy, ze pro kazdé celé ¢islo n je P(n) bezétvercové
¢islo.



Polynomy 2

2. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Méjme polynom P € Z[z] takovy, ze pro kazdé kladné celé ¢islo n ddavd P(P(n)) po déleni n zbytek
n — 1. Dokazte, ze P nema zadny celociselny koren.
RESENE:
Protoze je P € Z[z], vyuZijeme tvrzenicko ze seridlu, které ¥ika, ze a — b | P(a) — P(b) pro vSechna
a,b € Z. Pak tedy

n—0| P(n) = P(0) | P(P(n)) — P(P(0)),
¢ili P(P(0)) = P(P(n)) = —1 (mod n) pro vSechna n € N. Na levé strané mame konstantu
nezavislou na n a kdyz zvolime n > |P(P(0))) + 1|, tak z kongruence plyne n | P(P(0))) + 1, ale
protoze je n > |P(P(0)) + 1|, musi nutné |[P(P(0)) + 1| = 0. Tedy dostdvame, ze P(P(0)) = —1.
Dale pro spor predpokladejme, ze existuje celoCiselny kofen k. Potom

P(0) — 0| P(P(0)) — P(0), z Gehoi plyne P(0) | P(P(0)) = —1, a tedy P(0) € {1,—1},
k— 0| P(k)— P(0) = —P(0), tedy k € {1, —1}.

Protoze P(0) neni kofen, musi platit k = —P(0). Pak ale 2k = k — P(0) | P(k) — P(P(0)) =1, coz
je spor, protoze na levé strané mame sudé c¢islo, jenomze 1 je liché.

Uloha 2.

Je dano celé c¢islo n > 4. Na tabuli je predepsano
Oz + 0z 1 4. 4+ Oz + 0O

Annicka a Bara hraji nasledujici hru: v jednom tahu si hrac¢ zvoli nékteré dosud prazdné policko
a vepise do néj nenulové racionalni ¢islo podle svého vybéru. Annicka hraje jako prvni a hraci se
nasledné v tazich stridaji. Hra konci, jakmile jsou zaplnéna vSechna policka, tedy kdyz bude na
tabuli napsan polynom

P(z) = apz™ + An_1z" '+ +aiztao € Qlz].

Annicka zvitézi, pokud ma P racionalni kofen, v opac¢ném piipadé vitézi Bara. V zavislosti na n
urcete, kdo ma vyhravajici strategii.

RESEN(:

Dokéazeme, ze pro suda n zvitézi Annicka, zatimco pro ta lichd Bara.

Nejprve uvazujme sudé n. Polynom stupné n ma n+1 koeficient1, které je tfeba vybrat, posledni
tah proto bude mit Annicka. Nehledé na to, jaké koeficienty (a na kterych pozicich) zvoli ve svych
predchozich tazich, i na to, jak bude hrat Bara, bude pfed Anni¢¢inym poslednim tahem na tabuli
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napsan polynom F(z) € Q[x] a posledni prazdné policko (a7 pro n&jaké j € {0,1,...,n}, do nshoz
bude Annicce zbyvat zvolit posledni koeficient a;.

Jelikoz se do poli¢ek vypliuji nenulové koeficienty, bude F' mit stupent budto n — 1 (pokud
j = n, takZze F postrada ¢len s ™), nebo n (jinak). Specidlné tedy deg(F) > n — 1 > 3, takze je
F' nekonstantni. Urcité proto ma jen koneéné mnoho kotfenti — at si pak Annic¢ka zvoli libovolné
r € Q\{0}, jez neni kofenem F, a zvoli jako koeficient a; = —F(r)/r?. Diky volbé r ptijde o nenulové
racionélni &fslo, takze je to validni tah. Vyslednym polynomem pak bude P(z) = F(z) + a;z’
a dosazenim r zjistime P(r) = F(r) — % 77 = 0. Ve vysledku tak bude P mit racionalni kofen
a Annicka vyhraje.

Nyni at je n liché, takze posledni tah bude mit Bara. Diky n > 5 také vime, ze Bara bude mit
ve hie alesporni t¥fi tahy. PredepiSme ji nésledujici strategii: nejprve at béhem svych prvnich dvou
taht zajisti, ze budou zvoleny koeficienty ay, a ag. Tim myslime, aby je libovolné zvolila, pokud tak
uz predtim neuéini Annicka. V dalsich tazich kromé posledniho at hraje Bara libovolné. Nésledné
ukazme, Ze bude schopna zvolit posledni koeficient tak, aby P nemél racionalni kofen. At je pred
poslednim tahem na tabuli napsan polynom F(z) € Q[z] spolu s poslednim prazdnym polickem
Oz, kde 0 < j < n a do néhoz zbyva Bare zvolit a;.

Budeme chtit pouzit vétu o racionalnim kofeni, kterda vsak hovofi o racionédlnich kofenech poly-
nomu ze Z[z]. BUNO si ale Bara mtize viechny koeficienty ve hie ,v duchu“ pienésobit jakymkoliv
kladnym celym ¢islem m, a situace se nezméni — racionalni kofen stale ztustane kofenem, koefici-
enty budou stéle nenulové a racionalni, a pokud po pfenasobeni bude chtit zvolit néjaké a; = k,
ve skutecnosti zvoli a; = % Vyberme néjaké m, které je spolecnym nasobkem vSech jmenovatela
koeficienttt F', a pfenasobenim pak mtizeme BUNO uvazovat, ze koeficienty F' jsou dokonce celd
cisla.

At potom Bara také vybird a; jen z nenulovych celjch Cisel — timto omezenim si zajisti, Ze
vysledny polynom P bude v Z[z]. Vedouci a absolutni koeficienty an, ag uz jsou uréeny a oba jsou
nenulové. Z véty o racionalnim kofeni pak vime, ze jakykoliv racionalni kofen % (v zédkladnim tvaru)
polynomu P by musel spliiovat u | ag, v | an. Nenulové celé ¢&islo mé jen koneéné mnoho déliteld,
takze prichazi v ivahu jen koneéné mnoho riznych u a kone¢né mnoho riznych v, dohromady tedy
i jen kone¢né mnoho riznych ,potencialnich kofent“ “ — ostatni racionalni ¢isla se kofenem P(z)
nestanou, ani kdyby se o to Bara snazila. Pro jedno zvolené r € Q\ {0} bude P(r) = 0 pravé tehdy,
kdy% aj = —F(r)/r7, takze kazdy potencidlni kofen r zakazuje nanejvys jedno celé ¢islo a;. Navic
r = 0 kofenem nikdy nebude, protoze ag # 0. Nasimi kone¢né mnoha potencidlnimi kofeny je tak
zakdzano jen konecné mnoho moznych nenulovych celo¢iselnych koeficientii a;, Bafe proto urcité
zbude néjaky, ktery muze zvolit, aby P nemél racionalni koten.

POZNAMKY:

Uloha se ukazala byti trochu zradnou diky mnozstvi drobnych technickych pasti, do nichz bylo
nenulovy, v Bafiné strategii je zase potfeba néjakym zptsobem omezit, odkud volime koeficienty
(na cela ¢isla, anebo na ,celd po pfendsobeni®), jinak by se mohlo rozbit pouziti véty o racionalnim
kofeni. Za tato klopytnuti jsem typicky strhaval bod. (Matéj Dolezalek)

Uloha 3.

Celé ¢islo nazveme bezétvercovym, pokud neni nasobkem p? pro zadné prvocislo p. Rozhodnéte,
zda existuje nekonstantni polynom P € Z[z] takovy, ze pro kazdé celé ¢islo n je P(n) bezdtvercové
¢islo.

RESENT:

Dokéazeme, ze takovy nekonstantni polynom P neexistuje. K tomu uvazime kromé samotného P
i jeho formalni derivaci P’. Pfedpoklddejme pro spor, Ze mame dano nekonstantni P takové, Ze pro
kazdé n € Z je P(n) skute¢né bezctvercové. Z Henselova lemmatu pak plyne, ze kdykoliv né&jaké
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prvodislo g déli P(n), pak musi délit i P/(n), jinak by ndm totiz zminéné lemma dalo néjaké ns € Z,
pro néz P(n2) =0 (mod ¢2).

BUNO at ma P kladny vedouci koeficient. Z nekonstantnosti P vime, ze P’ neni konstantni nula
a nasledné ma taktéz kladny vedouci koeficient. Ze serialu vime, ze deg(P’) = deg P — 1. Polynom
vy$siho stupné pritom pro dostatecéné velké argumenty prevysi polynom nizsiho stupné a specialné
polynomy s kladnymi vedoucimi koeficienty jsou pro dost velké argumenty kladné. Vezméme si tedy
néjaké n € Z dost velké na to, aby obé ¢&isla P(n), P’(n) byla kladna a pfitom bylo P(n) > P’/(n).

Podivejme se na prvodéiselny rozklad P(n). Bezétvercovost znamend, Ze se v prvoéiselném roz-
kladu vyskytne kazdé prvoéislo nanejvys v prvni mocning, P(n) tedy muZzeme rozepsat jako

P(n) =q1---qx,

kde q1,...,qxr jsou navzdjem riznd prvoéisla. Z pozorovani vySe pak plyne gq; | P/(n) pro kazdé
i =1,...,k. To ale znamena, ze kazdé z téchto prvocisel je zastoupeno v prvociselném rozkladu
P'(n), takze jej déli jejich soucin. Tedy

Pin)=q---qx | P'(n).

Tuto délitelnost ale dovedeme zeslabit na nerovnost P(n) < P’(n) (vyuzivame, Ze obé& strany
deélitelnosti jsou kladné), coz je spor s P(n) > P’(n).

Obdrzeli jsme spor s puvodnim piedpokladem, tedy libovolné nekonstantni P musi mit néjakou
hodnotu, ktera neni bezcétvercova.

PozZNAMKY:
Vétsina FeSeni spravné odhadla, Ze se bude hodit Henselovo lemma. Ke spravnému feSeni bylo
typicky potfeba v néjaké podobé pridat poznatek o rustu polynomiu vétsiho a mensiho stupné.
Pokusy o dofeseni jinym zptsobem nez asymptotickym rastem povétSinou neuspély.

(Matéj Dolezalek)



