Prostory a roviny

2. PODZIMNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 4.LISTOPADU 2024

ULona 1. (3 BODY)
Ondra ma papir ve tvaru ¢tverce o strané délky 3. Poradte mu, jak z papiru vystfihnout souvisly
utvar o obsahu 6, ze kterého pak bude moci slozit krychli o hrané délky 1.

ULOHA 2. (3 BODY)
Alicka nasla krychli o hrané délky 1 a obdélnikovy prouzek papiru 1 x 12. Jak lze prouzek obmotat
kolem krychle tak, aby vSechny jeji stény byly v kazdém bodé pokryty dvéma vrstvami papiru?
Prouzek se smi prehybat, ale ne stiihat.

ULOHA 3. (3 BODY)
Rozhodnéte, zda existuje rovina, jejiz fez pravidelnym dvanactisténem je pravidelny Sestitihelnik.

ULOHA 4. (5 BoD®)
Planeta Cunik je dokonala koule. Védci z hlavniho mésta Rypacek postavili supermoderni vesmir-
nou lod Ocések s inovativnim pohonem. Ocések si kazdou vtefinu vybere n&jakou pfimku te¢nou
k Cuniku, na které se nachézi, a popoleti po ni o libovolnou celoéiselnou vzdalenost. Ocasek vyrazil
na testovaci misi, ktera zacala v Rypacku a skonéila opét nékde na povrchu Cunika. Dokazte, Ze
Ocések na misi uletél sudou celoc¢iselnou vzdalenost.

ULOHA 5. (5 BoD)
Rozhodnéte, zda lze Sest hran libovolného nedegenerovaného ¢tyfsténu rozdélit na dvé trojice tak,
aby z kazdé z nich Sel posklddat nedegenerovany trojuhelnik.

ULoHA 6. (5 BOD®)
V PraSeplose stoji nékolik mést. Mezi kazdou dvojici mést vede nanejvys jedna silnice. Silnice se
smi libovolné klikatit, ale nemohou se kiizit (ani mimotroviiové).! Dokazte, Ze z nich lze udélat
jednosmérné silnice tak, aby z kazdého mésta slo vycestovat nanejvys tfemi silnicemi.

ULOHA 7. (5 BOD®)
V prostoru je ddn konvexni mnohostén M a uvnitf néj bod P, kterym prochdzi nékolik (alespor
jedna) pfimek {1, ..., €. Vyznacénou pfimkou stény mnohosténu M nazveme tu z pfimek 41, ...,

Ln, kterd s jeji rovinou svird nejvétsi thel. Svira-li vice pfimek tentyz nejvétsi thel, volime za
vyznac¢nou libovolnou z nich. DokaZte, Ze existuje sténa mnohosténu M, kterd je protnuta svou
vyznac¢nou piimkou.

ULoHA 8. (5 BOD®)
Uhlopticky zékladny ABCD &tyfbokého jehlanu ABCDS jsou navzajem kolmé. Navic je jejich
prusecik P zaroven kolmym prumétem vrcholu S na zakladnu. Dokazte, Ze vSechny ¢étyfi kolmé
praméty bodu P na roviny ABS, BCS, CDS a DAS lezi na jedné kruznici.

1Formalné fedeno tedy mésta a silnice predstavuji nakresleni rovinného grafu. O rovinnych
grafech se Ize vice dozvédét v seridlu Letem grafovym svétem zde: |https://prase.cz/archive/34/

perial2. pdf.
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Prostory a roviny

2. PODZIMNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Ondra ma papir ve tvaru étverce o strané délky 3. Poradte mu, jak z papiru vystiihnout souvisly
utvar o obsahu 6, ze kterého pak bude moci slozit krychli o hrané délky 1.

RESENT:

Pokud se pokusime na papir dostat néjakou ze znamych siti sestavajicich ze 6 ¢tvercl, rychle
zjistime, Ze se Ondrovi na papir nevejde. MZeme ale zachovat néjakou jeji ¢ast, v nasem ptipadé
5 Ctvercl, a posledni ¢tverec néjak Sikovné rozdélit na vice ¢asti. Jeden priklad, jak maze Ondra
takovy utvar vytvorit, je na obrazku.

POZNAMKY:

Neékteri resitelé se bohuzel prilis upnuli na predstavu klasické sité sestavajici ze 6 ctvercu, kterd se
vskutku na Ondruv papir nevejde. Jini fesitelé zvolili alternativni pfistup, kdy papir rozdélili na
36 shodnych ctvereckt, ze kterych pak vytvorili méné ¢i vice divoky utvar, ze kterého lze krychli
slozit. (Klérka Grinerova)

Uloha 2.

Alicka nasla krychli o hrané délky 1 a obdélnikovy prouzek papiru 1 x 12. Jak Ize prouzek obmotat
kolem krychle tak, aby vsechny jeji stény byly v kazdém bodé pokryty dvéma vrstvami papiru?
Prouzek se smi pirehybat, ale ne stiihat.

RESENI:

Jedno z moznych feSeni je nize. Nejprve si prouzek rozdélime na 12 ¢tvercii, poté nékteré étverce
ohneme podél thlopticky (tim ndm na nakresu vzniknou trojuhelniky) a nakonec kazdou ¢arkovanou
hranu ohneme tak, aby spolu sousedni stény sviraly tihel 90°.

Rozmysleme si, ze uvedené feseni skutecné spliuje zadani. Dvé spolu sousedici stény krychle
se pokryji dvéma pravothlymi trojahelniky (které maji tloustku dvou vrstev prouzku). Z kazdé
z téchto stén pak vede tsek tii Ctverci, ktery zacind v jednom z trojuhelnikd dané stény, obmotava
se dokola kolem krychle a kon¢i v druhém z trojuhelnika. Tyto dva useky dohromady pokryji dalsi
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dvé stény krychle dvéma vrstvami prouzku a zbylé dvé stény jednou vrstvou. Tyto posledni dvé
stény jsou pak doobaleny tsekem dvou ¢tverctl, ktery spojuje zminované stény s trojuhelniky.

PozNAMKY:

Uvedené feseni je cyklické, takze pokud bychom spolu spojili volné konce a prestfihli bychom
libovolnou ¢arkovanou hranu, dostaneme rovnéz validni feSeni. (Lukés Trojan)
Uloha 3.

Rozhodnéte, zda existuje rovina, jejiz fez pravidelnym dvanactisténem je pravidelny Sestitihelnik.

RESENT:
Takova rovina existuje, jeden mozny fez vypada jako na obrazku, ptricemz vrcholy Sestitthelniku
lezi vzdy ve stfedu hrany dvanéctisténu.

<~

Protoze dvanéactistén je symetricky, je vSech Sest znazornénych vrcholi stejné vzdalenych od
vrcholi A a B — tedy znazornéné vrcholy skutecéné lezi v jedné roviné a jde o Sestitthelnik. Protoze
strany Sestitthelniku tvofi stejné vytvorené usecky ve sténach pravidelného dvanactisténu, jsou
stejné dlouhé. Tedy skutecné jde o pravidelny Sestitthelnik.

PozNAMKY:

Vétsina fesiteld si s tlohou poradila a néjakym zpusobem se jim podafilo fez zkonstruovat, v né-
kterych fesenich ale bohuzel chybélo zduvodnéni, pro¢ je zkonstruovany fez skutecné pravidelnym
gestithelnikem. (Jolana Straitova)



Uloha 4.

Planeta Cunik je dokonald koule. Védci z hlavniho mésta Rypacek postavili supermoderni vesmir-
nou lod Ocések s inovativnim pohonem. Ocések si kazdou vtefinu vybere néjakou piimku te¢nou
k Cuniku, na které se nachézi, a popoleti po ni o libovolnou celo¢iselnou vzdalenost. Océdsek vyrazil
na testovaci misi, kterd zacala v Rypacku a skonéila opét nékde na povrchu Cunika. Dokazte, Ze
Ocasek na misi uletél sudou celoc¢iselnou vzdalenost.

RESENT:

Necht je polomér Cunika roven r a necht se Ocések nachazi pravé ve vzdalenosti s od povrchu Cu-
nika. Nazvéme tecnovou vzddlenosti vzdalenost Ocasku od bodu dotyku vybrané teény k Cunikovi.
Ta je pak podle Pythagorovy véty vzdy rovna \/(r + s)? — r2, takZe jeji hodnota nezavisi na volbé
tecny.

JelikoZ se kazdé pohnuti Ocasku béhem jeho mise odehravéa na néjaké teéné k Cunikovi, vzda-
lenost urazend pfi daném pohnuti vZdy odpovidd zméné jeho tecnové vzdalenosti. Aby se pritom
Ocések mohl vratit na povrch Cunika (a jeho teénova vzdalenost tedy byla rovna 0), musi se sou-
Get jeho nalétanych vzdalenosti smérem od Cunika rovnat souc¢tu nalétanych vzdalenosti smérem
k Cunikovi. ProtoZe jsou oba tyto souéty celoéiselné, jejich souétem, tedy dvojnésobkem jednoho
z nich, je sudé celé ¢islo, coz jsme chtéli dokéazat.

PozNAMKY:

S ulohou se dalo popasovat rtiznymi zpusoby, at uz podobné jako ve vzoraku (kde se divani na
zmény tecnové vzdalenosti dalo ekvivalentné prevést na létani Ocasku po jedné tecné, ¢ehoz nékteri
fesitelé vyuzili), nebo néjakym druhem zjednoduSeni trasy mise, dokazovalo se ale i indukei. Mnoha
feSitelim jsem bohuzel musel strhavat body bud za opomenuti, nebo za nedostate¢né okomentovani
klicovych krokiu jejich feseni. (Stépan Varhanik)

Uloha 5.

Rozhodnéte, zda Ize Sest hran libovolného nedegenerovaného ctyfsténu rozdélit na dvé trojice tak,
aby z kazdé z nich Sel poskladat nedegenerovany trojiahelnik.

RESEN:

Trojahelnik je nedegenerovany, pokud pro néj plati vSechny tfi trojuhelnikové nerovnosti. Oznac¢me

vrcholy ¢tyfsténu ABCD tak, ze AB je jeho nejdelsi hrana. Ukazeme, Ze 1ze vytvorit nedegenero-
vany trojuhelnik z hran AB, AC, AD nebo z hran AB, BC, BD.
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Z trojuhelnikovych nerovnosti pro trojuhelniky ABC a ABD vime, ze

|AC| + |CB| > |AB,
|AD| + |BD| > |AB|.
Seétenim ziskdme
|AC| + |CB| + |AD| + |BD| > 2 - |AB|.

Z toho musi nutné platit |AC|+|AD| > |AB| nebo |BC|+|BD| > |AB]|, déle budeme pfedpokladat,
ze plati prvni moznost. Druhd moznost je symetricka.
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Protoze hrana AB je nejdelsi, jsou zbylé dvé nerovnosti splnény trividlné, a tedy hrany AB,
AC, AD tvoii nedegenerovany trojuhelnik. Druhy trojthelnik tvoii hrany BC, CD, BD, protoze
jiz tvori jednu sténu ¢tyfsténu. Timto jsme ukazali, Zze vzdy umime najit dvé trojice hran generujici
nedegenerovany trojuhelnik.

POZNAMKY:
Vétsina Fesiteld pouzila feseni podobné tomu vzorovému, objevila se vSak i feSeni, kde se rozebiraly
moznosti umisténi nejkratsich ¢i nejdelsich hran, nebo feseni pomoci Heronova vzorce.

(Petr Hladik)

Uloha 6.

V' PraSeplose stoji nékolik mést. Mezi kazdou dvojici mést vede nanejvys jedna silnice. Silnice se
smi libovolné klikatit, ale nemohou se kfizit (ani mimotiroviiové).! Dokazte, #e z nich lze udélat
jednosmérné silnice tak, aby z kazdého mésta slo vycestovat nanejvys tremi silnicemi.

RESEN(:

Predstavme si PraSeplochu jako neorientovany rovinny graf (mésta budou vrcholy a silnice
hrany). Nasi tlohou je pak zorientovat vSechny hrany tak, aby z kazdého vrcholu vedly maximélné
tf¥i. Oznaéme si F jako mnozinu hran a V' jako mnozinu vrcholi. V feSeni budeme pouzivat znamé
tvrzeni platici pro rovinné grafy, |E| < 3|V| — 6, které snadno vyplyva z Eulerovy véty2. Jako
stupen vrcholu v budeme oznacovat pocet orientovanych hran, které vedou z v do jiného vrcholu.

Ulohu dokazeme algoritmicky. Zorientujme hrany v grafu ndhodné. Mé&jme mnozinu M, ve které
jsou vSechny vrcholy, z nichz vedou alespon 4 hrany. Budeme postupné snizovat soucet stupna
vrcholt v M (bude to na$ monovariant). Pokusime se najit orientovanou cestu z vrcholu v M do
vrcholu se stupném nanejvys 2. Pokud takovou cestu najdeme, staci obratit orientace vSech jejich
hran. Tim o 1 zvétsime stupen koncového vrcholu, o 1 zmensime stupen pocéatecniho a zbylé stupné
zachovame.

Tvrdim, Ze existuje alesponi 1 hrana, kterd vede z M do zbytku grafu. Necht pro spor takova
hrana neexistuje. Podgraf rovinného grafu je jisté stale rovinny graf, tedy mnozina vrcholi M spolu
s mnozinou hran, které z téchto vrchold vedou, tvofi rovinny graf. Jelikoz ale z kazdého vrcholu
vedou alesponi 3 hrany (dokonce alespon 4), plati: |Epr| > 3|Vas|, jenZe podle tvrzeni zminéného
vySe musi zaroven platit 3|Eps| < 3|Vay| — 6, éimZ ziskdme spor. Tudiz existuje alespori 1 hrana,
ktera vede ven z mnoziny M.

Ozna¢me si N mnozinu v8ech vrchold stupné 3 dosazitelnych z M (tedy takovych, do kterych
vede cesta z vrcholi M). Uvédomme si, Ze pro mnozinu vrcholdt MUN rovnéz plati nutnost existence
hrany vedouci z ni (odhad, ktery jsme pouzili, byl natolik slaby, Ze plati i po pfidani vrchold se
stupném 3). Na konci této hrany jisté bude vrchol v se stupném maximalné dva (jinak by byl
v mnoziné M nebo N). Tudiz vime, Ze bud p¥imo z néjakého vrcholu z M vede hrana do v, nebo
do né&j vede hrana z néjakého vrcholu z N, ten je ovSsem dosazitelny z néjakého vrcholu z M, takze
ziskame kyzenou cestu.

Po jejim pfeorientovani se nam bud stupen vrcholu z M snizi na 3, a tedy jej z M vyradime,
nebo bude stale vétsi nez 3 a v M zustane, ale soucet stupnid v M o 1 klesne.

Jelikoz jsme cestu nasli pro libovolnou neprazdnou mnozinu M, mtzeme takto pokracovat az
do chvile, kdy néjaka M existuje, zaroven jelikoz soucet stupnu vrchola v M stéale klesa, algoritmus
skondi a graf po jeho skonceni spliiuje pozadavek ze zadéani.

Skutecné tedy lze takové jednosmérné silnice udélat.

1Formalné feceno tedy mésta a silnice piedstavuji nakresleni rovinného grafu. O rovinnych
grafech se lze vice dozvédét v seridlu Letem grafovym svétem zde: |https://prase.cz/archive/34/

2Pokud toto tvrzeni neznas, podivej se do vyse zminéného seridlu.
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POZNAMKY:

Pokud mame néjaky maximalni rovinny graf, tak nejsme nutné schopni vytvofit kazdy mozny ro-
vinny graf pouze odebiranim hran. Napfiklad vzdy jsme schopni udélat maximéalni rovinny graf, kde
kazdy vrchol mé stupen maximalné 3 a z néj trividlné nejsme schopni udélat zadny graf s vrcholem
stupné vic nez 3 pouze odebiranim hran. (Ada Zackova a Lukas Trojan)

Uloha 7.

V prostoru je dan konvexni mnohostén M a uvniti néj bod P, kterym prochézi nékolik (alespori
jedna) p¥imek {1, ..., €n. Vyznacnou piimkou stény mnohosténu M nazveme tu z piimek 41, ...,
Un, ktera s jeji rovinou svira nejvétsi thel. Svira-li vice primek tentyz nejvétsi tihel, volime za
vyznacnou libovolnou z nich. Dokazte, Ze existuje sténa mnohosténu M, ktera je protnuta svou
vyznac¢nou primkou.

RESEN(:

Vsimneme si, Ze mame-li dva body A, B naroviné H a né&jaky bod P mimo rovinu H a |AP| < |BP],
pak AP svird vétsi thel s H nez BP. Prusecik stény, popfipadé roviny, na niz sténa lezi, s jeji
vyznac¢nou primkou nazveme vyznacny bod dané stény. Ukazeme, Ze nejblizsi vyznacny bod k bodu
P lezi na sténé, ke které je vyznacny. Dany bod si nazveme A, sténu S a pfimku [.

Tvrzeni dokdzeme sporem. Tedy feknéme, Ze A nelezi na S. Pak z konvexity existuje néjaka
sténa S’ takovd, Ze ji | protind mezi A a P, prusecik ozna¢me B. VSimnéme si, ze |AP| > |BP].
Nyni mohou nastat dva ptipady. Bud B je vyzna¢ny bod a lezi na S’ a pak se dostdvame do sporu
s minimalitou vzddlenosti |AP|. A nebo existuje né&jaky jiny vyznaény bod K pro S’. Takovy bod
ale musi byt blize P nez B, tedy |AP| > |BP| > |KP|, dle tvrzeni na zac¢atku dikazu, coz je opét
spor.

POzZNAMKY:

Vétsina feSeni byla spravnych. (Vojta ,,Dldza“ Gadurek)

Uloha 8.

Uhlopticky zékladny ABCD &tyfbokého jehlanu ABCDS jsou navzéjem kolmé. Navic je jejich
prisecik P zaroven kolmym prumétem vrcholu S na zakladnu. Dokazte, ze vSechny Ctyii kolmé
pruméty bodu P na roviny ABS, BCS, CDS a DAS lezi na jedné kruznici.

RESEN(:
Praméty bodu P do rovin ABS, BC'S, CDS a DAS budeme oznacovat P1, P2, P3, Py.

Nejprve si véimnéme, ze |<tSP; P| = 90° pro libovolné i. Potom bod P; lezi na oblouku Thaletovy
kruznice nad tseckou PS, tj. jeho vzdalenost od stfedu usecky PS, ktery provizorné oznacime T,
[PS1. Vidime, e kazdy z bod Pi, Ps, P3, Py mé od bodu T stejnou vzdalenost £51.
Proto vsechny tyto body musi lezet na sféfe (kterou bychom mohli nazvat ,Thaletovou sférou® nad

useckou PS).

je rovna



B *c

Nyni bychom chtéli jesté dokazat, ze body Pi, P2, P3, P4 lezi zaroven v jedné roviné. V takovém
pripadé by totiz musely lezet v pruniku sféry a roviny, coz je kruznice. Zde pouzijeme pomocné
tvrzeni.

Tvrzeni. Pruméty P1, P2, P3, Py jsou ortocentry trojuhelnikovych stén jehlanu, ve kterych se
nachazeji.
Dikaz provedeme pro Pj, pro ostatni body se tvrzeni dokaze analogicky.

Dikaz. Mame v prostoru body A, B, P, S, P1, kde AP 1 BP — tuhlopficky AC, BD podstavy
jsou kolmé a SP L AP, SP 1 BP, protoze P je kolmou projekci S na podstavu ABCD. Potom
Py vzniklo kolmym promitnutim P na rovinu ABS, takze PPy L ABC.

Protoze je tsecka AP kolma na BP a zaroven AP 1 SP, je AP kolméa na celou rovinu BSP.
Potom kazdé usecky této roviny, takze i BS, je kolma na AP. Déle vime, ze usecka PP; je kolma
na ABS, tim padem je kolma i na BS C ABS. Z toho, ze AP | BS a PPy L BS, uz nam ale
plyne, ze celd rovina APP; je kolma na tsecku BS. A jelikoz APy C APP;, je také APy L BS.
Zjistili jsme, ze v trojuhelnikové sténé ABS je spojnice AP; kolma na stranu BS, je to tedy vyska
z bodu A.

Uplné stejnym zpiisobem lze dokézat (diky symetrii tlohy), ze BP; je vyska v ABS z bodu B.
Diky tomu P; musi leZzet na priseciku vysek ABS a je to tedy ortocentrum.

A

Oznac¢me si Ag patu vysky z bodu A v trojuhelniku ABS a Cp patu vysky z bodu C v troj-
thelniku BC'S. Dokazeme, Ze tyto paty jsou vlastné jeden bod Ay = Cp. Pouzijme poznatek, ze
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Ao = BSN APP; a obdobné Cy = BS N CPPs. Jelikoz obé roviny APP; a CPPs jsou kolmé na
jednu tsec¢ku BS, musi byt rovnobé&zné APP; || CPPs.

Protoze P € APP1NCPPs, tj. obé roviny prochéazeji bodem P, musi byt totozné APP; = CPPs.
Potom je ale Ag = BSNAPP; = BSNCPP; = Cy, ¢ili obé paty jsou stejné. Tento jeden bod od
ted budeme znacit B’.

To, ze paty vySek ze dvou sousednich stén lezi v jednom bodé, se analogicky dokaze i pro zbylé
t¥i hrany jehlanu AS, C'S, DS. Paty budeme dale oznacovat A’, C’, D’.

Nyni uz pojdme dokézat tvrzeni.
Tvrzeni. Body Pi, P2, P3, Py lezi v jedné roviné.

Diikaz. Nejprve vezméme piimku P; Ps. ProtoZe P; lezi na vysce AB’ a P> lezi na vysce CB’,
lezi pfimka Py P> v roviné AB'C. Zéaroven protoze P € A’B a Py € C'B, lezi pfimka P;, P» také
v rovingé A’ BC’. Proto P; P> musi byt prise¢nici rovin Py P, = AB'C N A’BC’.

Uplné stejnym zptisobem dojdeme k tomu, ze P3Py = AD'C N A’DC".

Nyni uvazme body A, A’, C, C'. Ty lezi vSechny v jedné roviné ACS, proto piimky AC a A’C’
jsou bud rovnobézné nebo riznobézné.

Pokud jsou riznobézné, mizeme vzit jejich priseéik Y = AC N A’C’, potom Y lezi v obou
rovindch Y € AC C AB'C aY € A'C' C A’BC’. Proto musi lezet na jejich pruse¢nici Y €
AB'CNA'BC = Py P;. Obdobnd Y € AC C AD'C aY € A/C' C A’DC’ a z toho dostaneme, Ze
Y € P3P4. Nyni vidime, ze Y € P1 P> N P3Py, tj. ptimky P Pa, P3 P4 se protinaji v bodé Y. Jsou
tedy nutné riznobézné a body P, P2, P3, Py lezi v jedné roviné.

Druhou moZnosti je, Ze pfimky AC a A’C’ jsou rovnobézné AC || A’C’. Vime, ze BDS 1 AC,
diky rovnobéZnosti je potom také BDS 1 A’C’. Kdyz je AC 1 BDS, je i rovina AB'C L BDS
a stejné tak kdyz A’C’ L BDS, jei A’BC’ L BDS. Pokud jsou ale obé roviny AB'C, A’BC’
kolmé na BDS, musi byt i jejich priise¢nice AB’'C N A’BC’ = P; P, kolma na BDS. Tim, Ze
PP, 1| BDS 1 AC, musi byt P; P || AC. Pokud bychom cely tento postup zopakovali pro body
P3, Py aroviny AD'C a A’DC’, dosli bychom k P3Py || AC. Zjistujeme tedy, ze P1 P || P3Ps, a to
uz staci, aby Pi, P2, P3 a P4 lezely v jedné roviné.



Ukazali jsme, ze pruméty Pi, P2, P3, P4 lezi v roviné a zaroven na povrchu sféry. Prunikem
sféry s rovinou je kruznice, takze body lezi na kruznici.

POZNAMKY:

Mnoho fesitela fesilo ulohu pouze pro jehlan s kosocCtvercovou podstavou. Toto ovSsem dukaz vy-
razné zjednodusilo, takZe jsem za néj (pokud byl spravny) udilel pouze 1 bod. Nemala ¢ast lidi se
rozhodla pouzit analytiku. U této ulohy to celkem fungovalo, kazdopadné to urcité neni preferovany
zpusob feseni. Napriklad tlohy v redlnych soutézich byvaji casto vybirany specialné tak, aby nesly
analyticky upocitat. (Ondra Trinkewitz)



