Geometrie a geografie

2. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 3.BREZNA 2025

ULona 1. (3 BODY)
Existuje konvexni ¢tyfuhelnik takovy, ze kdyz ho rozdélime podle kterékoliv thlopricky na dva
trojihelniky, budou vzdy oba tupouhlé?

ULOHA 2. (3 BODY)

Konvexni pétithelnik PRASE spliiuje, ze PRAS je ¢tverec a |SE| = |PR|. Urcete velikost thlu
<AEP.

ULona 3. (3 BODY)
Matous nasel nekoneénou rovinnou mapu PraSestanu. V kazdém bodé mapy je vyznacena reilna
nadmoiska vyskal daného bodu. Matous si po dlouhém poéitani vsiml, Ze pro kazdy ¢tverec, ktery
nakresli do této mapy, je prumérnd nadmorska vyska vrcholt tohoto ¢tverce nulova. Rozhodnéte,
zda musi byt nadmotska vyska v kazdém bodé PraSestanu nulova.

ULOHA 4. (5 BODU)
Alicka a Ben hraji hru na glébu. Na zacitku je na glébu konecné mnoho bodu. Za¢ina Alicka,
ktera v kazdém svém tahu, pokud je na glébu n bod, na néj libovolné nakresli dalsich n + 1 bodu.
Ben si ve svém tahu zvoli rovinu prochézejici stfedem glébu, néasledné si vybere jednu ze dvou
polosfér uréenych touto rovinou a vymaze vSechny body na této polosféfe (véetné hranice dané
rovinou). Ben zvitézi, pokud po jeho tahu na glébu nebudou zddné body. Rozhodnéte, zda dovede
Ben zvitézit nezavisle na pocatecni konfiguraci bodu a Alicéiné strategii.

ULOHA 5. (5 BoD®)
Souostrovi Rypacky ovladaji ctyfi staty, kazdy je tvofen ¢tyfmi ostrovy. Mezi nékterymi dvojicemi
ostrovii jezdi trajekt.? Vitek planuje okruzni cestu po Rypacécich. Vsiml si, ze kazda okruzni cesta
po ostrovech, kterd nevyuzije zadny trajekt dvakrat, navstivi vSechny ¢tyfi staty. Okruzni cesta smi
zadinat (a opét kondit) na libovolném ostrové a musi vyuzit alespoii jeden trajekt.? Kolik nejvice
trajektd mize v Rypéccich plout?

ULoHA 6. (5 BODD)

Budte M, N po fadé stiedy stran AD, AB ¢tverce ABCD. Piimka p je zvolena tak, aby procha-
zela bodem M a obraz bodu N v osové soumérnosti podle p lezel na diagonale BD. Necht je E
prisec¢ikem AB s p. Dokazte, ze |M E| = |AB|.

INadmotska vyska miize byt i zaporna.
2Kazdy trajekt jezdi jen mezi dvéma, ostrovy.
3Jingmi slovy, nehnout se z ostrova neni okruzni cesta.



ULOHA 7. (5 BODD)
Migko ma n ohradek a hraje hru s # zirafami. Zirafy se na za¢atku rozmisti do ohradek. Néasledné
Migko v kazdém tahu vybere dvé ohradky a jedna zirafa z nékteré z nich se presune do druhé
z nich. Pokud v zadné ze dvou zvolenych ohradek zadna zirafa neni, Misko vyhrava. Pro dané n
naleznéte nejmensi Z, pro které se zirafy mohou rozmistit a hrat tak, ze Misko v kone¢ném pocétu
tahd nevyhraje.

ULoHa 8. (5 BODD)
Jsou dany kruznice k a ¢, jez se protinaji v bodech P a (). Na kruznici k£ zvolime bod C rtzny od
P, Q a oznac¢ime A # P druhy prusecik ¢ s pfimkou CP a B # @ druhy prusecik ¢ s primkou CQ.
Ukazte, ze stfed kruznice opsané ABC' lezi na pevné kruznici, kterd nezavisi na volbé C.



Geometrie a geografie

2. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Existuje konvexni ¢tyfuhelnik takovy, ze kdyz ho rozdélime podle kterékoliv thlopricky na dva
trojuhelniky, budou vzdy oba tupouhlé?

RESEN:

Takovy ctyfthelnik existuje. Jeden z moznych vznikne tak, ze k sobé pfilozime dva shodné troju-
helniky s tupym thlem « tak, aby vznikl rovnobéznik.

JINE RESEN{:
Rovnoramenny lichobéznik ABCD s tupymi tGhly |[<ADB| = |<ACB| = a spliiuje zad4ani.

POZNAMKY:
Mezi doslymi feseni bylo velké mnozstvi riznych ¢tyithelniki, ale rovnobéznik a lichobéznik patfily
mezi nejcastéjsi. Skoro vSechna dosla feseni byla spravné, ale bohuzel se néktefi zamotali a snazili
se neuspésné dokazat, ze takovy ¢tyruhelnik neexistuje.

Tém bych doporucila k tloze pfistupovat obracené — kdyz se nedafi najit rovnou spravny Ctyi-
uhelnik, tak lze zkusit naopak pracovat se dvéma tupothlymi trojuhelniky a hledat, zda by je neslo
n&jak spojit, aby vznikl hledany ¢tyttuhelnik. (Kéata Danilina)



Uloha 2.
Konvexni pétithelnik PRASE splituje, ze PRAS je ¢tverec a |SE| = |PR|. Urcete velikost uhlu
<AEP.

RESENT:

Jelikoz PRAS je &tverec a plati |[SE| = |PRJ, lezi body E, A a P na kruznici se stfedem S
a polomérem |SE)|. Protoze je pétithelnik PRASFE konvexni, bod F lezi na delsim z oblouki AP.
Potom z véty o obvodovém a stiedovém thlu plati |[<AEP| = %\<IASP| = ggo = 45°, tedy velikost
thlu AEP je 45°.

POZNAMKY:

Vsechna odevzdana feSeni byla spravné. Velkd cast feSiteli postupovala podobné jako vzorové
feseni. Zbyvajici resitelé pouzili jednu z uhlopii¢ek pétithelniku vedouci do vrcholu E, vyjadiili si
thly pomoci nezndmych a vytesili soustavu rovnic pro velikosti ahl. (Klérka Grinerova)

Uloha 3.

Matous naSel nekonecnou rovinnou mapu PraSestanu. V kazdém bodé mapy je vyznacena realna
nadmoftsks vyskal daného bodu. Matous si po dlouhém poéitani vsiml, Ze pro kazdy étverec, ktery
nakresli do této mapy, je primeérna nadmoiska vyska vrcholi tohoto ¢tverce nulova. Rozhodnéte,
zda musi byt nadmorska vyska v kazdém bodé PraSestanu nulova.

RESEN(:
Uvazme libovolny bod E doplnény o ¢tvercovou sit s vrcholy A az I a vyskami a az 4 jako na obrazku.
Jelikoz soucet vysek vrcholu libovolného ¢tverce je 0 (nebot jejich aritmeticky primér je 0), plati
rovnosti

a+b+e+d=d+e+h+g=b+c+f+e=e+f+i+h=0.

Jejich sectenim ziskdme rovnost

de+2-(b+d+h+f)+(a+c+i+tg)=
=(a+btet+d)+(d+e+h+g)+b+c+f+e)+(e+f+i+h)=0,

a jelikoz ¢tyfuhelniky BDHF a ACIG jsou také ¢tverce, plati 4e+040 = 0, a tedy e = 0. Protoze
byl bod E zvolen libovolné, musi byt vyska kazdého bodu v PraSestanu nutné rovna 0.

INadmotska vyska miize byt i zaporna.



POzZNAMKY:
Prisla spousta spravnych fesSeni, jez se v drtivé vétsiné ubirala stejnym smérem jako to vzorové.
(Stépan Varhanik)

Uloha 4.

Alicka a Ben hraji hru na glébu. Na zacatku je na globu konecné mnoho bodi. Zacina Alicka,
ktera v kazdém svém tahu, pokud je na globu n bodii, na néj libovolné nakresli dalsich n+ 1 bodu.
Ben si ve svém tahu zvoli rovinu prochazejici stfedem glébu, nasledné si vybere jednu ze dvou
polosfér uréenych touto rovinou a vymaze vSechny body na této polosféie (véetné hranice dané
rovinou). Ben zvitézi, pokud po jeho tahu na glébu nebudou zddné body. Rozhodnéte, zda dovede
Ben zvitézit nezavisle na pocéatecni konfiguraci bodu a Alic¢iné strategii.

RESEN{:
Ukéazeme, Ze Ben vzdy zvladne zvitézit. Oznaéme k pocet bodi na kouli, kdyZ je na tahu Ben.
Pokud vezmeme libovolnou rovinu prochézejici stfedem koule, tak alespon na jedné polosféfe bude
alespon polovina vSech bodi. V nasem prfipadé % bodu. To je vsak prilis malo. Zvolime tedy rovinu,
kterd prochézi stifedem a dvéma body a tyto dva body odebereme z koule, protoze at vybereme
libovolnou polosféru, tak budou lezet na jeji hranici. Pak na jedné z polosfér p bude alespon polovina
z k — 2 bodu, coz je g — 1 bodu. Tedy pokud zvolime p, odebereme alespon g + 1 bod.

Tedy na kouli zbyde nanejvys £ — 1 bodi. Alicka pfidé nanejvys (£ — 1) + 1, tedy po kazdém
kole hry pocet bodt na kouli klesne alespon o jeden. Diive nebo pozdé€ji nezbyde na kouli jediny
bod, protoze hra zacina s kone¢nym poc¢tem bodt, a hra tak bude trvat kone¢né dlouho.

POZNAMKY:
Vétsina feseni byla spravné. Musim vSechny fesitele pochvalit za rozumna feseni.
(Vojta ,,Dldza“ Gadurek)

Uloha 5.

Souostrovi Rypacky ovladaji ¢tyfi staty, kazdy je tvoren ¢tyimi ostrovy. Mezi nékterymi dvojicemi
ostrovii jezdi trajekt.? Vitek planuje okruzni cestu po Rypaccich. Vsiml si, ze kazda okruzni cesta
po ostrovech, kterd nevyuzije zadny trajekt dvakrat, navstivi vSechny Ctyfi staty. Okruzni cesta smi
zacinat (a opét koncit) na libovolném ostrové a musi vyuzit alespori jeden trajekt.> Kolik nejvice
trajektu muze v Rypaccich plout?

2Kazdy trajekt jezdi jen mezi dvéma, ostrovy.
3Jingmi slovy, nehnout se z ostrova neni okruzni cesta.
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RESENI:

Dokézeme, #e maximalni pocet trajektt je 22. Oznacme si staty jako A, B, C, D. Ulohu mizeme
reprezentovat grafem, kde ostrovy budou vrcholy a trajekty budou hranami.* Uvazujme nyni pod-
graf tvofeny vrcholy patfici statim A, B, C' a vSemi hranami mezi nimi. Tento podgraf nesmi
obsahovat cyklus. Graf o n vrcholech bez cyklti miZe mit nanejvys n — 1 hran (mé-li pfesné n — 1
hran, jde o tzv. strom).

N4&s podgraf s 12 vrcholy tak miize mit maximélné 11 hran. Analogickou tvahu provedeme pro
libovolnou trojici stati. Secteme-li hrany uvazovanych ¢tyt podgrafi, dostaneme celkem nanejvys
44 hran. Kazdou z nich jsme ale zapocetli alespont dvakrat (t¥ikrat, vede-li mezi vrcholy ze stejného
stétu). Proto je celkovy poéet hran nanejvys 44/2 = 22.

Zbyva ukazat, ze vhodné rozlozeni o dvaadvaceti hranach existuje. Muze vypadat naptiklad

takto:
A B A B A B A B

C D C D C D C D

Toto rozlozeni spliuje podminku zadani, protoze v podgrafu tvofeném kterymikoliv tFfemi staty
nezbude zadny cyklus — viz napf. pro A, B, C:

A B A B A B A B

C C (& C
POZNAMKY:
Vétsina spravnych feSeni postupovala podobnym zptsobem. Za spravnou konstrukci ale chybné
zdtvodnéni jsem pak udéloval bod. (Jakub Vicek)
Uloha 6.

Budte M, N po fadé stfedy stran AD, AB ¢étverce ABCD. Piimka p je zvolena tak, aby prochéa-
zela bodem M a obraz bodu N v osové soumérnosti podle p lezel na diagondle BD. Necht je E
prusecikem AB s p. Dokazte, ze |M E| = |AB).

RESENT:

Oznacime si obraz bodu N podle p jako N’ a obraz bodu M podle pifimky AB jako M''. Budeme
chtit dokézat, ze |[<AME| = 60°, protoze pak je diky pravému uhlu AME trojuhelnik MM"E
rovnostranny. Z toho uz pak snadno dostaneme, ze |M E| = 2| M A| = |AB|, coz po néas chce zadani.

Ze sinové véty pro trojthelnik DM N’ vime, Ze

|MD] |MN'|

sin|[<MN'D|  sin|<MDN'|’

Osova soumérnost zachovava délky usecéek, takze |MN| = |MN’| a z Pythagorovy véty do-
stavame |MN| = V22l — |MN'|. Ze zadéni jists vime, ze [MD| = 2Bl o |<MDN| = 45°,

4Pokud o grafech slysis poprvé, doporuc¢ujeme Ti k seznameni prvni dil PraSe¢iho seridlu Letem
grafovym svétem ze 34. ro¢niku: fhttps://prase.cz/archive/34/uvodls.pdf.
4



https://prase.cz/archive/34/uvod1s.pdf

protoZe thlopticka ve &tverci svird se stranami tthel 45°. TakZe po dosazeni do sinové véty v DM N’

dostaneme Bl |4B|
2 _ V2 2
sin |[<M N'D| sin 45°
Odsud ekvivalentnimi Upravami a dosazenim sinu 45° ziskdme sin |[<MN’'D| = %, pricemz

je jasné, ze bude mensi nez 90°. Nutné tedy |[<MN’D| = 30°. Usecka MN je stfedni piickou

trojthelniku ABD, takze M N a BD jsou rovnobézky. Diky tomu plati, ze |<M N'D| = |[<N'MN| =
!

30° a diky osové soumérnosti mame |[<NME| = M = 15°. Odsud vidime, ze |<AME| = 60°

(dostaneme se¢tenim thlt u M), coz ndm stacilo dokazat.

D M e}

ALTERNATIVNI RESENI:
Uvazme stied strany DC' a ozna¢me jej M'. Mizeme jej interpretovat jako obraz bodu M v osové
soumérnosti podle diagondly BD (podle BD je osové soumérny cely ctverec, tedy i jeho pfi-

slugné stiedy stran). Odsud jasné vidime, ze |M'N’| = |[MN'| = |[MN| = |[MM’|, a tedy troj-
ahelnik M M’N je rovnostranny, proto |[<MN'D| = 30° (opét vyuzivame osové soumeérnosti, tj.
|<MN’'D| = |<M'N’'D| = 53°).

Posléze uz se k [ME| = | AB| dostaneme stejné jako v prvnim FeSeni.
POZNAMKY:
Vétsina resitelt lohu vyfesila spravné a pouzivala vSemozné chytré tihleni. Nékteri zkouseli tlohu
fesit i algebraicky v kartézskych soufadnicich. (Béara Klusékovd,)
Uloha 7.

Misko méa n ohradek a hraje hru s 2 zirafami. Zirafy se na zac¢atku rozmisti do ohradek. Nasledné
Misko v kazdém tahu vybere dvé ohradky a jedna zirafa z nékteré z nich se presune do druhé
z nich. Pokud v zddné ze dvou zvolenych ohradek zadné zirafa neni, Misko vyhrava. Pro dané n
naleznéte nejmensi Z, pro které se zirafy mohou rozmistit a hrat tak, ze Misko v kone¢ném poctu
taht nevyhraje.



RESEN(:
Kdyz si s ulohou budeme chvilku hrat, pfijdeme na to, ze zirafy Miska porazi, pokud je jich alespon
n(n-1) _ (). Nejprve ukazme, ze:

2 2/* ) 45
Tvrzeni A. Pokud je ziraf méné nez (g), Misko dokaze v konecném poctu taht vyhrat — vytvorit
dvé prazdné ohradky.

K tomu ndm pomuze nésledujici lemma.

Lemma. Pokud se v n ohradkach nachazi dohromady Z < (Z) ziraf, musi existovat dvé ohradky
se stejnym pocétem ziraf.

Dikaz lemmatu. Predpokladejme, ze v kazdé ohradce by se nachéazel ruzny pocet ziraf. Ozna¢me
tyto poéty BUNO %1 < Z3 < --- < Z,. Potom nutné ; > 0,22 > 1,...,%, > n — 1 a tudiz celkovy
pocet ziraf by byl 2 >0+ 1+ -+ (n—1) = (;) To je spor, takze v nékterych ohradkach se musi
nachézet stejny pocet ziraf. O

Lemma plati, pustme se nyni do dikazu hlavniho tvrzeni.

Dukaz tvrzeni A. Pokud je v ohrddkdch dohromady méné nez (g) ziraf, podle lemmatu musi
existovat dvé ohradky se stejnym poctem ziraf. Miskova strategie v kazdém tahu je vybrat tyto
dvé ohradky. Oznacme pocet ziraf v jedné z nich jako Z;. Pokud tyto ohradky obé obsahuji 2, = 0
ziraf (jsou prazdné), Misko vyhral. Pokud ne (%, > 0), pfesune se mezi nimi jedna zirafa, takze
v jedné z ohradek bude Z; + 1 a ve druhé Z; — 1 ziraf.

Nyni ukazme, Ze toto nemtze Misko délat do nekonecna, tedy ze po konecném poctu tahtt musi
vyhrat. Zavedme si veli¢inu K = 2% + 2% + -+ 2,21, K je tedy druhd mocnina poétu ziraf v kazdé
ohradce sectend pres vSechny ohradky. Misko vybere ohraddky se stejnym poctem ziraf Z, > 0
a jedna zirafa se presune. Analyzujme, jak toto zméni veli¢inu K. V celém souctu se zméni pouze
dva ¢€leny #2. A zména celého sou¢tu bude

Go+ 124+ G —1)2 -2 —22 =25, +1-25,+1=2.

Hodnota K tedy pfi kazdém Miskové tahu vzroste o 2. Protoze ale mame n ohradek, kde v zadné
nemtize byt nikdy vice nez # ziraf, je jasné, ze K < nz2. Takze Misko nemfize své tahy provadét
do nekonec¢na a v kone¢ném poctu tahtt musi vyhrat. O

Nyni jesté musime ukézat, e pro () Ziraf uz Misko vyhrat nemize.

Tvrzeni B. Pokud je ziraf (g), mohou hrat tak, aby Misko nebyl schopen v konecném poctu
tahu vyhrat.

n
2
jednu dvojici ohradek (mezi n ohrddkami je pfesné (g) riznych dvojic). Na zacétku si kazd4 zirafa
stoupne do jedné z téchto svych ohradek. Pokud nyni Misko vybere dvojici ohradek, bude vzdy
existovat zirafa, kterd ma tuto dvojici ohradek na starosti a tato zirafa se pfesune do své druhé
ohradky. Vidime, ze at bude Misko hrat jakkoliv, zirafi strategie zaruéi, ze v kazdé dvojici ohradek
se bude vzdy nachdzet alespon jedna zirafa (kterd ji ma na starosti). Misko tedy nikdy nemfize
vyhrat. O

Diikaz tvrzeni B. Zirafy budou mit nasledujici strategii. Kazda z ( ) ziraf dostane na starosti

Nejmensi pocet ziraf Z, pro které nemuze Misko v kone¢ném poctu taha vyhrat, je 2 = (g)

POZNAMKY:
Vétsina fesiteld se dopracovala ke spravnému poctu Z = (g) ziraf. Dukaz prvniho tvrzeni méli
jenom nékteri, druhé tvrzeni se nepodarilo dokazat nikomu. (Ondra Trinkewitz)



Uloha 8.

Jsou dany kruznice k a ¥, jez se protinaji v bodech P a Q. Na kruznici k zvolime bod C riizny od
P, Q a ozna¢ime A # P druhy prisecik £ s pfimkou CP a B # Q druhy prisecik ¢ s piimkou CQ.
Ukazte, ze stied kruznice opsané ABC' lezi na pevné kruznici, ktera nezavisi na volbé C.

RESEN(:
Oznac¢me K, L postupne stredy kruznic k a ¢, a nech S je stredom kruznice opisanej trojuholniku
ABC. Ukazeme, ze CSLK je rovnobeznik.

Budeme pouzivat nasledujicu lemu.

Lema. Nech O je stredom kruznice opisanej trojuholniku XY Z a nech p je antirovnobezka® kY Z
vzhladom na uhol Y XZ. Potom XO 1 p.

\m3y
\

5Co st1 to antirovnobezky a kamarati? Zistis tu: fhttps: //prase.cz/library /Antirovnobeznost MR /|
|Antirovnobeznost MR.pdf



https://prase.cz/library/AntirovnobeznostMR/AntirovnobeznostMR.pdf
https://prase.cz/library/AntirovnobeznostMR/AntirovnobeznostMR.pdf

Doékaz. Nech H je ortocentrum trojuholnika XY Z. Z toho, ze O a H su ,kamarati“, mame, ze X H
a XO st izogonaly vzhladom na uhol Y X Z. To znamen4, ze preklopenim X H cez os uhla Y XZ
dostaneme X O. Zaroven, ked cez tuto os preklopime Y Z, dostaneme rovnobezku s p. To znamena,
ze uhol, ktory zvieraju priamky X H a Y Z, bude rovnaky ako uhol, ktory zvieraju priamky XO
ap. Avsak XH 1 YZ, takze XO L p. O

Kedze K je stredom kruznice opisanej CQP a priamky PQ a AB su antirovnobezné vzhladom
na uhol BCA, plati CK 1 AB. Zéaroven plati SL L AB, kedze S i L lezia na osi strany AB. Takze
mame CK || SL.

Podobne, kedZe S je stredom kruZnice opisanej ABC a priamky PQ a AB st antirovnobezné
vzhladom na uhol BCA, plati CS 1 PQ. Zaroven plati KL 1 PQ, kedze K i L lezia na osi strany
PQ. Takze mame CS || PQ. To spolu s CK || SL dava, ze CSLK je rovnobeznik.

Kedze CSLK je rovnobeznik, plati |SL| = |CK|. VSimnime si, ze dlzka tsecky CK je rovna
polomeru kruznice k, a teda nezavisi od polohy bodu C. To znamena, #e ani dlzka usecky SL
nezavisi od polohy bodu C. Tym sme dokazali, ze bod S lezi na pevnej kruznici, ktord ma stred L
a jej polomer je rovny polomeru kruznice k.

POZNAMKY:
Uloha sa dala riesit viacerymi sposobmi. Niektoré odovzdané rieSenia boli ako vzorové, niektoré
boli zlozitejSie a ostatné este zlozitejsie. (Michal ,, Misko“ Pecho)



