Polynomy 1

1. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 2. PROSINCE 2024

ULona 1. (5 BODU)
Naleznéte viechna realnd é&isla g, pro které ma polynom x* — 4022 4 ¢ étyfi readlné kofeny, jez tvoii
aritmetickou posloupnost.

ULoHA 2. (5 BoD)
Najdéte viechny dvojice polynomt P,Q € C[x], jez spliuji Q(x2) = (z + 1)* — xP(x)? pro viechny
komplexni hodnoty x.

ULoHA 3. (5 BODU)
Bud P(z) € R[z] polynom, ktery mé stupeni 2024, vedouci koeficient 1 a pro kazdé celé ¢islo n
takové, ze 1 < |n| < 1012, spliiuje P(%) = n2. Najdéte vSechna dalsi realna ¢isla r, jez spliuji
P(l) =72
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Polynomy 1

1. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Naleznéte vsechna reslns cisla q, pro které ma polynom xz* — 402 + q &ty¥i reélné koieny, jez tvoii
aritmetickou posloupnost.

RESEN(:
Méjme néjaké g vyhovujici zadani. Ukazeme, ze pak jiz nutné q = 144.

Oznac¢me kofeny naseho polynomu 71, r2, r3, r4. Tyto kofeny jsou redlné a tvoii aritmetickou
posloupnost, existuji tedy! s,d € R takova, ze r1 = 3s, 7o = 35+ d, 73 = 35 + 2d, r4 = 3s + 3d.
Z Vittova vztahu pro koeficient u 23 dostavame

12s+6d=r1 +roa+7r3+14 =0,

aneb d = —2s. Muzeme tedy psat r1 = 3s, r2 = s, r3 = —s, r4 = —3s. Nyni ze vztahu pro koeficient
u x2 obdrzime

2
—10s® = r1r2 +r1r3 +rirg + r2r3 + 1214 + 1374 = —40,

neboli s = +2. V obou pripadech dosazenim do vzorce pro absolutni ¢len dostavame
q=rirorzrs = 9s* =916 = 144.

Jedinym kandidatem na feSeni je tudiz ¢ = 144. Musime vsak jeSté ovérit, ze ¢ skutecné vyho-
vuje(!), tedy Ze pro toto ¢ ma polynom &ty¥i realné kofeny tvofici aritmetickou posloupnost. To
udélame snadno, nebot dosazenim s = £2 do vysSe odvozenych vztahi ziskdme d = —4 a r1 = 6,
ro=2,r3=—-2,r4=—6 (resp.d=4ar, =—6,r2=—-2,r3 =2, r4 =6) a jejich ,kofenovost
ovérime pfimym vypocétem.

POZNAMKY:

Pfiblizné polovina doslych feSeni postupovala jako vzorové, le¢ bohuzel ¢asto zapominala ziskaného
kandidata ¢ = 144 ovérit. To slo bud pfimym dosazenim, jako je uvedeno vyse, nebo ovéfenim, ze
nalezené kotfeny (a diference) spliuji i t¥eti Vietav vztah (pak to jiz kofeny byt musi). Druhy casty
postup byl substituovani t = 22 a FeSeni vysledné kvadratické rovnice. (Josef ,, José“ Soural)

1Zde schvalné bereme 3s, abychom se pozdé&ji vyhnuli zlomktim ;).
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Uloha 2.

Najdéte vsechny dvojice polynomii P, Q € C[x], jez spliuji Q(z?) = (x +1)* — 2P(x)? pro vSechny
komplexni hodnoty x.

RESEN(:

Vsimnéme si, ze deg ((z +1)*) = 4 a deg (zP(x)?) = 2deg(P) + 1. Pokud deg(P) > 2, pak
deg (zP(x)?) > 5. NemiiZe se tedy rovnat stupni (z + 1)*, takze

deg ((z + 1)* — 2P(2)?) = max {4, deg (zP(z)?)} = 2deg(P) + 1

je kladny a lichy. Zaroven ale deg (Q (xz)) = 2deg(Q(z)), takze se nikdy nerovna kladnému lichému
éislu. Musi tedy platit deg(P) < 1.
Diky tomu P(x) = ax + b pro néjakd a,b € C a

(z+1)* —zP(2)? =2 + (4 — a?) 23 + (6 — 2ab)z® + (4 — b?) = + 1.

Tento polynom se rovna @ (:1:2) pro né&jaké @ € C[z], pravé kdyz jsou koeficienty u lichych mocnin
z nulové, tedy pravé kdyz a = £2 a b = +2. Z Q (:pz) je mozné jednoznacné urcit @, takze pro
kazdou volbu a, b vyhovuje pravé jedna dvojice P, Q:

a=2, b=2 = P(z) =2z+2, () = 2% —2¢ + 1,
a=2, b=-2 = P(z)=2z-2, (:E)—x + 14z + 1,
a=-2, b=2 — P@)=-22+2, Qz)=2%+14z+1,
a=-2, b=-2 =— P)=-2r-2, Q)=2>-2zx+1.

POZNAMKY:

Mnoho dukazi toho, Ze deg(P) < 1 nebylo tGplné presvédéivych: nékolik fesitelt si napfiklad neu-
védomilo, ze pro polynomy R, S € C[z] rovnost v deg(R+.5) < max{deg(R),deg(S)} nemusi platit
pokud deg(R) = deg(S). (Tomés Flidr)

Uloha 3.

Bud' P(z) € R[z] polynom, ktery ma stuperi 2024, vedouci koeficient 1 a pro kazdé celé cislo n
takové, ze 1 < |n| < 1012, spliiuje P(%) = n2. Najdéte vSechna dalsi realna ¢isla v, jez spliuji
P(L)y=r2

p~
RESEN(:
Uvazujme polynom Q(z) = 22 P(x) — 1. Plati, ze P (%) = 12 pravé tehdy, kdyz je % kofenem Q(z).
Zname tedy jiz 2024 kofent @, a to % pro celd ¢isla n takova, ze 1 < n < 1012. Stupen Q je 2026,
ze zékladni véty algebry ma tedy jesté dalsi dva kofeny (které mizou byt komplexni). Ozna¢me
tyto dva koreny r; a ro. Potom je odpovédi % a %

Zbyva urcit r1 a ra, coz udélame pomoci Vietovych vztaht pro konstantni a linedrni élen Q.
Ozna¢me S souéin vSech kofeni Q. Vedouci koeficient @ je 1, nebot vedouci koeficient P je 1.

Protoze konstantni élen @ je —1 a linearni je 0, plati
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Jelikoz nula zjevné neni kofenem @, mizeme druhou rovnost upravit na ro = —rj1. Z prvni rovnosti

potom dostavame r{ = (1012!)2. Tudiz r1,2 = £1012!.

Odpoved je tedy +-==; 1012,



POZNAMKY:
Jak si povsimla Svatava Simeckovd, neni na prvni pohled jasné, ze polynom P je jednozna¢né dany.
To 1ze bud vytesit tim, ze ukdZeme jednoznacnost P, nebo stejné jako ve vzorovém feseni pracujeme
s néjakym takovym polynomem P a protoze (Q se ukadze byt jednoznac¢né dany, je jednoznacny i P.
Vétsina doslych feSeni se vydala stejnou cestu jako to vzorové. Nejvétsim ofiskem se ukéazalo
uvédomeéni si, ze kofen () je prevracend hodnota c¢isla spliujiciho podminku v zadani. V hodné
feSenich mi také chybéla zminka, Ze pouzivame zdkladni vétu algebry. Jinak bychom totiz ani
nevédéli, ze nalezend r1 a rg vskutku jsou kofeny Q. (Magdaléna Misinov4)



