Mocnéni

1. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 3. UNORA 2025

ULona 1. (3 BODY)
Rozhodnéte, zda existuji redlna neceld Cisla a, b takova, ze pro libovolné pfirozené n je a™ + b™ celé
¢islo.

ULoHA 2. (3 BODY)
Rekneme, 7e ptirozené &islo n je zdvorilé, jestlize je mo#né jej zapsat jako soudet k+ (k+1)+-- -+,
kde k,¢ € N, k < £. Dokazte, ze zadna prirozend mocnina dvojky neni zdvorila.

ULOHA 3. (3 BODY)
Naleznéte viechna cela nezaporna n takova, ze 2" + n déli 22" + n.

ULOHA 4. (5 BODU)
Naleznéte vsechny funkce f : R — R takové, ze pro libovolna z,y € R plati

flx) =45 fle+y) = f@) ).

ULOHA 5. (5 BoD)
Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho pfirozenych n takovych, ze S(37+1) < S(3™), kde S(a) znaci
ciferny soucet cisla a.

ULoHA 6. (5 BODD)
Bud ABC trojthelnik. Necht tg, to jsou pfimky, které se dotykaji kruznice opsané trojuhelniku
ABC postupné v bodech B, C. Zvolme kruznici kg se stfedem lezicim na ¢ prochazejici bodem
B. Podobné zvolme kruznici k¢ se stfedem lezicim na to prochazejici bodem C'. Pfedpokladejme,
ze kp a k¢ se protinaji ve dvou riznych bodech X a Y. Dokazte, ze existuje pevny bod P nezavisly
na volbé kp a k¢ takovy, ze body X, Y a P lezi na primce.

ULoHA 7. (5 BODD)
Uvazujme vSechna 2025ciferna ¢isla, jejichz kazda cifra je prvkem mnoziny {2,3,4,5,6,7}. Kolik
z nich je délitelnych 220257

ULoHA 8. (5 BOD®)
Dokazte, ze pro vSsechna pfirozena n plati:

n
Z<2n+17k> <on
Z\"kv1 ) -



Mocnéni

1. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Rozhodnéte, zda existuji redlna necela Cisla a, b takova, Ze pro libovolné prirozené n je a™ + b™ celé
cislo.

RESEN(:

Pro libovolna opacna ¢isla z a —z a liché n plati ™ + (—x)™ = 0. Zaroven pro kazdou druhou
odmocninu pfirozeného cisla je jeji sudd mocnina celocCiselna, a sudé mocniny jakychkoli z a —z
se navic shoduji. Zadéani proto splnime pomoci kterékoli necelé druhé odmocniny pfirozeného ¢isla,
pozadované &isla a, b tedy existuji a jsou nimi napiiklad v/2 a —+/2.

POZNAMKY:

Mnoho fesSeni se podobalo tomu vzorovému, ale kromé toho spousta chytie pouzivala zlaty fez
a fakt, ze generuje Fibonacciho posloupnost. (Lukés Trojan)
Uloha 2.

Rekneme, #e pfirozené ¢islo n je zdvorilé, jestlize je mozné jej zapsat jako soudet k+ (k+1)+-- -+,
kde k,¢ € N, k < £. Dokazte, ze zadna prirozenad mocnina dvojky neni zdvoriila.
RESEN(:

Dokézeme, ze kazdé zdvorilé ¢islo n se d& prepsat takto: k+ (k+1)+---+(¢(—1)+4£
Vedou k tomu nasledujici apravy:

_ (4R (t—k+1)
L .

n:k+(k+1)+---+(£71)+Z=%-2(k+(k+1)+---+(ffl)+£):
:%(k+(k+1)+~~+(£—1)+e+

=1+ b))+ k) =

U+ R)(-E+1)

= 5 .

Pokud k 4+ £ je sudé, tak i £ — k je sudé. Obdobné pokud k + £ je liché, tak i £ — k je liché. Z toho
plyne, ze ¢isla (k + £) a £ — k + 1 maji rtiznou paritu.

Pokud v sou¢inu bude liché ¢islo > 1, tak souéin urcité nebude mocnina dvojky. (Jinak by
prvociselny rozklad musel obsahovat néjaké liché prvocislo, coz je spor.) Aby n bylo mocninou
dvojky, jsou jediné moznosti jsou bud k+# = 1, nebo £ —k+1 = 1. To ale nikdy nenastane, protoze
k + £ je vzdy vétsi nez 1, jelikoz k > 1,0 > k,aprotoi ¢ —k+ 1> 1.

= (B+ 0+ F+ 0+t (4 R)

PozNAMKY:
Vétsina reseni byla spravné a postupovala stejnym zptsobem jako vzorové feseni. Dost fesitell
zapomnélo odivodnit, pro¢ jeden z ¢initeld nemuze byt 1. (Petr Hladik)



Uloha 3.

Naleznéte vsechna celd nezaporna n takovd, Ze 2" + n déli 22™ + n.

RESEN(:
Vyraz 227 4+ n vydélime 2" 4 n a dostavame

722n+n =2" —n+ n2+n.
2" +n 2" +n
Aby 2" + n délilo 22" 4 n, musi platit, Ze ;ﬁ% je celé &islo. Potom bud n? +n = 0, nebo

n24+n > 2" +n. V prvnim piipadé plati n = 0 a dostavame tak jedno z moznych feSeni. V druhém
piipadé nerovnost mtzeme upravit a dostavame n? > 2". Indukci ukézeme, 7e tato nerovnost pro
n > 5 neplati. Pro n = 5 nerovnost zjevné neplati, pouzijeme indukci a dostavame

2ntl = 2.9" > 902 > (n 4+ 1)2,

jelikoz n? > 2n 4 1 pro n > 5. Zbyvé tedy vyzkouset n € {1,2,3,4} a dostdvame vSechna mozna
feSeni 0, 2 a 4.

POzZNAMKY:

Vétsina feSeni postupovala podobné jako to vzorové a dobrala se ke stejnému vysledku. Nékteri
Fesitelé zaménili nezaporna celd &isla za prirozena a uteklo jim tak feSeni n = 0. Cast Fesiteln
bohuzel ne zcela opatrné manipulovala s nerovnostmi nebo pouzila chybny argument, ze rovnost
n? = 2" plati pro n = 2 a pro n > 2 u# tak nerovnost n? > 2" nemiize byt splnéna a opomenula
tak mozné feseni n = 4. (Klérka Grinerova)

Uloha 4.

Naleznéte vsechny funkce f : R — R takové, zZe pro libovolna x,y € R plati

fle) =45 fle+y) = f@) ).

RESENT:
Funkcionélni rovnice fesime dosazovéanim konkrétnich hodnot. Do nerovnosti f(x) > 4% dosadime
z = 0, z éehoz obdrzime, ze f(0) > 1. V druhé nerovnosti zvolme y = 0, ¢imz dostaneme, Ze

f(@) > f(@)f(0) = 13 f(0).

Pii tpravé jsme vyuzili jednoduché skuteénosti, Ze f(z) > 4* = f(z) > 0, tedy jsme mohli
v nerovnosti podélit f(z). Tedy mame 1 > f(0) a zarovenn f(0) > 1, tudiz 1 > f(0) > 1, z éehoz uz
plyne f(0) = 1.

Nyni nasadme dalsi konkrétni hodnotu, volme y = —xz. Z druhé nerovnosti dostaneme

fle+ (=) 2 f(x)f(—z) = 1=Ff(0) =2 f(z)f(—=).

Zaroven plati prvni nerovnost, ktera dava, ze

fl@)f(—x) > 47477 = 1.
Celkové tedy mame

1> f(x)f(-z) 21 = f(z)f(-z) =1
Toto srovname s prvni nerovnosti. Do prvni nerovnosti dosadme —z, dostaneme f(—z) > 4=%.
Vime, ze
1

f@)f(-2) =1 = f(—=x)= m >47%.
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Také plati

1
f) >4 = 47" > .
f(=)
Mohli jsme podélit f(x), nebot f(z) > 0. Slozenim dvou poslednich nerovnosti dostaneme
_ 1 _ 1 _
ir> Losye o Ly gy —an
f(@) f(@)

Pozornym pohledem zjistime, Ze toto feSeni vyhovuje obéma podminkam ze zadani, a tedy to
je nasSe jediné feseni, a tim padem jsme hotovi.

PozNAMKY:

Vétsina feseni, kterd ptisla, byla spravnd. Vétsina tspésnych fesiteltt bud tlohu vyfesila postupem
podobnym jako vzorové feSeni, nebo postupovala uhodnutim vysledné funkce a pak sporem. Chyby
u pfistupu pfes spor byly zpravidla dany neobecnosti piedpisu pro funkce, které byly sporem
vylouceny. Mnozi Fesitelé se pokusili argumentovat spor skrz pri¢itani nebo nasobeni konstantou
¢éi jinou podobné neobecnou transformaci. Nicméné tato feseni vzhledem k nekoneé¢nému mnozstvi
moznych transformaci nedopadla pfili§ zdarné. Za uhodnuti vysledné funkce jsem vzdy dal alespon
jeden bod nehledé na to, jak moc se feseni ptiblizilo spravnému dikazu. (Jaromir Poticek)

Uloha 5.

Dokazte, ze existuje nekone¢né mnoho pfirozenych n takovych, ze S(3"+1) < S(3"), kde S(a) znadi
ciferny soucet cisla a.

RESEN(:

Ulohu dokazeme sporem. Pfedpokladejme, Ze &isel n spliujicich S(37T1) < S(3™) je konecné
mnoho. Pak jisté existuje nejvétsi z nich. Oznac¢me nyni N ¢islo o jedna vétsi nez toto nejvétsi
&islo, pro vSechna n > N tedy musi platit S(3"+1) > S(3™). Zarovei jelikoz S(33) < S(32), musi
byt nutné N > 3.

Viimnéme si, ze pro n > 1 plati, ze 32 | 37, tedy 9 | 3”. My ale vime, %e ciferny soucet
¢isla délitelného deviti je rovnéz délitelny deviti. Muzeme si tak rozepsat S(SN) = 9k pro né&jaké
pfirozené k. Pak S(3V+1) > 9k a zéroveit je délitelné deviti, tudiz S(3VN+1) > 9(k + 1). To lze
zobecnit pro vSechna ¢isla vétsi nez N takto: S(SN“) > 9(k + i), kde ¢ je pFirozené.

Ciferny soucet je zaroveil shora omezeny devitindsobkem podctu cifer (zaddné cifra nemtize byt
v&tsi nez 9). Vsimnéme si, Ze zvétsenim exponentu n o 2 zvétsime ¢&islo 9X, ¢imZ mu ale mizZeme
pfidat maximalné jednu cifru (zvétsime ho méné nez 10x a zvétSenim 10x pfiddme prévé jednu
cifru). Oznadéime-li ¢ pocet cifer ¢&isla N, ziskdvame tak

9(c+1)>S(BVT) > 9(k+2)

a o néco obecnéji _
9(c+14) > S(3M*2) > 9(k + 2i)

pro kazdé prirozené ¢islo i.
Pak ovSsem musi platit pro vSechna i € N:

9c+ 91 > 9k + 184

c>k+i.

Jelikoz je ale ¢ pfedem dané ptirozené ¢islo, od néjakého ¢ (naptiklad kdyz i = c¢) pfestane nerovnost
platit. A tim se dostavame do kyzeného sporu.
Opravdu tedy takovych n existuje nekone¢né mnoho.

3



POZNAMKY:

Vétsina FesSiteld se s ilohou poprala tspésné. Nékteri se dokonce odvazné poustéli do vyjadfovani
poctu cifer pomoci logaritmt a jako argument pouzivali to, jak rychle funkce rostou. Dikaz sporem
ptrevazoval, byl také o dost jednodussi pro spravnou argumentaci bez néjakého machani. Obecné
jsem se snazila byt hodnéjsi a sem tam pfimhoufit oko. (Adéla Karolina ,, Ada“ Zackova)

Uloha 6.

Bud ABC trojihelnik. Necht tg, tc jsou piimky, které se dotykaji kruznice opsané trojihelniku
ABC postupné v bodech B, C. Zvolme kruznici kg se stfedem lezicim na tp prochazejici bodem
B. Podobné zvolme kruznici k¢ se stfedem lezicim na tc prochazejici bodem C'. Predpokladejme,
ze kp a k¢ se protinaji ve dvou riiznych bodech X a'Y . Dokazte, ze existuje pevny bod P nezavisly
na volbé kp a k¢ takovy, ze body X, Y a P lezi na pfimce.

RESEN(:
Bud O stfed kruznice opsané trojuhelniku ABC. Ukazeme, ze O je hledany pevny bod.

Body X, Y lezi na chordale! kruznic k¢ a kp. Chceme tedy ukézat, ze O na ni lezi také. K tomu
nam postaéi dokédzat, ze p(O,kp) = p(O, kc), kde p(A, k) zna¢i mocnost bodu A ke kruznici k.
Protoze tp je tecna ke kruznici opsané a stfed kruznice kp lezi na tp, je i pfimka OB tecnou ke
kruznici kg a plati p(O, kp) = |OBJ?, obdobné p(O, ko) = |OC|?. Jenomze OC a OB maji stejnou
délku, protoze O je stied kruznice opsané trojuhelniku ABC.

Tedy rovnost p(O, kg) = p(O, k) plati, a O tudiz lezi na chordédle XY O.

POzZNAMKY:
Objevila se i feSeni vyuzivajici analytickou geometrii. Ta byla spravné, ale vétsinou dost pracna.
Existuji i lepsi zptsoby (naptiklad ten ve vzorovém Feseni).

(Vojta ,,Dlaza“ Gadurek)

Uloha 7.

Uvazujme vsechna 2025ciferna ¢isla, jejichz kazd4 cifra je prvkem mnoziny {2,3,4,5,6,7}. Kolik
z nich je délitelnych 220257

RESEN(:

Je jich 32025,

Indukei dokazeme, Ze n-cifernych éisel s ciframi z mnoziny {2, 3,4,5,6, 7}, kterd jsou délitelna
2™, je 3. Pro n = 1 to plati, délitelnd dvéma jsou tfi Cisla 2, 4, 6. Déale predpokladejme, Ze to plati
pro n, a dokazme to pro n + 1. Pfedstavme si vyhovujici (n + 1)-ciferné ¢islo C'. Rozdélime ho na
prvni cifru p a zbytek z, takze ho napiseme jako

C=p 10"+ 2.
Mé-li byt C délitelné 27+1, musi byt délitelné i 2. Jelikoz je 10" také délitelné 27, tak musi byt i z
délitelné 2™. Z induk¢éniho predpokladu tedy existuje 3™ moznych cisel z. Ukazeme, ze pred kazdé

z nich miizeme doplnit praveé t¥i cifry p, aby bylo vysledné ¢islo C' délitelné 2711,
ZapiSeme-li z jako k - 2™, muzeme C rozepsat jako

C=p-10"+k-2"=(p-5" +k)-2".

Vidime, ze C' bude délitelné 2711, prave kdyz bude p - 5" + k sudé. Cili pokud je k liché, budou
vyhovovat licha p, tedy 3, 5, 7; naopak pokud je k sudé, budou vyhovovat suda p, tedy 2, 4, 6.
V obou ptipadech mizeme pred éislo z pfidat pravé tii cifry, aby byl vysledek délitelny 2", takze
je-li 3" moznosti volby n-ciferného &isla z, je 3"+ moznosti volby (n + 1)-ciferného ¢isla C.

IPokud pojem chordéla nebo mocnost vidis poprvé, doporu¢ujeme se podivat na tento ptispévek
lhttps://prase.cz/library/Mocnost AChordalyJT /Mocnost AChordalyJT.pdf
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https://prase.cz/library/MocnostAChordalyJT/MocnostAChordalyJT.pdf

POZNAMKY:
Kamenem trazu bylo napsat, Ze kdyz odebereme prvni cifru éisla délitelného 27" *1, bude zbytek
délitelny 2", a Ze tedy muzeme indukovat. Vétsina fesitelti to nejspis védéla, presto to asi polovina
nenapsala do feseni. Body jsem nestrhéval, pokud tam byly n&jaké, byt nejasné, kroky v tom sméru,
ale bylo to na hrané.

Jinak si myslim, ze byla tloha spi$ leh¢i, minimalné v tom, ze vétsina Fesiteld pfisla na lehci
feSeni, nez znali orgové (a toto leh¢i feSeni uvadime jako vzorové). (Matous Safranek)

Uloha 8.

Dokazte, ze pro vSechna pfirozena n plati:

n _ k
Z<2n+1 k> <om,
k+1

k=0

RESENT PODLE JAKUBA TRCKY: .
Ukéazeme, zepron € Nak € {0,1,...,n} je (%) < (Z) Pak totiz se¢tenim téchto nerovnosti
pro pripustna k bude

= 2n+1—k>k< " n on
= ) < =Q1+1"=2"
> (M) =2 ()

jak je zndmo z binomické véty. Dokazme nejdiive dvé pomocné nerovnosti:

(E+D)(y+1) - =y
(z+y+2)27 = (z+y)2”

Lemma. Pro z,y kladna realna je
Diikaz. Roznéasobenim a pfictenim 4zy k (z—y)2 > 0 dostaneme (z+y)2 > 42y, nade? z kladnosti
z+y+lije(z+y)(z+y+1)>4dry(z+y+1). Tudiz
zy(z+y+2)° =zy((z +y)° +4(z +y) +4) = ay(z +y)° +day(z +y +1) <
Say(e+y)?’ + (@+y*@+y+ 1) =@+’ @+ Dy +1).

Odtud jiz podélenim kladnymi (z + y)2 a (z + y + 2)? obdrzime dokazovanou nerovnost. O

Lemma. Necht n > m jsou pfirozend. Pak

nn—1)---(n—m+1) S (n=1)(n-2)---(n—m)
2n—m+1)™ - 2n—m—1)m

Duikaz. Z technickych divoda si umocnéme levou stranu dokazované nerovnosti na druhou — tim
zajistime, Ze pocet Cinitelt v Citateli i jmenovateli je sudy. Proto mizZeme parovat

n?(n—12%---(n—m+1)? _ n(n—m+1) ‘(n—l)(n—m+2)“. (n—m+1)n

(2n — m + 1)2m (2n —m +1)2 (2n —m +1)2 (2n —m+4+1)2°

Vsimnéme si, Ze soucet Cinitelt Citatele libovolného jednoho zlomku je roven 2n — m + 1, presné
hodnoté ¢tvercované ve jmenovateli téchto zlomku. Zaroven vsichni Cinitelé jsou vétsi nez jedna
diky predpokladun >m > 1

a jsme tedy opravnéni m-krat vyuzit predchozi lemma, ¢imz dostdvame

n?(n—1)2%---(n—m+1)2 N (n—1n—-m) (n—-2)(n—m+1) (n—m)(n—1)
(2n — m 4 1)2m ~ (2n—m—1)2 (2n —m —1)2 (2n—m—1)2"°
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Opétovnym poparovanim éiniteli na pravé strané obdrzime

n?(n—1)2%--(n—m+1)2 S (n—1)2%(n—-2)%2.--(n—m)?
(2n —m + 1)2m - (2n —m — 1)2m

a odmocnénim dostaneme hledanou nerovnost — to lze, nebot obé strany dokazované nerovnosti

jsou kladné diky predpokladu n > m > 0.
Zvolme nyni pevné n ptirozené a k € {0,1,...,n}. Pokud k = 0, pak

on+1—k\F 0 n
P =2n4+1)"=1= ( )
( k+1 > ( ) 0
Bud nyni k£ nenulové. Potom opakovanym pouzitim pfedchoziho lemmatu je

nn—1)---(n—k+1) S (n=1)n-=2)---(n—k) S s k(k—1)---1 k!

(2n +1 - k)F = (2n — 1 — k)k =T k+ 1)k (k+ 1)k’

nacez pronasobenim vhodnymi kladnymi ¢isly obdrzime

n nn—1)---(n—k+1) 2n+1—k\*
() -retpt ()

jak jsme chtéli ukazat.

POZNAMKY:

O

Vsechna spravna feseni dokazovala vice ¢i méné podobnymi postupy kli¢ovou nerovnost s kombi-
nacnim ¢islem — postupy pracujici primo s 2" tlohu nedoresily. (Matéj Gajdos)



