Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 6. KVETNA 2024

V této sérii nejsou tlohy Fazeny podle obtiznosti, ale podle témat (v ramci kazdého tématu je jedna
uloha snazsi a jedna obtiznéjsi). Pozor, poditaji se body za vSechny tlohy!

ULOHA 1.

(a) Michal a Samo byli na IMO v Japonsku a sledovali tam turnaj zapasnikti sumo. Uéastnilo se
n > 2 zapasnika a zapasil kazdy s kazdym. Michal bohuzel pfiSel pozdé, a tak nevidél jednotlivé
zapasy, védél pouze, kolikrat ktery zapasnik vyhral. Samo mu nechce prozradit, jak jednotlivé
zapasy dopadly. Michal si ale o kazdém zapase miZe tipnout, kdo vyhral, nacez mu Samo povi,
jestli si tipnul spravné. Dokazte, ze se Michal dokiZze postupné zeptat na vSechny zapasy a u vice
nez poloviny spravné uhodnout vitéze. (2 BODY)

(b) José vybira ve étvercové miizce 2023 x 2024 dva miizové body A a B. Rekneme, ze dva m¥izové
body X a Y jsou propojené, pokud jeden umime zobrazit na druhy slozenim nékolika stfedovych
soumérnosti se sttedem v A nebo v B. Mnozinu mfizovych bodi nazveme veselou, pokud jsou kazdé
dva body v ni propojené a nelze k ni zadny mrizovy bod pfidat, aby to stale byla pravda. Nakonec

José vybral body A a B tak, aby existovalo co nejméné veselych mnozin. Kolik jich je? (3 BODY)
ULOHA 2.

(a) Pomozte Vaskovi nalézt polyomino slozené z dvaceti ¢tverecki, které lze rozdélit na pét
shodnych polyomin, ale nelze jej rozdélit na deset shodnych polyomin. (2 BODY)
(b) Je déno prvoéislo p. Rozhodnéte, zda muze délitelnost n+p+1 | n® 4+ np + 1 byt splnéna pro
presné 2024 pfirozenych c¢isel n. (3 BODY)
ULoHA 3.

(a) Mezi rameny tGhlu XOY jsou vepsany kruznice o a (. KruZnice o se dotyké poloptimek
OX a OY po fadé v bodech A; a Az a kruznice 8 se OX a OY dotyka po fadé v bodech B; a Ba.
Dokazte, ze ¢tyftuhelniku A A2 Ba By lze vepsat kruznici pravé tehdy, pokud se o dotyka 8.

(2 BODY)

(b) Je dan trojuhelnik ABC, jehoZ obvod méa délku 1. Kruznice w se dotyka strany BC' a také
polopfimek opa¢nych k polopfimkam BA, C A po fadé v bodech P, Q. Pfimka prochazejici stredy
stran AB, AC protind kruznici opsanou trojuhelniku APQ v bodech X, Y. Uréete | XY|.

(3 BODY)

ULOHA 4.
(a) Je déno pfirozené ¢islo n. Dokazte, ze pro kazdé redlné z plati
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(2 BODY)
(b) Jsou dana z,y € R. Dokazte, ze lze zvolit a,b € Z takova, ze

2
b\? \/g 1
— —b] < -.
<x+a+2> +<y+ 2 > <3



(3 BODY)

ULOHA 5.
(a) Prirozend disla jsou rozdélena do koneéné mnoha aritmetickych posloupnosti tak, ze kazdé
Cislo je pravé v jedné z téchto posloupnosti. Dokazte, Ze pro jednu z posloupnosti plati, Ze jeji prvni
¢len je délitelny jeji diferenci. (2 BODY)
(b) Rozhodnéte, zda existuje 2023 nekonec¢nych rostoucich aritmetickych posloupnosti ptirozenych
Cisel spliiujicich nasledujici t¥i podminky:

(1) Existuje nejvyse koneéné mnoho ptirozenych &isel, kterd nejsou v zddné z nich.

(2) Neexistuje ¢islo, které by bylo ve dvou z nich.

(3) V kazdé z nich je alespoii jedno provoéislo vétsi nez 2023.

(3 BODY)

ULOHA 6.

(a) Na PraSeéim jarnim vyleté se seslo deset lidi. Kazdy z nich ma na tomto vyleté pravé tii
kamarady!. Mohlo se stat, ze se kazdy vyletnik s kterymkoliv jingm vyletnikem bud kamaradi,
nebo maji spole¢ného kamarada? (2 BODY)

(b) Je dan trojahelnik ABC' s pravym thlem u vrcholu A. Patu vysky z vrcholu A oznadime P.
Na strandch AB a AC lezi postupné body E a F tak, ze |<BPE| = |<CPF| = 45°. Stfedy tsecek
PE a PF postupné ozna¢ime M a N. Dokazte, ze prusecik pfimek BM a CN lezi na ose uhlu

BAC. (3 BODY)
ULOHA 7.

(a) Rozhodnéte, zda lze ¢isla 1,2, .. ., 20 sparovat tak, aby kazda dvojice davala v souctu prvoéislo
a aby téchto deset prvocisel bylo navzajem raznych. (2 BODY)

(b) Na Matfyzu studuje n matfyzéki, navic néktefi matfyzaci jsou navzijem kamarddi. Anicka
si vSimla, Zze pokud se néjaci dva matfyzaci kamaradi, pak nemaji zddného spoleéného kamarada.
Naopak pokud se néjaci dva matfyzaci nekamaradi, pak maji pravé dva spole¢né kamarady. Do-
kazte, ze vSichni matfyzaci maji stejny pocet kamaradu. (3 BODY)

1Kamaradstvi je vzadjemné.



