Analyticka geometrie lll — Vazeni bodu

,Ked dojde zdsoba trikov, mldtim to barycentrikou.“ — Hymna ‘KS

Véazeny a mily priteli,

vitdme Té u posledniho dilu PraSeciho seridlu na analytickou geometrii. I v tomto dile se bu-
deme zabyvat soufadnicemi, tentokrat ale soufadné osy x a y nahradi strany trojuhelnika ABC.
Opravnéné se ptas — pro¢, proboha, pro¢?

Takové souradnice nabizeji spoustu vyhod pfi feSeni konfiguraci svazanych s trojuhelnikem —
mnoho je toho spojeno s pfimkami. Body na stranach trojihelnika mtzeme uchopit velmi dobfe,
jelikoz si ukazeme, ze jsou to pouze vhodné navazené vrcholy. To ale neni vSe! V minulém dile
jsme obecné rovnici pfimky neméli a protinani primek bylo takové kostrbaté, zatimco objekty jako
kruznice ¢i kolmice byly velmi pfirozené. Barycentrické souradnice nabizi v podstaté opacné vyhody
— kruznice nemaji ani zdaleka tak jednoduchy tvar, kolmice jakbysmet. Je-li ale jedna véc, ve které
tyto soufadnice dostanou za jedna, jsou to jednoznac¢né pfimky a obsahy.

Vazeni bodu a tézisté

Typicky se pro zavedeni barycentrickych souradnic vyuziva vektorova definice. My ale vektory zcela
vypustime.

Definujeme na bodech operace séitani a odc¢itani, a nasledné nasobeni a déleni redlnym cislem.
Operace provadime po slozkéch (soufadnicich), tedy na chlup stejné jako u komplexnich ¢isel — jen
jsme vratili velikost pismenek, misto a + b budeme psat A + B.

Rozdil mezi vektory a komplexnimi ¢isly je nasobeni. U vektort se zavadi skalarni soucin,
jehoz vysledkem je redlné ¢islo (ne tedy vektor nebo bod). Zavedeni skalarniho souéinu pfeskocime.
Pokud ho nezavedeme, neodchylime se nijak od definice komplexnich ¢&isel a budeme moct (ponékud
netradi¢né) ve vhodné chvili poéitat s body jako s komplexnimi ¢isly a pomoci toho dokéazat tvrzeni.
Mimo dikazy vsak v tomto dile komplexni ¢isla nebudeme potfebovat.

Ted se uz bez dalsiho zdrzovani vydame na cestu vazeni.

Definice 1. Tézisté bodu Ay, As,..., A, s hmotnostmil mi,ma,..., mn, jejichZ soucet neni
nula, je bod
Yy miA;  mi1Ar +maAz + -+ mnAp

Z?Zlmi mi1+ma+ -+ mp

Piiklad 2. Mg&jme body A, B, C' s hmotnostmi 1. Jejich t&zisté je pak 1‘Aﬁ‘13++11'0 = ABEC

Cviceni 3. Uréi soufadnice t€zisté bodi A = (2,5) s vahou 1, B = (1,2) s vahou 2 a C = (6,3)
s vahou 4.

INebo také vahami.



Poznamka 4. Pokud bychom na pevnou nehmotnou desku umistili bodova zavazi s prislusnymi

dokazovat. Vtip je v tom, Ze vyraz délime souctem vah. Rozmysli si, Zze kdyZ tfeba posuneme
osu y o 1 doleva a z-ova soufadnice kazdého bodu se tak o 1 zvétsi, zvétsi se pfesné o 1 i z-ova
stejném misté. Muzes z toho snadno vyvodit, Ze nezalezi na tom, kam posuneme pocatek soustavy
soufadnic. OvSem rozmyslet si, Ze nezalezi na tom, jak otocime a naskédlujeme osy, uz je tézsi.

Dale se podivame na zakladni vlastnosti.

Napftiklad nezalezi na bodech s nulovou hmotnosti. Pokud ma bod hmotnost nula, jako by nebyl.
Pokud méme dva hmotné body na jednom misté, je to stejné, jako by tam byl jeden bod s jejich
celkovou hmotnosti.

Vsimnéme si, ze zalezi jen na poméru hmotnosti. Pokud vSechny hmotnosti vynasobime jednim

jmenovatel zmizi a tézisté je dano vztahem mi A1 +moA2 + - - - + myp Ayn. Pokud maji vahy soucet
1, fikame, Ze jsou mormované. Pozdéji v seridlu tuto podminku budeme casto vyzadovat.

soufadnic, kteréhozto triku sis mohl(a) v§imnout v minulém dile. Pak plati rovnou

mi1A1 +moAs + - +mnpA, = (0,0).

jednoho bodu je zjevné bod sdm, no a dal ...
Tézisté dvou bodh
Tvrzeni 6. Pokud jsou A, B dva body s hmotnostmi m 4, mp, pak je jejich tézisté pravé ten
bod na piimce AB, ktery spliuje
AT _ mp
TB  my’

kde AT, T'B jsou orientované vzdalenosti.

Dikaz. Umistime osu z tak, aby prochazela body A, B. MuZeme ovérit, ze jejich tézisté nehledé na
vahy také lezi na ose z (ma nulovou souradnici y). Umistime tedy jesté pocatek soustavy souradnic
do tézisté. Pak plati
maA+mpB=(0,0)=T.
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Poté je z-ova soufadnice bodu na ose x jeho orientovana vzdalenost od pocatku, tedy od T. Kdyz
se podivame jen na z-ovou slozku vzorce, dostaneme m 4 - TA + mp - TB = 0, coz upravime na

mp —-TA AT
ma TB TB’
Hodnota poméru % uz zaroven jednoznac¢né urcuje polohu bodu 7" na pfimce AB. O

Poznamka 7. Toto tvrzeni je pfesné zdkon péaky z fyziky.

AN

Pokud budeme pozadovat soucet hmotnosti 1, abychom mohli vynechat jmenovatele, da se

vzorec t&zisté dvou bodu zapsat jako tB + (1 — t)A pro néjaké realné ¢t. V téhle podobé vzorec
uvidi$ nejcast&ji. D4 se taky zapsat ,vektorové“ jako A + t(B — A) nebo A+t - ﬁ Parametr t

v poloviné cesty, dosadime t = % a dostaneme vskutku vzorec pro stied %A + %B. Nachézi-li se za
celou cestou, dosadime ¢t = 1 a dostaneme B, konec cesty. Shrnuje to nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 8. Méjme tézisté T = tB+(1—t)A. Pak je T pravé ten bod na piimce AB, ktery spliiuje
AT

=y
AB
Duikaz. Podle pfedchoziho tvrzeni 6 plati % = ﬁ neboli (1 — ¢t)AT = t - T'B. RozepiSeme
t-TB =1t-(TA+ AB) = t- (—AT + AB) a pri¢teme k obéma stranam ¢ - AT, ¢imz ziskame
AT =t- AB. O

Jestli ¢tes pozorné, mas uz mozna podezieni... nikdo nefekl, Ze hmotnost nesmi byt zaporna!
Délky AT a T B ve tvrzeni 6 bereme orientované. Pokud jsou obé hmotnosti kladné, ma AT a T B
stejné znaménko, takze lezi T na tseéce AB. Pokud jsou obé hmotnosti zdporné, vyjde to stejné,
jako by byly obé kladné, protoze zalezi jen na poméru. Pokud je ale jedna kladna a jedna zaporna,
maji AT a TB opa¢na znaménka, takze lezi T" mimo tsecku AB, za tim bodem, ktery ma vyssi
absolutni hmotnost (t6zisté tedy lezi bliz t&éz8imu bodu). Z minulého dilu vime, ze pfeklopeni bodu
B pres bod A je 2A — B, je to tedy tézisté pro A o hmotnosti 2 a B o hmotnosti —1 (soudet
hmotnosti je 1, jak mé byt).

Jak si to predstavit fyzikalné? Misto zavazi si na pace muzes predstavit balének, ktery ji tahne

AN

takze se pripadné mizes sméle pustit do dalsi sekce.
Uloha 9. Uvazme libovolnou piimku prochézejici tézistém. DokaZ, Ze vaZeny soudet orientova-

nych vzdalenosti hmotnych bodt od takové piimky je nulovy.?

2Tedy midy + mada + -+ + mpdy, = 0, kde d; je orientovana vzdalenost bodu A; od dané
primky.



Uloha 10. (znovu) Vrcholem A étverce ABCD prochézi pfimka p, kterd oddéluje B od C a D.
Dokaz, ze |Bp| + |Cp| = |Dp]|.

Barycentrické souradnice

Omezime se nyni pouze na trojuhelnik ABC' — ukaZeme, Ze je tézisté jeho vrcholi uréeno jejich

Véta 11. Libovolny bod v roviné Ize jednoznac¢né vyjadrit jako tézisté vrcholu trojiuhelnika ABC
s néjakymi vahami, které maji soucet 1.

Dikaz. Nejdiiv ukadzeme, ze kazdy bod néjak vyjadrit lze. K tomu si uvédomime, ze umime-li

prochéazejici skrz né. Méjme tedy
P=x1A+y1B+21C a Q=x2A+y2B+ 22C,

kde 1 +y1 + z1 = 22 + y2 + 22 = 1. Kazdy bod na pfimce PQ je podle tvrzeni 8 mozné vyjadrit
jako tQ + (1 — t) P pro néjaké ¢. To mizeme rozepsat jako

(tze + (1 = )z1) A+ (ty2 + (1 = O)y1) B + (tz2 + (1 — t)21)C

a vahy maji skuteéné soucet 1, ¢ili opravdu umime spravné vyjadrit kazdy bod na ptimce PQ.

Potom uz to jde lehce. Vrcholy trojuhelnika vyjadfit umime, A=1-A+0-B+0-C a podobné.
Diky tomu umime vyjadfit vSechny body na pfimkach obsahujicich strany. A libovolny dalsi bod
jisté lezi na né&jaké pfimce, kterd protne strany ve dvou riiznych bodech (staci, aby takova primka
prochéazela vnittkem trojihelnika). Takova pfimka uZ obsahuje dva vyjadfitelné body, proto se da
trojahelnika ABC' se souc¢tem vah 1.

Nyni ukazme jednoznacnost vyjadieni. Pfedpoklddejme pro spor, ze bod P muzeme vyjadrit
jako

1A+ y1B+ 21C =P =22A+ y2B + 22C,

kde se vahy lisi, bez ijmy na obecnosti z1 # z2. Pak
(1 —22)A+ (y1 —y2)B + (21 — 22)C = (0,0),

tedy ziskame
B.

1 — X2 1— Y2
A+y Y
22 — 21 22 — 21

C =
Plati 1 +y1 + 21 =22+ y2 + 22 = 1, tedy

T1 — T2 yl—yz_I1+y1—(952+y1)_Z2—21_1
z2 — 21 z2 — 21 z2 — 21 zZ2 — 21 '

Pokud by tedy néjaky bod Sel vyjadrit vice riznymi zptsoby, lezel by bod C na pfimce AB, coz je
hledany spor. O

Kazdy bod v roviné méa tedy vuci trojuhelniku ABC' jednoznacnou trojici vah, pro kterou je



Definice 12. Bud ABC dany trojuhelnik a bod P = zA + yB + zC, tedy tézisté s vahami z, y
a z kde z + y + z = 1. Poté budeme pséat souradnice bodu P = (z,y, z) v barycentrické soustavé
vzhledem k trojuhelniku ABC'. Trojuhelniku ABC fikame referencni trojihelnik.

Umluva 13. Neni-li fedeno jinak, pfedpokladejme, Ze pracujeme v barycentrické soustavé vzhle-
dem ke trojuhelniku ABC.

Pojdme si rozmyslet par zakladnich véci — body A, B a C maji soufadnice (1,0,0), (0,1,0),
respektive (0,0, 1). Stfed strany BC' je % =0A+ %B + %C, tedy bod (07 %, %) 7da se vsak, ze
jsme vzorec stfedu tiseCky mohli rovnou pouzit na barycentrické souradnice a vyhodnotit standardné
po jednotlivych soufadnicich:

B+C (0,1,0)+(0,0,1)  (0,1,1) 0 11
2 2 2 "272)°

Zni rozumné, Ze by v souradnicich definovanych vazenim meélo jit vazit stejné hezky jako v kartéz-

skych, ne? Vskutku. Pokud si v barycentrickych soufadnicich rovnéz povolime sc¢itani a nasobeni

redlnym ¢islem po slozkach, mizeme hledat tézisté iplné normalné.

Pozorovani 14. Tézisté bodu Pi, P, ..., P, s hmotnostmi m1,ma,...my, které maji pro jed-

noduchost souéet jedna®, je (barycentricky vypoéteno)

n
> miP;=miPi+maPy+ -+ mp P
i=1

Dikaz. Rozepiseme si P; = z; A + y; B + 2;C. Pouzijeme vzorec pro tézisté v kartézskych sourad-

nicich a dostaneme
n

Z mi(CCiA +y; B+ Zic)7
i=1

coz roznasobime a z ¢asti vytkneme A, B, C:
n n n
i=1 i=1 i=1

4Ale funguje to i obecné.



n n n n n
> mim, Y mayi, Y mazi | =Y ma (T, i, z) = Y miP; u
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Véazime-li kartézské body, stac¢i pfislusné vazit obé jejich slozky. Vidime, Ze p¥i zapisu v ba-
rycentrickych souradnicich postaci vazit prislusné tii slozky. V disledku toho se zachovd mnoho
yrozumnych vlastnosti“ kartézskych souradnic (a komplexnich ¢isel).

Véta 15. Plati nasledujici vlastnosti
1) Stred usecky XY je védzeny bo
) Stied tisecky BC' mé souiadnice (0, %, %)
) Preklopeni bodu Y podle bodu X je vazeny bod 2X — Z.
4) Body XY ZT tvoii rovnobéznik, pravé pokud plati X + Z =Y + T.
)
)

X+Y
d XY

Loy X+Y+2Z

Dikaz.  Prvni t¥i vlastnosti plynou hned z tvrzeni 6 a predchoziho pozorovani, ze v barycentrickych
soufadnicich funguje vazeni stejné. Déale body X, Y, Z a T tvofi rovnobéznik pravé tehdy, kdyz
bod T je preklopenim bodu Y podle stfedu usecky X Z, tedy dle prvniho a tfetiho bodu mame

X+Z

T=2. —-Y=X+Z-Y.

psat

Y+Z 1. X+Y
YAZ 1 _X+V+Z
2 3 3

Posledni bod je pak zfejmy. O

Cvicéeni 16. Urci souradnice stfedu téznice z vrcholu A.

Poznamka 17. Kartézské soutadnice jsou v podstaté zvlastni pripad barycentrickych. Na nasle-
dujicim obrazku jsme si zvolili pravothly rovnoramenny trojuhelnik. Kdyz si odmyslis tieti sou-
fadnici, zbydou Ti dvé duvérné znamé kartézské.
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(-1,2,0) ~J(0,2,—1)

(=1,1,1) \JB(0,1,0) \J(1,1,-1)

(=1,0,2) \JC(0,0,1) \JA(1,0,0) \J(2,0,-1)

(0,-1,2) \J(1,-1,1) \J(2,-1,0)

na tom nezavisi.

Definice 18. Pro libovolné nenulové realné k ztotoznéme homogenni bod (kz : ky : kz) s bodem
(z,y, z) v barycentrické soustavé souradnic.

Dvojtecky znaci, ze urcujeme jen pomeér vah, které vsak nejsou nutné normované. Nezalezi tedy,
zda piseme (z : y : 2), (—2z : —2y : —22) nebo (999z : 999y : 999z), myslime tim vzdy ten samy

(0:1:1)a(1:1:1). Hned vypadaji trochu lip, co?
Cviceni 19. Jak vyjadiis dany bod (r : s : t) v normovanych soufadnicich?
Lemma 20. Bod P lezi na pfimce BC. Pak ma barycentrické souradnice

CP PB
0:CP: PB) neboli (0, 2= "2,
( ) neboli ( CB CB)

kde CP a PB jsou orientované vzdalenosti.

Dikaz. Jde znovu o tvrzeni 6 a 8. Druhou variantu mtzZeme alternativné odvodit tak, Ze znormu-
jeme soufadnice v prvni varianté a vyuzijeme CP + PB = CB. O

Analogicky plati pro body na pfimkach obsahujicich ostatni strany — nula je u protéjsiho vr-
cholu a vzdalenosti k vrcholim u strany jsou prohozené. Soufadnice daného bodu jsou tedy pouze

prevraceny pomér vzdalenosti bodu k pfislusnych vrcholim. Soufadnice tohoto bodu muzeme za-
0. 2C BP

’ BC’ BC
zménila orientace (znaménko) jen jednoho vyrazu — napiiklad kdyz je P uvnitf strany, musi mit
soufadnice stejné znaménko (viz obrazek). Ponévadz chodi poméry v rozliénych formach, nejprve
s nimi zacvi¢ime, aby nas pak v tlohach nezaskocily.

psat i opa¢né orientované jako (0 : PC : BP) nebo ( ) Nemiizes ale dopustit, aby se

Cviceni 21. Urdi v zavislosti na k barycentrické souradnice bodu P, jestlize:

(1) Lezi na strané AC a % =k.
(2) Lezi na strané BC a ‘lgg‘l =k.
(3) Lezi na pfimce BC mimo stranu BC' a % =k.
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P¥imky
Pojdme se nyni zabyvat pfimkami — v nich totiz lezi nejvétsi sila barycentrickych soufadnic. V téchto
soufadnicich protneme libovolné dvé primky jedna béasen. Za¢néme zlehka.

Libovolny bod na pfimce BC muzeme vyjadiit jako vazeny bod ¢B + (1 — ¢)C = (0,¢,1 — ¢).
Timto vyrazem lze vyjadrit jakykoliv bod, ktery ma prvni souradnici nulovou. Pfimka BC m4 tedy
rovnicové vyjadieni z = 0, pfimky C' A a AB jsou analogicky y = 0 a z = 0. Muzes si to zkontrolovat
na obrazcich. Obecné maji rovnice vSech pfimek podobné jako v kartézskych souradnicich velmi
jednoduchy tvar.

Véta 22. Obecna rovnice primky je
uxr + vy + wz = 0,

kde u, v, w jsou néjaké realné konstanty.

Drikaz. V kartézskych soutfadnicich je obecnd rovnice pfimky rz+sy+t = 0. Bud P barycentricky
bod (z, y, 2), tedy zA + yB + 2C (pozor, je to jiné = a y nez v kartézskych souradnicich!). M4-li
A kartézské soufadnice (A1, A2) a obdobné B, C, dostaneme kartézsky

P = (zA1 +yB1 + 2C1,2A2 + yBa + zC>).
Dosadime do kartézské rovnice pfimky a roznasobime:
zAir +yBir + zCir + xAzs + yBas + zCas +t = 0.
,»Zeslozitime* tento vyraz rozepsanim ¢t = t(x 4+ y + z) a pfeusporddame ¢leny na
(A1r + Azs + t)x + (Bir + Bas + t)y + (Cir + Cas + t)z = 0,
coz je hledana rovnice, v niz vystupuji redlné konstanty v = Ajr + A2s +t, v = Bir + Bas + t,

w = Ci1r+ Cas +t. O

Dosazenim ¢ = t(x + y + z) jsme se zbavili konstanty. Muzes si v8ak odvodit, Ze rozepsanim
z = 1 — x — y bychom rovnici libovolné primky mohli napsat jako ux + vy + w s konstantami
u, v, w a analogicky bychom mohli vynechat libovolnou soufadnici. Tvar uz + vy + wz = 0 ma
ale jednu vyhodu, Ze mtzeme dosazovat homogenni (nenormované) souradnice. Pro k # 0 je totiz
u(kz) + v(ky) + w(kz) = 0 ekvivalentni s uz + vy + wz = 0. Stejné tak vidime, Ze i konstanty u,
v, w muzeme vynasobit jednim cislem a nic se nezméni. Pfedvedeme si to na prikladé.

Priklad 23. Ptimka prochéazi tézistém trojihelnika ABC, stranu BC protina v bodé X a stranu

AC v bodé Y. Jestlize plati % = i, urci mg‘l

A




Reseni. Bod X mé soufadnice (0 : 3 : 1) neboli (0, %, %) Tézisté mé souradnice (1 : 1 : 1).
Najdeme rovnici pfimky prochazejici témito dvéma body. Hledame tedy u, v, w takové, Ze je pro
soufadnice obou bodi splnéno ux + vy + wz = 0. Co znamend, Ze muZeme dosadit homogenni
soufadnice? Dosadime-li normované souradnice prvniho bodu, vyjde
0 3 . 0
u- +v~4+w~47 s
coz vSak muzeme rovnou vynasobit ¢tyfmi — nemuseli jsme tedy ani pocitat normované soufadnice
a mohli jsme dosadit z homogennich soufadnic (0 : 3 : 1) a pohodlné dostat 3v + w = 0. Stejné
tak dosadime (1 : 1 : 1) a dostaneme u + v + w = 0. Mame dvé rovnice pro tfi neznamé u, v,
w, ale to staci, protoze zalezi jen na jejich pomeérech. Vynasobeni vSech jednim cislem, jak jsme
fekli, nic nezméni. Staéi proto najit jakékoliv feseni. Zde miizeme zkusit celoéiselné, z prvni rovnice
vymyslime v = 1, w = —3, z druhé pak dostavame v = 2. Dané pfimka ma piedpis 2z +y — 3z = 0.
Dale najdeme bod Y, prisecik pfimky se stranou AC. Rovnici strany AC uZ jsme zminili,
ale kazdopadné bychom ji mohli najit coby pfimku skrz body A, C, velmi snadno vyjde rovnice
y = 0. Prusecik téchto dvou pfimek spocitame soustavou prislusnych dvou rovnic pro tfi neznamé
x, y, z, kde je zase vic FeSeni, protoze muzou vyjit nenormované body. Jestlize hleddme normované
soufadnice, pfiddme si za tfeti rovnici podminku z +y + z = 1.
Resenfm je bod (3: 0 : 2) neboli (2,0, 2). Podle lemmatu 20 plati (3:0:2) = (CY :0: YA) a

30.2) (Y YA
5775) \CcA’CA)’

Cviceni 24. Rozmysli si, ze
(1) Rovnice kazdé primky skrz A spliiuje u = 0, tedy je tvaru vy + wz = 0.
(2) Rovnice téznice z vrcholu A je y = z.
(3) Rovnice stifedni pficky vzhledem ke strané BC' je z =y + z.

Vsimnéme si, Ze stfed strany mé homogenni soufadnice (0 : 1 : 1), coz je stejné jako téziste,
pouze s nulovou prvni soufadnici. To viibec neni ndhoda, v nasledujicim cviceni si mas rozmyslet,
jak vypada protinani pfimek prochézejicich vrcholem trojtahelnika (tzv. cevidny) s opa¢nou stranou.
S tim uz mas nastroje na to dobusit si svych prvnich par poradnéjsich uloh.

Cviceni 25. Primka prochazejici vrcholem A a bodem P = (r : s : t) protne pfimku BC v bodé
(0 : s:t). Analogicky se z jiného vrcholu na protéjsi stranu vynuluje pfislusné soufadnice.

Cviceni 26. V trojuhelniku ABC lezi na strané AC bod E tak, ze |CE| = 3|AE|, a na strané
AB bod F tak, ze |BF| = 3|AF|. Jestlize se pfimky BE a CF protnou v bodé O a pfimka AO
[OB| . |OD]

protne stranu BC' v bodé D, spocitej poméry 10E] @ [04]-

Uloha 27. Na stranach BC, CA, AB trojuhelnika ABC lezi po fadé body D, E, F, pfi¢emz plati
|AE| = |AF| =|CD| =2, |BD| =|CE| =2 a |BF| = 5. Piimky DE a CF se protinaji v bodé K.
D| . |KC|

Uréi pomeéry TKE| @ [KF|"

Uloha 28. Je dany trojihelnik ABC s t&zistém T. Oznac¢me D bod takovy, ze B je stied tsecky
AD a podobné E bod takovy, ze C je stied usecky AE. Ukaz, ze ptimky T'D, AT a TE déli stranu
BC na &tvrtiny. (CPSJ 2019)

Uloha 29. V trojihelniku ABC oznaéime M a N po fadé stiedy stran AB a AC. Body D, E
lezi na useéce BC tak, ze |BD| = |DE| = |EC| = %|BC\. Konecné, piimky DM a EN se protnou
v bodé P. Dokaz, ze ABPC je rovnobéznik.

Cviceni 80. Rozmysli si, jak spoéitat rovnici pfimky p prochazejici bodem D € AB rovnobéznou
se stranou BC.



Zatim jsme pfimky poditali pomoci soustavy rovnic, kterou splni koeficienty rovnice ux + vy +
wz = 0. V pristi sekci si ukdzeme, jak si praci ulehéit. Poznamenejme, Ze vSechny zatim uve-
dené tulohy jsou afinni, tedy se zabyvaji pouze body, které jsou na tseckach v pevnych pomérech.
Abychom se z afinniho prostoru vymanili, musime do barycentrickych soufadnic zacit psat vyrazy
s délkami nebo uhly.

Obsahy

Mozné se ptas — v ¢em je vyhoda barycentrickych soufadnic oproti vazeni bodu ve vicethelnicich?
Barycentrické soufadnice totiz maji jesté jednu obfi vyhodu — jsou pfirozené spjaté s délkami,
podobnostmi a obsahy. Pojdme se k jejich propojeni postupné propracovat, zaéneme zlehka s body

na strané.

Uloha 31. Jaké jsou soufadnice paty vysky a osy uhlu vedouci z vrcholu A? Muzes je vyjadrit
v zavislosti na délkach stran nebo na thlech v trojuhelniku ABC.

Véta 32. (stézejni) Bod P m4 barycentrické souradnice
B ([PBC] [APC] [ABP]

[ABC]’ [ABC)’ [ABC]
kde [XY Z] znadi orientovany obsah trojihelnika XY Z.5

) — ([PBC] : [APC] : [ABP)),

A

B C
Dikaz. Ozna¢me K prusecik pfimek AP a BC a P = (u,v,w). Podle cvideni 25 plati K =
(0:v:w). Z lemmatu 20 plyne
KC v
BK — w’
Protoze maji trojthelniky AKC a ABK stejnou vysku na stranu (pfimku) BC, jsou jejich obsahy
umérné délce jejich strany na té pfimce, takze plati také
[AKC] KC
[ABK]  BK'
Tyto dva trojuhelniky zaroven sdili stranu AK. Pokud ji zkratime ¢i prodlouzime, zméni se obsahy
stejnym pomérem. Zménime ji tedy na AP a dostaneme
[APC]  [AKC]|
[ABP] = [ABK]’
Ze vsech t¥i rovnosti dohromady ziskdvame pomér dvou soutradnic, coz muzeme cyklicky zopakovat
pro ostatni soufadnice, takze ziskdme P = ([PBC] : [APC]: [ABP)). O

Pozorovani 33. Bod lezi uvnitf trojuhelnika pravé tehdy, kdyz vSechny jeho soufadnice maji
stejné znaménko.

5Kdyz jdou vrcholy po sméru hodinovych rucicek, je obsah zaporny.
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Jisté se, vazeny ¢tenafi, ptas — k ¢emu je nam tato obsahova definice? Tvé otazky budou vysly-
Seny, pomoci této klicové vlastnosti barycentrickych soufadnic mizeme s pfehledem uréit mnoho
znamych stfedu trojuhelnika.

Priklad 34. Stfed kruznice vepsané mé barycentrické souradnice I = (a: b: ¢).

B a c

Dikaz. Necht je r polomér kruznice vepsané. Obsah trojuhelnika ABI je %cr, protoze r je jeho
vyska na stranu c. Analogicky je [IBC| = %ar a [AIC] = %br. Takze plati

1 1 1
I:<7ar:7brzfcr):(a:b:c). O
2 2 2

Cvigeni 35. Nalezni pomoci obsahové definice barycentrické (staci homogenni) soufadnice stfedu
kruznice opsané a ortocentra. Muzes je zapsat v zavislosti na vnitinich thlech trojuhelnika.

Uloha 36. Pomoci délek stran trojihelnika ABC a s = %’”c nalezni soufadnice dotykt kruznice
vepsané a kruznic pfipsanych ke strandm trojuhelnika.

S jednotlivymi body jsme si uzili zdbavu, co se podivat na obsahy? Mozna ted uz vidis, Ze
barycentrické soufadnice budou na pocitani obsaht jako délané, ale jak pfesné na to?

Definice 37. Uvazme body s barycentrickymi soufadnicemi (z1 : y1 : 21), (z2 : y2 : 22)
a (x3 : y3 : z3). Pak definujeme determinant

Tl Y1 Z1
2 y2 22| = v1(y223 — y322) — y1(T223 — 322) + 21(T2y3 — T3Y2).
T3 Y3 z3

Poznamka 38. Vzorec se da roznasobit na Sest sou¢int a v kazdém z nich je z kazdého radku
i z kazdého sloupce pravé jeden cinitel. Souciny vsak maji riznd znaménka — kladné, pokud jsou
soufadnice, které bereme z prvniho, druhého a tfetiho rfadku ve spravném cyklickém poradi, tedy
...xyzryz...; naopak zaporné, pokud jsou v obriceném cyklickém poradi, tedy ...zyzzyz...
Jinak fe¢eno, bud jdeme do dalsiho Fadku a vzdy vezmeme dalsi souradnici (a jdeme dokola), pak
je znaménko kladné, nebo jdeme do dalsiho faddku a vzdy vezmeme ptredchozi soufadnici, pak je
znaménko zaporné.® Schématicky to vypada takhle:

1 Y1 21 21 Y1 1
Y2 + z2 || z2 - Y2 —| z2 - 22
z3 z3 Y3 3 23 Y3

SPozor ale, aby Té to pak nezmaétlo v linearni algebfe: tento princip neplati pro matice vétsi
nez 3 x 3.
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Cvicéeni 39. (vlastnosti determinantu)
(1) Jak se zméni determinant, kdyz vynasobim jeden fadek redlnym ¢islem (po slozkach)?
(2) Jaky je determinant, kdyz je jeden fadek cely nulovy?

(3) Jaky je determinant, kdyz plati (z1 : y1 : 21) = (z2 : y2 : 22)7?

(4) Jak se zméni determinant, kdyz k jednomu fadku pfictu néjaky nésobek druhého?

Prvni bod cviéeni se zejména hodi, kdyz musime dosazovat normované body (uvidis kde). Pak
dosadime

< r s t )

r+s+t r+s+t r+s+t)’

kde méame cely fadek vynasobeny ﬁ, takZe muzeme dosadit prosté (r : s : t) a vysledek jen
vydélit r + s + t.

Poznamka 40. (Teoretickd) Determinanty pochazi ze svéta linearni algebry, konkrétné vyjadiuji
jisty (orientovany) obsah spiiznény s danou matici, to si ukdZeme i v nésledujici vété. Mnoho
z teorie barycentrickych soufadnic, kterou zde zminujeme, lze elegantné vysvétlit slovy linedrni
algebry. Pro hlubsi pochopeni barycentrickych soufadnic tedy doporucujeme si nacist i zaklady
linearni algebry. ..

Znalosti z linearni algebry pak mohou poskytnout prekvapivé elegantni pravidlo vhodné na
poéitani obsahti. Uplny diikaz si zde neuvedeme, najdes ho napiiklad v &lanku od Zacha Abela.”

Véta 41. Méjme body P, Q, R s normovanymi soufadnicemi (z1,y1, 1), (v2,y2, 22) a (z3,y3, 23).
Pak orientovany obsah trojihelnika PQR je

X1 Y1 Z1
[PQR] = |z2 y2 22 |[ABC].
x3 Y3 z3

Pokud vsak nehodlas uvérit, dokud nebudes mit dukaz, nabizime Ti nacért: ukaz si pomoci
vlastnosti determinantu, Ze pokud véta plati pro trojuhelnik PQR, plati to i pro trojuhelnik P'QR,
kde bod P’ = kP + (1 — k)Q lezi na pfimce PQ — tedy zZe véta zistane platnd, pokud budes
posouvat vrcholy po stranach. Déale si vSimni, ze pro trojuhelnik ABC' véta plati a rozmysli si, ze

z néj posouvanim vrcholi po stranach muzes dostat libovolny trojuhelnik PQR.
Ma4s hotovo nebo to nepotiebujes zkouset? Vyborné, pojd s ndmi na priklad.

Priklad 42. V trojuhelniku lezi po fadé body X, Y, Z uvnitf stran BC, AC a AB tak, ze

[BX| |cY| |AzZ|
|[BC|  |CA|  |AB|

Dokazme, ze pro k = % vytinaji pfimky AX, BY a CZ trojahelnik, jehoz obsah je sedmkrat mensi
nez obsah ABC.

Reseni. Jednoduse spoéitdme vsechny priseciky a vyuzijeme piedchozi vétu. Dle lemmatu 20
plati X = (0:2:1) apodobné Y = (1:0:2)a Z = (2:1:0). Pfimka AX ma proto rovnici
y = 2z, pfimka BY zase z = 2z. Jejich prusec¢ik uré¢ime jako (1 : 4 :2) = (%, %, %) a podobné
spocitdme i zbylé dva priiseciky (pouze protacime soutradnice). Koneéng, podle nasi véty je hledany
podil obsaht roven

12 2 1 4 2

2 1 4 1 1
2 1 4l=_ |9 1 4|=-.
7 7 7 73 7
4 2 1

12 1 4 2 1

Thttp://zacharyabel.com/papers/Barycentric_A07.pdf
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B X C

Cviceni 43. V trojihelniku ABC lezi bod P a ozna¢me D, E, F' po fadé pruseciky pfimek AP,
BP a CP se stranami BC, AC' a AB. Potom dokaZz nerovnost neorientovanych obsahtu

[ABC] > A[DEF).

Kdy nastane rovnost?

Uloha 44. Je dan trojthelnik ABC' a uvnitt néj bod U. Ozna¢me A’, B’ a C’ po fadé obrazy
bodi A, B, C' v soumérnosti se stfedem U. DokaZ, %e pokud je Sestitthelnik AC’ BA’C B’ konvexni,
potom mé obsah 2[ABC]. (Krajské kolo MO 2011)

Uloha 45. Je dén trojuhelnik ABC. Uvnitt jeho stran AB a AC jsou po fadé zvoleny body X
a Y. Oznacme Z prusecik usecek BY a C'X. Dokaz nerovnost neorientovanych obsahu

[BZX]+[CYZ] > 2[XZY].

(Celostatko 2020)

Uloha 46. (delsi) Budte O, H, I po fadé stfed kruznice opsané, ortocentrum a stied kruznice
vepsané. Pak trojuhelnik OHI ma obsah

(a=b)(b—c)(c—a)
8r

[OHI| = [ABC].
Pocitani obsahti v barycentrickych soutradnicich je tedy asi tak tézké, jako secist devét cisel —
proto presné se této technice nékdy prezdiva ,areal coordinates.

Co miizeme jesté délat s timto vzorcem? Co napiiklad znamend, kdyZz mé trojuhelnik nulovy
obsah?

Dusledek 47. (Rovnice pfimky znovu) T¥i body P, Q a R s (nyni uz ne nutné normovanymi)
soufadnicemi (z1 : y1 : 21), (2 : y2 : 22) a (x3 : y3 : 23) leZi na piimce pravé tehdy, kdyz plati

T1 Y1 21
x2 y2 z2|=0.
T3 Y3 23

Specidlné rovnice pfimky prochéazejici body (z1 :y1 : z1) a (z2 : y2 : 22) je

T oy z
1 y1 21| =0 <= z(y122 —y221) —y(x122 — x221) + 2(x1Y2 — x291) = 0.
T2 Y2 22

Vsimni si, ze zde uz nepozadujeme normované body. Podle cviceni 39 totiz to, jestli je determi-
nant nulovy, nezalezi na tom, jestli fadek vynasobime nenulovym d¢islem.
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Cviceni 48. Dokaz jednu implikaci predchoziho diisledku pomoci vazeni bodt na pfimce a cvic¢eni
39.

Diky tomu si mizeme pfi hledani rovnic pfimek usetfit feseni soustavy rovnic. Jakmile dostanes
do ruky pocitani determinantu, rovnice pfimky uz pro Tebe bude zcela rutinni zalezitost — my
vyrazné doporucujeme pocitat pfimky timto zpisobem.

Uloha 49. Najdi rovnici osy vnitfniho a vnéjsiho thlu BAC a dokaz, ze stied kruznice pfipsané

Jak zakon kéaze, nasi nové ziskanou teorii si musime vyzkouSet na néjaké obéti. A neni lepsi
obét, nez tloha z mezindrodni matematické olympiady.
Piiklad 50. Je dan trojuhelnik ABC. Kruznice pfipsana ke strané BC m4 stied J a dotyka se
pfimek AB, AC a BC po fadé v bodech K, L a M. Pruseéik pfimek LM a BJ ozna¢me F, prusecik
piimek KM a CJ pak G. Koneéné body S, T jsou po Fadé pruseciky pfimek AF a AG s pfimkou
BC. Dokazme, ze M je stfedem tsecky ST (IMO 2012)

Reseni. Zavedme soutadnice vzhledem k ABC. Dle pfedchozi tlohy plati J = (—a : b : ¢) a podle
dlohy 36 pisSeme M =(0:s—b:s—c), K = (c— s:s:0). Pfimka KM m& rovnici

x y z
0= 0 s—b s—c|=-xs(s—c)—y(s—c)’>+z2(s—c)(s—b) = 0= —zs—y(s—c)+2(s—b),
c—s s 0

jelikoz diky trojuhelnikové nerovnosti miazeme kratit s—c > 0. Pfimka C'J ma zase rovnici bz+ay =
0 a prusecik téchto dvou primek spocitame jako reseni pfislusné homogenni soustavy, coz vyjde
s kracenim

G = (—a(s—0b):b(s—0b):b(s—c)—as) =(—a(s=b) : b(s—b) : —(a+b)(s—b)) = (—a : b: —(a+b)),
tedy T=(0:—-b:a+b) = < ,—2 M) Obdobné ziskdme S = (O, “TH, —%), z &ehoz uz hned

a’ b
S+T _
tT — M.

vidime, zZe

vepsané trojuhelnika ABC'.
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Uloha 52. V trojthelniku ABC je M stfed strany BC a I stied kruznice vepsané. P¥imka MT
protind vysku z bodu A v bodé F. Dokaz, ze délka tisecky AF je rovna poloméru kruznice vepsané.

Uloha 53. Je dan trojthelnik ABC a bod P uvniti. Oznaéme D, E a F po fadé priiseéiky p¥imek
AP, BP a CP s prislusnou protéjsi stranou. Dokaz, ze plati

[PAF] + [PBD] + [PCE] = %[ABC]

pravé tehdy, kdyz P lezi na jedné z t&znic trojuhelnika. (USA TST 2003)
Uloha 54. Je dan trojthelnik ABC, jehoz kazdé dvé strany se lisi alesponi o délku d > 0. Oznaéme

[AIT] + [BIT] + [CIT] > %dr.
(Celostatko 2015)

Na jedné piimce, v jednom bodé . ..

Presné tato slova zakonc¢uji zadani velkého mnozstvi olympiddnich tloh, se kterymi se setkds. Na
dtkaz tvrzeni takového typu mame nemalo technik — pouziti stejnolehlosti, pfevedeni na néjakou
znamou primku... Co kdybychom si ale mohli pomoct vypoc¢tem? Pokud naSe t¥i pfimky pfipou-
tame k jednomu trojuhelniku, potom kritérium, kdy se tfi pfimky protinaji v jednom bodé€, zni
jednoduse.

Véta 55. (Cevova) Je dédn trojuhelnik ABC' a na strandch a, b, ¢ po fadé body D, E, F. Potom
se pfimky AD, BE a CF protinaji v jednom bodé, pravé kdyz plati

BD CE AF _
DC EA FB
Dikaz. Vhodné pouZzijeme cvideni 25 a lemma 20. Uvazme P = (d, e, f) priseéik piimek AD a
BE.Pak D=(0:e: f)aE=(d:0: f). Prase¢ik CPN AB je F/ = (d: e :0), coz je jediny bod
splnujici
AF' e e f CD AE

F'B d f d DB EC

Piimka CF tedy prochazi bodem P, pravé kdyz je F' = F’, coz plati, pravé kdyz

AF CD AE O

FB DB EC’

Pojdme si vychutnat silu této véty, jelikoz na mnohé standardni konfigurace v trojihelniku je

jako déland. Pfemyslel(a) jsi nékdy nad tim, pro¢ se vlastné osy thlu, vysky ¢ podobné piimky

v trojahelniku opravdu protinaji v jednom bodé? Kdyz jsme vybaveni Cevovou vétou, bude to pro
nas hracka dokazat.

Cviceni 56. Dokaz, ze se néasledujici pfimky v daném trojahelniku ABC protinaji v jednom bodé
a najdi soufadnice jejich pruseéikii (ano, nékteré body uz znas):
(1) téznice,
2) osy uhlu,
3) vysky,
4) spojnice vrcholt a bodu dotyku kruznice vepsané s protéjsi straonu,
5) spojnice vrcholi a bodit dotyku kruznic pfipsanych na protéjsi stranu.

o~~~ —~
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Vyvstava otdzka — mizeme Cevovu vétu zobecnit? Nasledujici véta podava obecné kritérium,
kdy tfi pfimky prochazi jednim bodem. Snadno si mizes ovéfit, ze pro tii ceviany véta dava prave
Cevovu vétu.

Véta 57. Uvazme tii pfimky u;x + v;y + w;z = 0 pro i = 1,2,3. Pak tyto tii pifimky prochazi
jednim bodem pravé tehdy, kdyz plati

up vl wi
us wg weo|=0.
u3z vz w3

Dikaz. (ndznak) Vsiml(a) sis, Ze kdyz jsme Fesili pfimky bez determinantii, jen soustavami rovnic,
tak vypadalo hledani pfimky prochéazejici dvéma body stejné jako hledani pruseciku dvou pfimek?
V rovnicich ux + vy + wz = 0 byly akorat jednou z, y, z zndmé a u, v, w neznamé a podruhé
naopak. Kdyz jsme pak dosadili z, y, z do determinantu, odhalili jsme kritérium, kdy jsou t¥i body
na jedné piimce.

Rovnicemi bychom to ovérili tak, ze by pfimka skrz kazdé dva z nich vysla vzdy stejné. To,
ze se tfi primky protnou v jednom bodé, bychom rovnicové ovérili tak, ze by prusec¢ik kazdych
dvou vysel stejné. Ale vypoc¢ty pfi tom ovéfovani by byly totozné az na zaménu z, y, z a u, v, w.
A v ptipadé bodu se toto ovéfeni dalo snéze provést s determinanatem. Déava tedy smysl, ze kdyz
do determinantu dosadime u, v, w, ziskame kritérium, kdy se tfi pfimky protinaji v jednom bodé.

O

Uloha 58. V trojthelniku ABC se kruznice vepsana dotyka stran AC a BC v bodech D a E.
Dokaz, ze osa thlu <BAC, stiedni pficka vzhledem k vrcholu B a pfimka DE prochazi jednim
bodem.

Cvicéeni 59. (Izotomicti kamaradi) Je dén trojuhelnik ABC a na stranéch a, b, ¢ po fadé body
D, E, F takové, ze se piimky AD, BE a CF protinaji v jednom bodé P = (u,v,w). Pieklopime
body D, E, F podle stfedii pfislusnych stran na body D', E’, F'. Pak se i pfimky AD’, BE’ a
CF’ protinaji v jednom bodé. Jaky bude mit tento bod soufadnice?

Véta 60. (Menelaova) Je dén trojuhelnik ABC' a na piimkdch BC, AC, AB po fadé body D,
E, F. Potom body D, E a F lezi na pfimce, pravé kdyz plati

BD CE AF _
CD AE BF
Dikaz. Uvazme néjakou pfimku uz + vy + wz = 0. Jelikoz orientovany pomér % jednoznacné

urcuje pozici bodu F, stac¢i nam ukazat, ze libovolné tfi body lezici na pfimce splnuji dany vztah.
Priseciky dané pfimky se stranami budou body po fadé D = (0 : —w : v), E = (w: 0: —u) a
F =(—v:u:0). Pak

BD CE AF _ v w uw _

CD AE BF —w —u —v
je tedy hotovo. O

Uloha 61. V trojahelniku ABC lezi bod P a ozna¢me D, E, F po fadé priisediky pfimek AP,
BP a CP se stranami BC, AC a AB. Dokaz, ze plati

|PD| |PE| | |PF| _

|AD| * |BE| |CF|
Uloha 62. Ve &tyisténu ABCD ozna¢me stiedy kruznic vepsanych trojahelnikiim BCD, CDA,
DAB, ABC potadé I, I, Ic, Ip. Necht plati, ze usecky Al 4, BIg, Clc a DIp prochézi jednim
bodem. Dokaz, ze

|AB|-|CD| = |AC|-|BD| = |AD| - |BC].
(Prase 39-1j-7)
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KruZnice

Jak jsme vidéli, oproti komplexnim c¢islim si barycentrické soufadnice mnohem vice rozumi s pfim-
kami. V tvodu jsme Ti slibili, Ze i rovnici kruznice mizeme explicitné vyjadfit. Mozna prekvapivé
bude, ze pravé komplexni ¢isla ndm pomuzou odemknout plnou krasu kruznic v barycentrickych
soufadnicich. I kdyz je rovnice kruznice zdaleka nejméné hezkou véci, se kterou se v tomto dilu
potkame, ukdzeme si, jak je dobfe vyuzivat.

Véta 63. Obecna rovnice kruznice je
—a?yz — b2xz — Aoy + (ux + vy + wz2)(x +y+ 2) =0,

kde u, v, w jsou néjaké realné konstanty.

Dikaz.  Zde trikové vyuzijeme komplexnich ¢isel. Aby se nam body A, B, C nepletly s délkami
stran a, b, ¢, budeme komplexni ¢isla taky psat velkymi pismeny. Uvazme takovou soustavu sou-
fadnic, ze je dand kruZnice jednotkova (A, B, C' na ni nemusi leZet). To, Ze na ni bod P lezi, se
pozna ze vztahu PP = 1. Pochopitelné pouzijeme rozepsani P = A + yB + zC.

(xA+yB+ 2C)(xA+yB + 20) = (xA+ yB + 2C)(z A+ yB + 20) =
=22 AA + y?’ BB + 22CC + 2y(AB + AB) 4+ y2(BC + BC) + 2z(CA + CA) = 1.

V rovnici jsou délky stran na druhou, tak se podivame, jak vypadaji v komplexnich ¢&islech. Napfi-
klad
a?=|A-B]?=(A-B)(A-—B)=AA+ BB — (AB+ AB).

Vyjadiime vyraz, ktery jsme vidéli uz v predchozi rovnici:
AB+ AB = —a® + AA + BB,
cyklicky pro ostatni délky stran. Dosadime, pfeusporadame cleny a dostaneme
(2?4 2y + 22)AA + (y% + yz + y2) BB + (22 + 22 + 2y)CC — a®xy — b2yz — Pzz = 1.

Z prvnich t¥i ¢lena lze vytknout = + y + z. Odeétenim pfesuneme jednicku na levou stranu a
rozepiseme ji také jako 1 = x + y + z, ¢imZ dostaneme vyslednou rovnici, kde u = AA — 1,
v=BB -1, w=CC — 1 jsou doopravdy reéalna, ¢isla. O
Jak najit kruznici prochazejici danymi body? Jednoduse dosadime soufadnice bodt do rovnice
kruznice a vyfesime soustavu pro u, v a w. VSimnéme si, ze v rovnici kruznice bychom nemuseli
psat ¢len x + y + z, protoze je roven jedné. Piseme ho tam, aby byla rovnice kruznice stejné jako
rovnice pfimky homogenni v (z, vy, 2), diky ¢emuz mizeme bezpetné dosazovat nenormované body.
Ukézeme si na prikladé.
Priklad 64. Oznac¢me M stfed strany BC' a hledejme kruznici opsanou trojuhelniku ABM.
Dosadime body A = (1,0,0), B = (0,1,0) a bod M budeme psat jako (0:1: 1), abychom si lehce
usnadnili vypocty. Dosazenim ziskame:

0+0+0+ (u+0+0)-1=0,

04040+ (04+v+0)-1=0,

—a2404+0+@w+w) - (1+1)=0.
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. ¥ ’ ~ v 2 v v . . ’ . s
Thned je zfejmé, ze u = v = 0 a pak spocteme w = % Nase kruznice je tedy reprezentovana rovnici

2
—a?yz — b2xz — APy + %z(:p +y+2)=0.

Hned vidime, Zze pokud kruznice prochéazi vrcholem trojuhelnika, je pfislusnd neznadma v rovnici
kruznice nulovana®. Toto je velmi diilezité pozorovani — pokud totiz v tiloze pracujeme s kruznici,
chceme, aby prochéazela co nejvice vrcholy referen¢niho trojuhelnika.

Také si uvédomme, ze muzeme prvni t¥i ¢leny rovnice psat s kladnymi znaménky a jen zménit
znaménka koeficientii u, v, w (bylo by u = 1 — AA apod). Je to zcela legélni, prvni moznost ale
umozni poc¢itat mocnost pfimo dosazenim (véetné znaménka) — to uvidime za chvili.

Uloha 65. Je dany trojihelnik ABC spliiujici |[AC| + |BC| = 3|AB|. Kruznice jemu vepsana
ma stied v I a dotyka se stran BC, CA v bodech D a E. Konec¢né, pieklopme bod D pies I na
bod K a podobné pfeklopme bod E pfes I na bod L. Dokaz, ze body A, B, K a L lezi na jedné
kruznici. (Shortlist 2005)

Uloha 66. Je dany rovnobéznik ABCD s prusecikem thlopficek P. Oznaéme M stied strany
AB. Necht @Q je takovy bod, ze pfimka QA je te¢nou ke kruznici opsané trojihelniku M AD a QB
je te¢nou ke kruznici opsané trojahelniku M BC. Dokaz, ze body Q, M a P lezi na pfimce.

(CPS 2020)

Mocnost bodu ke kruZnici

Co ndm muze rovnice kruznice fict o vztahu libovolného bodu v roviné vzhledem k ni? Mozné
prekvapivé odpovéd je pfimo mocnost bodu k této kruznici.

Véta 67. Bud P = (z1,y1,21) bod v roviné trojuhelnika ABC' a k kruZnice dand rovnici
—a?yz — b2zz — Aoy + (ux + vy + wz2)(x +y + 2) = 0.
Pak je mocnost bodu P ke kruznici k rovna
P(Pk) = —a2y1z1 — 23121 — c2a:1y1 + (uz1 +vy1 + wz1)(z1 +y1 + 21),
Jjinak Feceno se jedna o pouhé dosazeni bodu do rovnice kruznice.

Tuto vlastnost si snadno ovéfis na ditkkazu 63. TotiZz mocnost bodu P k jednotkové kruznici je
pfesné PP — 1. Zde na znaménkach pochopitelné zalezi (a je to i diivod, pro¢ jsme psali rovnici
kruznice v tomto tvaru).

Pomoci mocnosti pfirozené muzeme pracovat s chordalami.

Véta 68. Uvazme dvé kruznice k a l. Pak jejich chordala je piimka dana rozdilem jejich rovnic.

Dikaz. Analogicky k dukazu v pfipadé kartézskych souradnic z prvniho dilu. O
Vyuziti této véty pfi pocitani tloh je jasné — chceme-li najit rovnici chordaly dvou kruznic,

nemusime pracné pocitat jejich pruseéiky. Staci je od sebe odecist! Muzes si to vyzkousSet na nasle-

dujici uloze.

Uloha 69. Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC' se zakladnou BC, uvniti které je zvolen bod

D. Necht E, F jsou po fadé takové body na strandch AB, AC, ze plati <BED = <DFC > 90°.
Dokaz, ze pfimka AD je chordédlou kruznice ABF a AEC. (Celostatko 2020)
Uloha 70. Uvniti trojuhelnika ABC lezi bod P. Necht ptimka AP protne stranu BC v bodé
A1 a bod As je takovy, ze Ay je stied tsecky PAs. Obdobné definujeme body B2 a Cs. Dokaz, ze

body A2, B2 a C2 nemohou vSechny najednou lezet uvnitf kruznice opsané trojuhelniku ABC.
(Shortlist 2019)

8Mimochodem, vidime to uz z dikazu, kde mame v = AA — 1 apod.
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Uloha 71. V nerovnostranném trojthelniku ABC oznaéme T jeho tézisté a My, Mg, Mc,

Na, Np a N¢ po fadé stiedy usec¢ek BC, AC a AB, TA, TB a TC'. Dokaz, ze kruznice opsané
trojuhelnikim NoMpM¢g, MaNgpMc a Mo MpN¢c vsechny prochézi jednim bodem.

(Prase 39-4p—8)

Jednak se tedy muzeme vyhnout néjaké pocetni praci, je to ale vSe? Neni, ¢asto totiz chordaly

najdes schované v naprosto necekanych situacich. Mizeme si jimi napriklad vynahradit kolmost,
kterou jinak v seridlu nezminujeme.

Cviceni 72. Dokaz, Ze tecna ke kruznici opsané trojuhelnika ABC v bodé A m& rovnici
b2z 4+ 2y = 0 tak, ze ji napises jako vhodnou chordalu.
Uloha 73. Najdi pomoci chordal vhodnych (degenerovanych) kruznic osu strany BC.

Uloha 74. Najdi soutadnice K priise¢iku tecen ke kruznici opsané v bodech B a C. Piimku AK
nazveme symedidnu v trojuhelniku ABC. Dokaz déle, ze se symedidny v trojuhelniku protinaji
v jednom bodé.

Vratme se na moment zpéatky az k prvnimu dilu, kde jsme si zminili linearitu mocnosti bodu ke
kruznici.
Uloha 75. Pomoci linearity mocnosti dokaZ, Ze mocnost bodu H ke kruznici opsané ABC je
rovna 8R2 cos o cos B cos~, kde R je polomér kruznice opsané.

Steinerova véta (o téZzisti)

Pokud jsi docetl(a) az sem, vénujeme Ti nakonec maly odpoéinkovy darek: ndvod na s¢itani ¢tverci
vzdalenosti. Vratime se zpét k vazeni soustavy vice bodi.

Véta 76. (Steinerova®) Necht jsou Ai,..., A, body a T jejich tézisté (vSechny maji stejnou
hmotnost). Pak pro libovolny bod X plati

n n
SIXAP =D ITAP +n- | XT)2.
=1 =1

Véta nam tedy umoznuje vyjadrit soucet ctverct vzdalenosti nékolika bodi od X jen v zavislosti

Dikaz. Oznaéme soufadnice bodu A; (x;,y;). Zvolme si navic soustavu tak, ze tézisté lezi v po-
Catku a osa = prochazi bodem X. Potom plati Y7 ; (z4,y;) = (0,0), tedy > 1" ; z; = 0,a X = (d,0),
kde d = | XT|. Nyni jiz jednoduse spoéitdme soucet ¢tverct ze znéni véty

n n n
DIXAP =D (@ —d)’ + (v —0)?) = D _(aF +yf — 2dw; +d°) =
i=1 i=1 i=1
=Y @ +yl)—2d- Y @i+ d> =) |TAPP +0+n-|XT a
=1 i=1 =1 =1

Cviceni 77. Rozmysli si, Zze pro dané body A; nabyva soucet > I ; | X A;]? nejnizsi hodnoty,

9Pod timto jménem je znamé ve fyzice, kde se pomoci ni poéitaji momenty setrvaénosti. Verze,
kde vazime jen tfi body, se pfipisuje ke jménu Leibniz.
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Mimo to je dikaz pomérné jasny. Pfi umocnéni vzdélenosti na druhou zmizi odmocnina, takze pak
séitdme jenom n kvadratickych funkci (v obou soutfadnicich).

Priklad 78. Na kruznici opsané pravidelnému mnohothelniku Aj As ... A, lezi bod X. Dokaz,
7e hodnota | X A1|? +|X A2|%2 + -+ + | X An|? nezéavisi na volbé bodu X.

Reseni. Kdyz ma kazdy vrchol stejnou véahu, je jejich tézisté ze symetrie ve stiedu (kruznice

opsané) mnohothelnika, ozna¢me ho O. Vzdalenost X od tézisté je vzdycky stejnd, coz je jako
délané na Steinerovu vétu. Soucet muzeme vyjadrit:

SUIXAP =D |0A* +7n- X0
=1 =1

Bod X lezi na kruznici opsané, takze vzdalenost |XO| je vzdy jeji polomér a vyraz proto nezavisi
na poloze bodu X.

Cvic¢eni 79. Rozmysli si, ze priklad vySe plati i pokud volime X na jiné kruZznici se stejnym
stfedem, napiiklad vepsané.

Uloha 80. (znovu) Uréi délku té&#nice v trojihelniku jen pomoci délek stran.

Uloha 81. (znovu) Je dany pravidelny sedmitthelnik ABCDEFG vepsany do jednotkové kruz-
nice. Dokaz, #e plati |AB|? + |AC|? 4+ |AD|? = 7.

Uloha 82. Mezi sttedy dvou kruznic s polomérem 1 je vzdéalenost 1. Na prvni kruznici zvolime
body A a B soumérné podle spojnice stiedti. Dokaz, ze pro libovolny bod P na druhé kruznici plati
|PA|2 + |PBJ? > 2. (Kolmogorov Memory Cup 1999)

Uloha 83. Na dané kruznici zvolime dvé kolmé tétivy AB a CD. Ty se protnou v bodé S. Dokaz,
ze hodnota |SA|? + |SB|? + |SC|? + |SD|? nezavisi na volbé t&tiv.

Aby ses nedivil(a), jak to, Ze jsme cely serial vazili se vSemi moznymi vahami a ted se zbabéle
vratili k tomu, Ze jsou vSechny stejné, uvedeme Steinerovu vétu v uplnosti.

Uloha 84. (Vazena Steinerova véta) Necht jsou A1, ..., Ay body s vahami v1,. .., v, a celkovou
vahou V =wv1 + -+ + v #0, a T jejich tézisté. Pak pro libovolny bod X plati

n n
Swi IXAP =D v [TAP + V- [XTP2
1=1 i=1

Cviceni 85. Jak se zméni vysledek cviceni 777

Uloha 86. (znovu Stewartova véta) Uvazme bod D na strané BC trojuhelnika ABC. Oznaéme
d délku usecky AD, m délku usecky BD a n délku usecky CD. Pro tyto délky plati vztah

mna + d%2a = mb? + nc?.

Uloha 87. Je déan trojihelnik ABC a v ném bod P takovy, Ze je soucet ¢tverct jeho vadalenosti
od stran nejmensi mozny. Budte D, E, F kolmé pruméty P na strany trojuhelnika ABC. Ukaz, ze
je P tézisté DEF. (Oliforum 2017)

10A v 1D je tézisté jen pramér, takze ma pramér nejmensi soucet étverct vzdalenosti od vSech
bodi. Zcela mimochodem, to je dobré odtvodnéni, pro¢ se k vypoctu rozptylu pouzivaji ¢tverce a
ne absolutni hodnoty.
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Zavérem

A se Steinerovou vétou kondi i letosni seridl. Pokud jsi doéetl(a) az sem, velmi si Té vazime (s klad-
nymi vahami, samozfejmé :)). Zrekapitulujme, co jsme se naucili. Pomoci vazeni bodt jsme zavedli
soufadnice na rovin€, se kterymi dokazeme hravé pracovat s pfimkami, obsahy a dokonce i kruz-
nicemi! No neni to krasné? Samozirejmé, barycentrické soufadnice jsou uziteéné pii feSeni geomet-
rickych olympiddnich tloh. Pfed tim, nez jen zvazis feSeni touto metodou, pamatuj na jiz zndmou
mantru

(1) Uloha jde spoéitat pomoci barycentrickych soutadnic.

(2) Znam dobie vSechna tvrzeni a dokazu je obh&jit.

(3) Mam na FeSeni Cas.

Proto vzdy zauvazuj, nez za¢nes do ulohy bezhlavé mlatit, oko na feSitelné tlohy opét prichazi
pouze a jenom po pocitdni mnoha a mnoha jinych pfikladd. Zacni své prvni kriacky s nami, pri
feSeni tfeti seridlové série. TéSime se na Tva FeSeni :)

Pokud mas chut védét vic, mtizeme Ti doporudit vyborny textik od Evana Chenall, anebo nam
klidné napis, radi se s Tebou pobavime.

Dékujeme vSem, ktefi se podileli na tvorbé seridlu, zejména Hedvice, Klarce, Matéjovi a Radkovi.
Serial pro Tebe psali Zdenék Pezlar a Matous Safranek.

Navody k Gloham a cvicenim

3. Dosad do vzorce a spoéitej po soufadnicich.

10. A je doopravdy tézisté bodu B, C, D se spravnymi vahami. Vzpomen na (komplexni) vzorec
rovnobéznika A+ C = B + D.

16. Pouzij vzorec pro stfed, pocitej po soufadnicich.
19. Vynéasob vSechny soufadnice takovym ¢islem, aby mély soucet 1.

21. Rozmysli si orientaci vzdalenosti a pfeved poméry do spravného tvaru, napiiklad CP : PB
na strané BC.

24. Jednoduse dosazuj do obecné rovnice body, kterymi pfimka prochazi.

25. Jakou bude mit ta pfimka obecné rovnici?

26. K urceni poméru na useCce jiné nez je strana trojihelnika Ti mize pomoct tvrzeni 8.
29. Jaka je podminka pro rovnobéznik? Piimka DM vyjde x — y + 2z = 0.

31. Goniometrické funkce a véta o ose uhlu. Vyjde (0 : tang : tanvy) a (0 : b : ¢). Pokud Ti
ortocentrum vyslo jinak, ovéf sinovou vétou, jestli to neni totéz.

Uhttps://web.evanchen.cc/handouts/bary/bary-full. pdf
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35. Obsahy prosté spocitej. Zavislosti na délkach stran se mtzes zbavit sinovou vétou, homogenni
soufadnice pak staci vydélit polomérem kruznice opsané.

36. Dotyk kruznice vepsané se stranou BC ma soufadnice (0 : s — ¢ : s — b), kruznice pfipsand se
dotyké stran BC, AB a AC po fadé v bodech (0:s—b:s—c).

39. Prvni dva body plynou ze vzorce. Ve tfetim uvaz, ze x2 = kx1, y2 = ky1 a z2 = kz1. Ve
Stvrtém vzorec roznasob a pouzij predchozi body.

43. Uvaz P = (r,s,t), spocitej soufadnice zbylych bodf a determinant.
44. Staci spocitat obsahy trojuhelniku A’BC, AB'C a ABC'.

45. Zacéni bodem Z, pak vyjadii X a Y.

46. Pouzij kosinovou vétu a Heronuiv vzorec.

48. P, Q, R, lezi na pfimce, kdyz se d4 P vyjadfit jako P = kR + (1 — k)Q. Pak ukaz, Ze je

determinant nulovy.

49. Stfed kruznice vepsané uz jsme méli. Pro osu vnéjsiho thlu dokaz pomoci sinové véty podobné
pravidlo, jako je véta o ose uhlu.

51. Dané tézisté bude mit soufadnice (b+ c: a+ c: a+ b). Na zbytek pouzij vétu o pfimce.

52. Najdi v tloze rovnobéznik s délkou strany daného poloméru.

53. Upravuj a pamatuj, ze pokud je vyraz nulovy vzdy, kdyz z = y, tak mazes x — y vytknout.
54. Vyjde [AIT] = %, t¥i zlomky odhadni (jeden z nich bude alesponi dvojnésobek) a
pouzij vzorec 2[ABC| =r(a+ b+ c).

56. Kdyz uz dokazes, ze je souin pomérd 1, mas v ruce i soufadnice (viz ditkaz Cevovy véty).

58. Podle tlohy 36 je D = (s —c: 0 : s — a). Spocitej pfimku DE a stfedni pricku a dosad do
predchozi véty.

59. Cevova véta. Poméry na stranach, tedy i poméry souradnic jsou prevracené.
62. Zacni souradnicemi pruseciku. Pfece Té nezastrasi, Zze mas o soufadnici vic.
65. Vse spocitej a dosazuj podminku na délky stran.

66. Soutradnice vzhledem k PAB. Vyuzij stejnolehlost k ziskani novych kruznic, které prochazi
vice vrcholy. Poté tecnu spocitej jako pfimku, kterd po dosazeni do rovnice kruznice bude mit
dvojnasobny prusecik.

69. Body E a F' najdi pomoci podobnosti.

70. Postupuj sporem a ziskej t¥i nerovnosti pro vahy, které nemohou soucasné platit.

71. Zaved soufadnice vzhledem k trojuhelniku M4 Mg M, potom bude snadné pocitat kruznice.
Jak vyuzit chordaly v této uloze?

72. Jakd je chordéla kruznic, které se dotykaji?

73. Najdi rovnici kruznice se stfedem v B a nulovym polomérem — tedy kruznici, kterd obsahuje
pravé jeden bod. Pak hledej chordélu.

74. Protni dvé pfimky, vyjde K = (—a? : b% : ¢?) a tedy se vSechny piimky protinaji v bodé
(a2 : b2 : ).
75. Dosad do vzorce kruznice a pocitej.
77. Kde ma nejmensi hodnotu | XT|??
79. |XO| bude porad konstanta.
80. Stred je tézisté B a C, vrchol A ma roli X.
81. |AB| = |AG]| a tak podobné.
82. Pomoci Steinera najdi P, kde to bude nejmensi.
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83. Najdi tézisté a pouzij Steinera dokonce dvakrat.

84. Zopakuj puvodni diukaz, jen ho pis s vahami.

85. Skoro nijak, jen kdyz je V zaporné.

86. D je vazené tézisté B a C. Od A méfime.

87. Sporem (extremélnim principem).

Reseni cvieni

3. Dosazenim vyjde w. Séitani a nasobeni redlnym c¢islem se provadi po soufadnicich,
6718 72+2‘;+4'6 = 4 a y-ova soufadnice bude 75+2'3+4'3 = 3. Tézisté

ma soufadnice (4, 3).

16. Jeji krajni body jsou A = (1,0,0) a st¥ed strany BC, bod M = (0, %, %) PouzZijeme vzorec

AEM a vyhodnotime zvlést v kazdé soufadnici: (3, 1,1).

19. <r+g+t’ r+§+t’ r+ts+t)' Vime, ze (r : s : t) = (kr : ks : kt), najdeme tedy takové k, aby
platilo kr + ks + kt = 1, odkud uz vyjde k = ﬁ.

21. (1) Jestlize lezi P na strané (Gseéce) AC, maji PA a PC opa¢nd znaménka, takZe mame

}Iz—é = —k, tedy ﬁ—g = k. Podle lemmatu musi byt pomér soufadnic Z roven k12 takze

muzeme homogenni soufadnice P zapsat jako (1 : 0 : k) neboli normované (%H, 0, kLH)

(2) Jestlize lezi P na strané BC, ma PC a BC stejné znaménko, takZe mame g—g = k.
Tim uz z druhé varianty lemmatu vyjde, Ze soufadnice y je rovna k, takze celkové musi
byt soufadnice (0, k,1 — k). Alternativné mizeme zacilit na prvni variantu lemmatu, pak
potfebujeme dostat pomér PC a BP. Proto upravime vyraz na PC = k- BC a BC
rozepiseme: PC' = k(BP + PC). Dostaneme PC(1 — k) = k- BP, ¢ili £5 = ;£ Podle
lemmatu méa P soufadnice (0: k : 1 — k), coz uz je dokonce normované, takze (0,k,1— k).

(3) Jestlize lezi P na pfimce BC mimo stranu BC, m4 PB a PC stejnou orientaci, takze

% = k. Potfebujeme ale }B;—g, zlomek s jednou orientaci opacnou, ktery vyjde }B;—g =
7P7PC{3 = —k. Dostavame soufadnice (0:1: —k) = (0, ﬁ, %)

24. (1) Dosadime-li do uz + vy + wz = 0 bod A = (1,0,0), dostaneme u = 0.
(2) Z prvniho bodu méme tvar vy + wz = 0, dosadime stfed strany BC, tj. (0 : 1 : 1),
dostaneme v + w = 0, takze y — z = 0.
(3) Dosadime stfedy stran AB a AC, tj. (1 :1:0)a (1:0:1). Dostaneme u+v = 0 a
u+w = 0. Zvolime si tfeba u = 1 a dopoc¢itdme v = w = —1, ¢ili rovnice je x —y — z = 0.

25. Z predchoziho cviéeni uz vime, ze rovnice pfimky skrz A ma tvar vy + wz = 0. Z toho uz
vidime, Ze podil soufadnic y a z nezavisi na soufadnici z, takze bude stejny pro bod P a prusecik se
stranou. A bod na strané ma navic nulové z, ¢ili ho s tim, co vime, mizeme zapsat jako (0 : s : t).
26. Mame E = (3:0:1), F=(3:1:0). Najdeme rovnici pfimky BE uz + vy + wy = 0:
dosadime B = (0,1, 0), dostaneme v = 0; dosadime F, dostaneme 3u + w = 0, to spliiuje napiiklad
u=1aw = —3, coz dava rovnici x — 3z = 0. Analogicky ma C'F rovnici x — 3y = 0. Jejich prusecik
spliiuje tyto dvé rovnice, miiZeme napsat tfeba O = (3 : 1 : 1). Bod D je uz podle pfedchoziho
cvifeni 25 D = (0: 1 : 1) (stied strany BC'), d4 se ovSem samoziejmé odvodit i pfes rovnici pfimky
AO, y — z = 0. Tohle celé mimochodem snadno vyplyne z Cevovy véty, se kterou budeme mit Cest

za chvili.
K urceni poméru muzeme pouzit Gvahu s vazenim. O, B, E lezi na pfimce, takze muzeme
vyjadfit B jako tézisté B = tE + (1 — t)O. Pak podle tvrzeni 8 plati ¢t = O—g, coz je kyzeny pomér.

120bracené nez pomér vzdalenosti. Mame pomér vzdalenosti od vrcholu A a k vrcholu C, ten
je roven poméru soufadnic od vrcholu C' a od vrcholu A.
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NapiSeme si proto libovolnou slozku (soufadnici) rovnice B = tE + (1 t)O a z ni vyjadiime ¢.13
K tomu potfebujeme body normované: B = (0,1,0), E = (Z, , ) (%, 5 5) Vezmeme tieba
druhou soufadnici a ma platit 1 =¢-0+ (1 —¢) - % a vyjadiime t = —4. To znamend, Ze jsou body
B a FE na opaénych stranach od O a v absolutni hodnoté je pomér ‘Iggl‘ =4.

Druhy pomér ziskdme stejnym postupem. D = (0 % %) =tA+ (1 —t)O, napiiklad z prvni
soufadnice vyjde 0 = ¢+ (1 — t)g a pak t = f%, ¢ili |‘8A‘|

30. Bud rovnice dané pfimky uzx + vy + wz = 0. P¥imky p a AB se neprotinaji, tedy soustava
ur +vy+wz =0,z =0ax+y+ 2z =1 nema feeni. AvSak prvni dvé rovnice vedou na feseni
(0: w: —v). Aby toto nebyl vazeny bod, musi byt soucet vah roven 0 (pak uz se nedd normovat),
tedy w = v a pfimka je 0 = uz +v(y + z) = v+ v(1 — ). Ekvivalentné bude mit dané p¥imka tvar
z = ¢, kde ¢ je néjaka konstanta.

35. Vyjde stied kruznice opsané O = (sin 2« : sin28 : sin2v) a ortocentrum H = (tana : tan 3 :
tan-~y).

Jak na stfed kruznice opsané? Oznaéme polomér kruznice opsané r. Podle véty o obvodovém
thlu je <BOC = 2<BAC = 2a. Obsah trojuhelnika BOC' je pak podle véty 33 z prvniho dilu

serialu roven %r2 sin 2a (rozmysli si, ze dokonce orientovang). Podle obsahové definice tudiz méme

1 1
o= (57"2 sin 2« : 2" 25in28 : 77“ sin 27) = (sin2a :sin28 : sinvy).

Jak na prusec¢ik vysek? Muzeme si vzpomenout na tlohu 31, podle které je pata vysky rovna
(0:tan B : tan+y), a cviéeni 25, podle néjz je pomér soufadnic y a z u pruseciku vysek stejny,
cyklicky muzeme totéz uvazit pro kazdou stranu a dostaneme H = (tan« : tan 3 : tan~y).

Miuzeme ovSem rovnéz spocitat obsah [HBC|. Bud P pata vysky z A. Plati PC = b - cos~.
Vysky z C a z A sviraji thel 3, takze plati

cosB  cosfBcosy

HP = PC -cotg 3 = PC - =
- cotgf © sin 8 sin 8

Obsah pak spocitame jako

1 1
(HBC| = ta. HP = L8807
2 2 sin 3

Upravime pomoci sinové véty vzorci a = 2rsina a ﬁ = 2r, kde r je polomér kruznice opsané:

[HBC| = 272 cos B cosysin a = 2r? cos a cos B cos y tan av.

Obsahy [AHC] a [ABH] odvodime stejné, vyjdou jen s cyklickou zdménou thli. Podle obsahové
definice vyjde

H= (2'r2 cos accos B cosytan o : 2r2 cos B cos vy cos atan B : 21 cos y cos o cos B tan ).

To po vydéleni 272 cos a cos 3 cos vy vychazi opravdu (tan « : tan 8 : tan~y). Stoji za povSimnuti, ze

kdyz je trojuhelnik pravouhly, tak trochu podvadime a délime nulou. Jeden tangens vyjde jakoby

nekonecny, coz odpovida tomu, ze je ortocentrum ve vrcholu.

39. (1) V kazdém soucinu, ktery s¢itdme, se pravé jeden ¢len vynasobi danym redlnym cislem,
takze se cely determinant vynésobi danym realnym ¢islem.

13Ne tplné libovolnou, pokud maji t¥i body nékterou soufadnici vSechny stejnou, nepodaii se
nam z ni ¢t vyjadrit.
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(2) Z ptedchoziho bodu i pfimo ze vzorce plyne, Ze je nulovy.
(3) Podle podminky existuje takové k, ze x2 = kx1, y2 = ky1 a z2 = kz1. Pak kdyZ vzorec
preusporadame s timto dosazenim, vyjde

x1(ky1z3 — yskz1) — y1(kr1z3 — w3kz1) + z1(kx123 — x3kz1) =
= k1‘1y1 (23 — 23) + kylzl (xg — 333) —+ kZ1331(y3 — yg) =0.

Stejné by to vyslo, i pokud by byly jiné dva fadky (homogenné) stejné.
(4) Pokud na misto x1 napiSeme z1 + kx2 a podobné ostatni soufadnice, rozepiseme vzorec

(x1 + kx2)(y223 — y32z2) — (y1 + ky2)(v223 — x322) + (21 + k22) (w223 — w322) =
= z1(y223 — y322) — -+ + kwa(y223 — y3z2) — -

Uplné rozepsani si odpustime, vidime, ze vyjde soucet

1 Y1 21 kra kyz2 k2 T1 Y1 21
T2 y2 22|+ | T2 Y2 22 |=|w2 y2 22|10
T3 Y3 23 T3 Y3 23 T3 Y3 23

v némz je druhy séitanec nulovy podle piedchoziho bodu cvi¢eni. Kdyz pfi¢teme k prv-
nimu fadku nasobek druhého, determinant se nijak nezméni. Podobnym rozdélenim na dva
determinanty vyjde totéz, kdyz k jakémukoliv fadku pfi¢tu nasobek jakéhokoliv jiného.

43. Necht ma P soufadnice (r, s,t). Pfimka AP prochdzi vrcholem A, takze je tvaru uy+wz = 0,
a bodem P, takZe plati us + wt = 0, naptiklad mize byt u = t a w = —s, tedy je to pfimka
ty — sz = 0. Pak najdeme jeji prusecik se stranou BC danou rovnici z = 0, to bude

Dz(O:s:t):(O, ° , i )
s+t s+t

Body FE, F vyjadiime analogicky jako E = (HLT,O, t+7) F = (

) r+5 O) Do determinantu

[DEF] _ 1 [DEF]

budeme totiz potfebovat normalizované body. Chceme vlastné dokazat aso] < 1 podil [ABc]

je podle véty 41 roven determinantu

0 S t

st st 1 0 st 2rst
o 0 = 0 t|= :
Ol R ORI B OR[GO G
r+s r4+s
Musime dokézat % . Jelikoz je bod P uvnitf trojuhelnika, jsou jeho soufadnice

kladné, takZe miizeme nerovnost ekvivalentné prendsobit na 8rst < (s +t)(¢t + r)(r + s), coz plati
diky AG nerovnosti aplikované na véechny tii (:leny vpravo (s 4+t > 24/st apod.). Vidime tedy, ze
48. Predpokladejme, ze Q # R, protoze jinak je determinant automaticky nulovy. Body P, Q,
R lezi na pFimce, pravé kdyz se P da navazit, tedy vyjadrit jako kR + (1 — k)Q. Pokud oznacime
soufadnice P = (z1,y1,21), Q = (z2,y2, 22), R = (x3, Y3, 23), plati podle étvrtého bodu cviceni 39,
ze
kxs + (1 — k)xg kys + (1 — k)yz kzs + (l — kJ)ZQ kxs kys kzs3
T2 Y2 z2 =] x2 Y2 22 |
3 Y3 23 r3 Y3 23

coi je nula podle tf“etiho bodu téhoi Cviéeni Druhé implikace ze je li determinant nulovy, muzeme

dokéazat ji pomoci vazeni je tézsi.
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56. Body vyjdou po fadé (1 : 1 : 1), (a : b : ¢), (tanc : tan : tanvy), <ﬁ : ﬁ : Sic> a
(s—a:s—b:s—c), kde s je polovina obvodu.

Pocitame sice vzdy vyraz

BD CE AF

DC EA FB’
ale také vime, ze pomér vzdélenosti bodu na strané k vrcholiim odpovid4 poméru soufadnic (akorat
pfevracend). Téznice stranu protind v jejim stiedu, tedy (0 : 1 : 1), takze vyjde jednoduse % . % . % =

1. Podivame-li se do dikazu Cevovy véty nebo do cviceni 25, snadno uréime poméry soufadnic

Pomeéry u paty osy thlu a vysky jsme uz méli v tloze 31, jsou to (0:b:¢) a (0:tanS : tan-).
Cyklickou zdménou dostaneme paty na ostatnich stranich a vyjde

c a b tany tana tanﬂil

b ¢ a ’ tanf3 tany tana

Jak na spojnice vrchold s dotykem kruznice vepsané? OznacCme d, e, f délky teCen z vrchold
A, B, C ke kruznici vepsané. Tedy AFF = FA = d, BD = FB = e a CE = DC = f. Vyjde
% . 5 . g = 1. Déle je-li D’ bod doteku kruZnice piipsané, plati D'C = e a BD’' = f a podobné,
takze vyjde % . % . g = 1. Tim jsme pomoci Cevovy véty lehce dokazali, ze se pfimky v bodech
(4) a (5) protnou, ale chceme-li znét souradnice priise¢iku, musime poméry doopravdy vyjadrit. To
jsme délali uz v dloze 36: platid+e=c, e+ f = a, f +d = b, z ¢ehoz umime vyjadfit d = s — a,
e=s—b, f=s—c kdes= %(a + b+ ¢). Tak vyjdou soufadnice uvedené na zacatku Feseni.

59. Plati BD' = DC a podobné, takZe

BD' CE' AF' DC EA FB _ 1

’ ' ~“ BD CE AF BD . CE  AF’
D'C E'A F'B BD CE AF 2555 55

co? je podle Cevovy véty rovno 1. Levy vyraz je tedy také roven jedné, a proto se i piimky AD’,
BE'’ a CF’ protinaji v jednom bodé P’ = (u/,v’,w’). Tomuto bodu se fik4 izotomicky kamarad
bodu P. Z lemmatu 20 dostaneme

w'  BD' DC v

o  DC BD w

a podobné pro ostatni soufadnice. Bod P’ musi mit tedy prevracené poméry kazdych dvou souiad-

nic, co% vyjde, kdyz bude mit vSechny soufadnice prevracené, tedy P’ = (% : % : i) .

72. Oznac¢me M, N stredy stran AB a AC. Pak je dana te¢na pouze chordalou dvou dotykajicich

se kruznic (ABC) a (AMN). Snadno ovéfime, Ze kruznice opsané trojuhelniku AM N ma rovnici
2 2

—a?yz — b2xz — oy + (%y + %z) (z + y + z) = 0. Chordala této kruznice a kruznice opsané

(ABC) pak spocitame jako rozdil p¥islusnych rovnic, ziskdme diky x + y + z # 0 pfesné hledany

tvar.

77. Podle Steinerovy véty je to rovno >, |T'4;|> + n - |XT|2, z toho na poloze bodu X zavisi

jen ¢len | XT|?, ktery nabyva nejnizsi hodnoty, kdyz je X = T.

79. Lezi-li X na kruZznici se stfedem v O a polomérem r, je
n n
D I0AP +n-|XOP =) |0A* +nr?,
i=1 i=1

coz nezavisi na poloze bodu X.

85. Pokud je V kladné, pak ma V - |XT|?, tedy i >~ v; - |[T4;|2 + V - |XT|?, minimum pro
X =T. Pokud je V zaporné, tak maximum.
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