Analyticka geometrie Il — Komplexni vyrazy

Mily ptiteli,

nastava ten Cas, kdy se naucis kouzla, o kterych jsi snad slysel(a) vypravét zkusené fesitele! Poznas
techniku, kterou opravovatelé nevidi radi, ale nakonec za ni stejné musi dat plny pocet boduy,
protoze. .. funguje! Minule jsme tu vydatné prozkoumali goniometrické funkce. Nyni navazeme
na zéklady z minulého dilu, ale vydame se jinou cestou. Tentokrat se totiz podivame zblizka na
komplexni ¢isla a jejich vyuziti v pocitani olympiadni geometrie.

Mozné sis v8iml(a), Ze pocitdni v kartézskych soufadnicich muZe byt neuvétitelné otravné.
Nejenze musi§ vSechno psat pro kazdou soutadnici zvlast, ale jakmile dojde na délky nebo ne-
dejboze uhly, vyjdou vyrazy priserné dlouhé, pokud vibec vyjadrit jdou. Komplexni ¢isla jsou jako
kartézské souradnice, jenom vylepSené.

Naucéime se, jak vnimat mnohd geometrickd zobrazeni pomoci komplexnich ¢isel. Specialné, ze
otaceni, preklapéni a viibec obecna spiralni podobnost jsou v fec¢i komplexnich ¢isel asi tak prirozené
jako prirozena c¢isla. Predstavu Ti vytvori nasledujici motivaéni tlozka:

Priklad 1. (motiva¢ni) V roviné uvazme tse¢ku AB. Pro libovolny bod C na dané poloroviné
uréené piimkou AB zkonstruujme vné trojuhelnika ABC ¢tverce ACDE a BCFG. Ukaite, ze
vSechny pfimky EG prochézi pevnym bodem.

A¢ mize zadani vypadat neuchopitelné, pomoci komplexnich ¢&isel si s takovym prikladem hraveé
poradime. Propojeni komplexnich ¢isel a zobrazeni nas pak povede na cestu poznani. Na konci
tohoto dilu snadno poznas, kdy libovolné ¢tyfi body tvori rovnobéznik, kdy lezi na kruznici, kdy
néjaké t¥i body lezi na pfimce... Tim to ale ani zdaleka nekonéi!

Samoziejmé, mluvime zde o komplexnich ¢islech z toho davodu, Ze jsou vhodné na feSeni olym-
piddnich tloh. Pfedvedeme si proto mocny nastroj, jednotkovou kruznici, pred kterou kdejaka aloha
dostane tfes do kolen. Ke konci dilu tuto kruznici prozkoumame jesté vice a povime si, jak pracovat
v komplexni roviné s pravidelnymi mnohothelniky.
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Varovani

Na zac¢atku minulého seridlu jsme Té varovali pfed nastrahami poc¢itani. VSechna varovani zde plati
na desetkrat! I ze zkuSenosti autort, spravné na soutézi predvést feSeni pomoci komplexnich ¢isel
stoji na nékolika dulezitych pilifich.

(1) Uloha jde spoéitat pomoci komplexnich &isel. Jak néco takového poznat? Poéitat mnoho
a mnoho tuloh — poté uz ziskas odhad. Jak uvidis, tlohy s jednou centralni kruznici jsou
na rané.

(2) Znam dobfe vSechna tvrzeni a dokdzu je obhajit. Tady neni moc co vysvétlovat. Nez se
odvazis Fesit lohu pomoci komplexnich ¢isel, bud pfipraven(a) obh&jit vSechna tvrzeni,
ktera vyuzivas. Specidlné doporucujeme se odkézat na zdroj, nebo v feSeni potiebna tvrzeni
dokazat.

(3) Mam na feSeni Cas. Soutéz je intenzivni zalezitost — Casto mivas 4,5 hodiny na t¥i ulohy.
Pied tim, nez se vydas hodinu pocitat priklad, radsi si rozmysli, Zze to bude zvladnutelné.
Prepisovat vyrazy dlouhé cely radek prece jenom zabere trochu casu.

Precetl(a) sis tento seznam? Vyborné, konec fe¢i, jdeme na to! Znas-li komplexni ¢isla, nebude
pro Tebe, véfime, tézké tvod jen preletét.

Komplexni rovina

Piipomenme si kartézskou soustavu souradnic, kde kazdému bodu roviny ptifadime soufadnice
(a, b). Komplexni rovinu definujeme ze zac¢atku tiplné stejné, pouze ji zapisujeme jinak. Rekneme,
ze bodu (a,b) pfislusi komplexni ¢islo z = a + b - 4, kde i je imagindrni jednotka. Imaginarni
jednotka pro nas prozatim nemusi nic znamenat, jenom to, Ze koeficient u ni je soufadnice y. Cislo
a nazyvame redlnou slozkou a Cislo b imagindrni slozZkou Cisla z. Zatim jen pfejmenovavame, diive
bychom a nazvali z-ovou soufadnici a b y-ovou.

y
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Osu z muzeme nyni nazyvat redlnou osou, protoze na ni lezi redlnda éisla, a osu y imagindrni
osou, protoze na ni lezi takzvanad ryze imagindrni c¢isla, tedy cisla, kterda maji nulovou reilnou
slozku. Mnozinu komplexnich ¢isel znac¢ime C.

Umluva 2. Domluvme se, ze pokud neni feceno jinak, tak bodu ozna¢enému velkym pismenem
(napt¥. A) v komplexni roviné p¥islusi komplexni ¢islo, které budeme znacit stejnym malym pisme-
nem (napft. a). Pozor ale, kdyz komplexni éislo rozepiSseme jako a + bi, tak redlna &isla a, b body
nejsou.

S¢itani a odéitani komplexnich éisel definujeme ptirozens, jako by ¢ byla proménné: (a + bi) +
(c+di) = (a+c) + (b+ d)i. Stejné tak nasobeni nebo déleni redlnym ¢islem: k(a + bi) = ka + kbi.
Kdyz se divame na tyto operace komplexnich ¢isel, readlnd a imaginarni slozka spolu nijak nemluvi
— operace provadime po slozkach. Délame tak totéz, co bychom mohli snadno délat v kartézskych
soufadnicich, jenom si uSetfime psani operace pro kazdou slozku.

Priklad 3. Rozmysleme si, Ze s¢itani komplexnich ¢isel a ndsobeni redlnym ¢islem maji nasledujici
hezké vlastnosti:
(1) Stted usecky AB je ’ITH’
Preklopeni bodu B podle bodu A je 2a — b.
Body ABCD tvofi rovnobéznik, pravé pokud plati a + ¢ = b+ d.
a-+b+c
e aaat
Zobrazeni z — z + ¢ dané pri¢tenim pevného ¢isla ¢ € C je posunuti v roviné.
Zobrazeni z — kz dané vynasobenim pevnym c¢islem k € R je stejnolehlost v roviné se
stfedem v pocatku a koeficientem k.

Prvni vlastnost je jasna z nasi definice s¢itani — komplexnim ¢&islim a + bi a ¢ 4 di ptislusi
v kartézské roviné body (a,b) a (c,d). Stfed téchto dvou bodu je uréen jako (“T"'b etd

)
mu tedy komplexni c¢islo “TH’ + %di. Druhé vlastnost plyne z té prvni, nyni je A stied tsecky
BC, tj. a = %, z Cehoz ziskdme ¢ = 2a — b. Rozmysleme si, ze tfeti vlastnost je téz dusledkem
té prvni — kdy tvori ¢tyfuhelnik ABCD rovnobéznik? Pravé tehdy, kdyz stfedy tuhlopticek AC' a
BD splyvaji, tj. “T"'c = % Cislo piislusici tézisti bude intuitivné piisluiné priméru komplexnich
Cisel a, b, ¢, pro¢ presné to plati si ukdzeme za par stran.
Zbylé dva body jsou neméné dulezité, ale v&fime, Ze si je zvladnes rozmyslet sdm/sama. Pomoct

Ti muze obrazek vyse.

) , prislusi

Oproti kartézskym souradnicim maji komplexni ¢isla jednu zasadni vyhodu, mizeme je nasobit!
Tady koneéné doddme ,vyznam® imaginarni jednotce, kdy# si zavedeme, e i2 = —1 a Ze nasobit
miizeme roznasobenim:

(a+ bi)(c+ di) = ac + adi + bei + bdi? = ac + adi + bei — bd = (ac — bd) + (ad + be)i.

Pokud jsi komplexni ¢isla jesté nevidél(a) a trapi T8, jak mizeme jen tak ¥ict néco jako i2 = —1,
zkus si rozmyslet, ze za této definice plati vSechny rozumné vlastnosti nadsobeni zndmé z realnych
éisel jako a(be) = (ab)e, a(b+c) = ab+ac, a ze tedy s komplexnimi ¢isly miizeme normdlné poéitat.
Brzo uvidis, pro¢ to dava smysl délat takhle.

V tomto dile totiz budeme studovat hlavné geometrické vlastnosti, které nasobeni prinasi. Mame
tfeba komplexni ¢islo z a uvazime zobrazeni = — zz, tedy zobrazeni, které libovolnému bodu X
v roviné pfifadi bod X’ takovy, ze ©’ = z - z. Jaké je to zobrazeni? Vime uz, Ze je-li z redlné &islo,
je to stejnolehlost. Co ale obecné?

Absolutni hodnota a argument

Kazdy bod na kruznici 2 +y? = r2 (se stiedem v po¢atku a polomérem ) miizeme zapsat ve tvaru
(r cos a, rsin ). Pro komplexni éislo z = a + bi tedy uvézime vzdalenost bodu (a,b) v kartézské
roviné od pocéatku soustavy soufadnic a nazveme ji absolutn? hodnotou &isla z, znacime |z|. Mizeme
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jej tak zapsat v goniometrickém tvaru z = |z|(cos @ + isin«), kde thel o nazyvame argumentem
isla z a zna¢ime arg z. Uhel a je uréen jednoznaéné az na pti¢teni nasobku 360°, coz nam vadit
nebude. Muzeme tedy psat

z = |z|(cos(arg z) + isin(arg 2)).
Pokud vi$ o polarnich soufadnicich, neni tohle nic jiného nez zapis komplexniho ¢isla v polarnich
soufadnicich.

arg z

O T

Pozorovani 4. Je-li z = a + bi, pak |z| = Va2 + b2.

Cviceni 5. Je-li O pocatek soustavy souradnic a Z libovolny jiny bod, je argument éisla z roven
orientovanému thlu <(osa z,072).

Tvrzeni 6. Pro komplexni ¢isla w, z plati |lwz| = |w| - |z| a arg(wz) = argw + arg 2.

Dukaz. Zapiseme si ¢isla v goniometrickém tvaru,
w = |w|(cos(a) + isin(a)) a z = |z|(cos(B) + isin(B)),
kde oo = argw a 3 = arg z. Soucin wz podle téchto vzorcl roznasobime
wz = |w| - |z|(cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B) + i(sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B)).

Podle souctovych vzorcu, které jsme vidéli v prvnim dile, dostavame

wz = |w| - |z|(cos(a + B) + isin(a + B)).
Ovsem zapiSeme-li wz taky v goniometrickém tvaru jako

wz = |wz| - (cos(arg(wz)) + isin(arg(wz)),

vidime, %e mtizeme hodnoty ztotoznit. Cili |wz| = |w| - |2| a argwz = a + 3 = argw + arg 2. O

Co se stane, kdyz odectes dva body a + bi a ¢ + di a podivas se na absolutni hodnotu je-
jich rozdilu? Divame se na absolutni hodnotu komplexniho é&isla (a — ¢) + (b — d)i, coz je rovno

V/(a —¢)2 + (b — d)?, tedy podle Pythagorovy véty piesné vzdalenosti bodt (a,c) a (b, d) v kartéz-
ské soustavé souradnic. Ziskdme tak uzitecné pozorovani ohledné vzdalenosti.

Pozorovani 7. Vzdélenost bodii A a B v komplexni roviné je rovna |a — b|.

Cviceni 8. Rozmysli si, jak bys v komplexni roviné zakreslil(a) vSechna ¢isla s absolutni hodnotou
1. Z toho si zkus odvodit obecny tvar kruznice v komplexni roviné.

Pozorovani 9. Zobrazeni x — zx dané vynasobenim ¢isla s pevnym z € C je spiralni podobnost!
se stiedem v podatku, kterd otdci o thel arg z a stejnolehli s koeficientem |z|.

Lslozeni stejnolehlosti a otoceni



Dikaz. Vime, Ze zz mé |z|-krdt vétsi absolutni hodnotu nez =z, ¢ili je doopravdy z-krat dal od
pocatku. Argument ma vétsi o arg z, takze svird s osou z o arg z vétsi thel, éili je oproti z opravdu

otoceny o arg z. O
o
\ 2+ 20):
> (14 2i)z
2iz
L ]
o 1420 y
(=2 +2i)2) o (@+i)z
b (141)z
- iz
L ]
- (—1+1)z ‘ e
(—2+1)z \ > T2z
- z
\ o 0
) P
g — \(2-1)z
e (1-1)z
=iz
s
P (-1 -19)z . )
(=2 —4)z P (2 -2i)z
5 (1 =2i)
> —2iz
‘.' (—1—2i)z
(=2 —2i)z

To je pékna vlastnost, ze? Pravé kvili tomu jsme si zavedli ndsobeni komplexnich ¢&isel.
Cviceni 10. Najdi komplexni éislo z takové, Ze nasobeni ¢islem z provadi v roviné

(1) stfedovou soumérnost,
(2) otoceni o 90° proti sméru, respektive po sméru, hodinovych ruéicek,
(3) otoceni o 120° proti sméru hodinovych rucicek.

Jsou-li trojuhelniky ABC a DEF ptfimo podobné, pojdme si rozmyslet, jak najit podobnost,
kterd je na sebe prevadi. Nejprve A ABC zvétsime, aby byl shodny s DEF'. Pak ho oto¢ime, aby byly
trojuhelniky stejné orientované. Nyni uz ziskdme dva stejné velké a stejné orientované trojihelniky,
¢ili existuje posunuti, které transformovany trojuhelnik ABC pfevadi na DEF. Takto je mozné
libovolnou pfimou podobnost slozit ze spiradlni podobnosti a posunuti. V fe¢i komplexnich ¢isel to
znamena, ze kazda podobnost se dé vyjadrit zobrazenim x — zx + k pro néjakd z,k € C. V nasem
pripadé by platilo d = za + k,e = zb+ k, f = zc + k.

Cviceni 11. (Stfed spiralni podobnosti) Necht jsou AB, CD dvé usecky, které na sebe nejde
dostat pouze posunutim. Dokaz, Ze existuje bod M takovy, ze AABM ~ ACDM.

Kdyz méame dva podobné atvary, vzdy mtizeme najit bod, ktery bude stfedem spiralni podob-
nosti prevadéjici tyto utvary na sebe. Pokud s néjakou takovou podobnosti pracujeme, muze se
hodit polozit si stfed spirdlni podobnosti do bodu 0. V takovém piipadé danda spirdlni podobnost
bude jen nasobeni ¢islem z.

Cviéeni 12. (Spirédlka chodi po dvou) Necht se body X, Y zobrazi spirdlni podobnosti se stfedem
S nabody X', Y’ (tj. trojuhelniky XY S a X'Y"’S jsou si podobné). Pak existuje spiralni podobnost
se stiedem S, ktera zobrazi X naY a X’ na Y’'.

Uloha 13. (Klouzani) V této tloze uvazujme jen pi¥imé podobnosti. Nechf plati AABC ~
NA'B'C’'. Sestrojme body A", B", C" tak, aby platilo AAA’A” ~ ABB'B"” ~ ACC'C". Tyto
trojihelniky mtZou byt i degenerované, naptiklad mtze byt bod A’ stied tisecky AA’ a podobné
B", C". Potom plati dokonce AABC ~ AA’B'C' ~ NA”B"C".
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Cviceni 14. Jaky vzorec ma stfed ¢tverce nad tseckou AB? Co stfed rovnostranného trojuhelnika
nad tseckou AB?

a+(242i)(b—a)
a+(1+27ﬁ)(b;a).
a+ 2i(b—a)

° a+(2+1i)(b—a)
a+ (=1%2i)(b=a)
o

at+ (1% i)b—a)
. ' 3
atib=0) a+2(b—a)

o
+ (=149 (b= <
at( .Z)( @) atb—a

i///) at(2Ni)b-a)

o
a+ (1xi)(b="a)
4
a—i(b—a)

a+(—1—i)(b—a)./
]

a—\(b—a)
.

Uvodni piiklad v sobé skrjva hned dva étverce, coz Ti uréité napovida, ze jsme jej neuvedli pro
nic za nic. Pojdme se mu spolu podivat na zub.

Priklad 15. (znovu) V roviné uvazme usecku AB. Pro libovolny bod C na dané poloroviné uréené
pfimkou AB zkonstruujme vné trojuhelnika ABC ¢tverce ACDE a BCFG. Ukazte, ze vSechny
ptimky EG prochézi pevnym bodem.

Nejprve se zamysleme, o jaky bod by se mohlo jednat. Tvrzeni ndm néco fikd o vSech moznych
primkach, z nichz si mizeme par vybrat a podivat se, kterym bodem vsSechny prochazi. Pokud
preklopime C podle osy tsecky AB, preklopi se cely obrazek i vysledna pfimka EG. Prusecik dvou
preklopenych pfimek musi byt na ose usecky AB, tam by tedy mél byt prusecik vsech.

Pokud dale zvolime bod C na ose usecky AB tak, ze je ABC pravouhly trojuhelnik, pak pfimka
EG prochazi touto volbou bodu C', musi to proto byt hledany bod.
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A B

Reseni. Nyni uz mame intuici, ktery bod hledame. Pfesutime se do komplexni roviny a polozme
a = —1,b =1 a volme body ¢ z poloroviny, kde vSsechny body maji kladnou imaginarni slozku.
Polorovina ve skute¢nosti neni omezujici, jen nam udava, kterym smérem jsou ¢tverce vné. Chceme
pak ukazat, ze vSechny pfimky eg prochéazeji bodem 3.

Tak jako ve cviceni 14 si zjistime soufadnice relevantnich vrcholu étverce (jsou ostatné vidét
z obrazku u cvieni). Mame tak

e=a+ilc—a)=-1+i(c+1)=ic—1+1,
g=c+A+i)b-—c)=c+(1+i)(1—c)=—ic+1+i.

Kdyz se ale podivas na dCisla e a g, tak se dokonce zda, ze stfed usecky EG bude roven i.
A opravdu
etg ic—l+i—dc+1l+i
2 2

Mame hotovo.

Uloha 16. V roviné uvazme tse¢ku AB. Pro libovolny bod C v dané poloroving uréené piimkou
AB zkonstruujme vné trojuhelnika ABC' ¢tverce ACDE a BCFG. Dale sestrojme takovy bod K,
ze je GCDK rovnobéznik. Ukazte, Ze poloha bodu K nezavisi na poloze bodu C.

Uloha 17. Je dan étyfuhelnik ABCD. Nad stranami AB, CD sestrojime &tverce, jejich stiedy
oznacime K, M. Pod stranami BC, DA sestrojime ¢tverce, jejich stfedy oznac¢ime L, N. Dokaz, ze
je KLM N rovnobéznik.

Vratme se k algebraickym vlastnostem komplexnich ¢isel. Realna ¢isla délime snadno, jak ale po-
délime komplexni ¢islo ¢islem komplexnim? Pomoci goniometrického tvaru bychom mohli komplexni
cisla délit tak, ze bychom podélili absolutni hodnoty a odecetli argumenty. Pti praktickém pocitani
si komplexni ¢isla (vétsinou) explicitné nerozepisujeme, at uz do tvaru kartézského z = a + bi nebo
goniometrického z = |z|(cos(arg z) + isin(arg z)) — ty vyuzivame jen k dikaziim tvrzeni. Podivdme
se na jednu uzitecnou konstrukci, kterd ndm pomuze se témto tvarim vyhnout.

Sdruzeni

Definice 18. Komplexnimu ¢islu z = a + bi definujeme sdruzené ¢islo z = a — bi.

Snadno nahlédneme?, Ze operace ,sdruzeni komplexniho &isla“ vyjadiuje geometricky pieklopeni

pires realnou osu. Podobné samoziejmé je i to, ze plati z = z.
OvSem z a z maji i jiny vztah. Jejich souéin neni nic jiného, nez z -z = (a + bi)(a — bi) =
a? +b% = |z|?. Shriime tato pozorovani.

Tvrzeni 19. Pro kazdé komplexni ¢islo z plati z - Z = |2|2.

2napiiklad na tvodnim obrazku komplexni roviny
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Cviceni 20. Pro kterd komplexni ¢isla plati z = 2?7 A co z = —27

Cviceni 21. Rozmysli si, Ze vSechny nepfimé podobnosti v roviné jsou tvaru z +— 2T + k pro
néjaka z, k € C. Specialné toho tvaru jsou vSechny osové soumérnosti.

Uvedme si jesté par zdkladnich vlastnosti této operace. Neboj, necekd nas nic slozitého. Jak
jsme uz nastinili, mizeme pomoci ni snaze délit komplexni ¢isla.

Cviceni 22. Rozmysli si, Ze a/b = ab/|b|?. Jelikoz je |b|? redlné ¢islo, je na rozdil od b snadné
jim délit. Cemu je rovno (8 +1i)/(2 — 3i)?

Cviceni 23. Absolutni hodnota a argument se kamaradi s ndsobenim — tim padem i s délenim.
Dokaz, ze plati |w/z| = |w|/|z| a arg(w/z) = argw — arg z pro libovolna w, z € C, z nenulové.

Uloha 24. Je dén trojuhelnik ABC' s t&zistém T. Nad tiseckami BT a CT jsou sestrojeny pra-
vouhlé rovnoramenné trojuhelniky BT K a CTL. Ozna¢me D a E stfedy usecek BC a KL. Urci
hodnotu poméru |AT| : |DE|. (Domaci kolo MO 2023)

V praxi je dobré si uvédomit, ze sdruzeni ,zachovava“ operace jako séitani a nasobeni:

Cviceni 25. Ukaz, ze pro komplexni éisla a, b plati

(1) (a+b)=a+b, (a—b)=a—b,

(2) (ab) =a-b,
(3) (a/b) =a/b.
Jediné vlastnost &isla i, kterou jsme zatim pouzili®, je, ze i2 = —1. Ov8em ¢&islo (—3) ma tuhle

vlastnost taky. Takze kdybychom vSude misto ¢ psali (—7), mélo by po¢itani porad fungovat, ne?
Z tohoto pozorovani plyne hned celé predchozi cviceni.

Priklad 26. Pojdme si rozmyslet, jak poéitat sdruzend éisla ,komplexnéjsich“ vyrazt. Spocitejme
sdruzené cislo vyrazu Wbi)(w za predpokladu, zZe plati |a| = |b] = |c¢| = 1.
Reseni. Pokud plati |a| = |b| = |¢| = 1, tak aa = bb = cc = 1, tedya = 2, b= 1, ¢ =
Upravujme postupné podle pfedchoziho cviceni 25. Nejprve plati

1
=

o=

< abc > _ (abe)
@r)b-9e-a) @inb o _a
podle bodu (3). To miizeme déle upravit na
(abc) _ abe
(a+b)(b—c)(c—a) (a+Db)-(b—c) (c—a)
podle bodu (2). Kone¢né

abe _ abe
(a+b)-(b—c)-(c—a) (@a+b(d-2o)(c—a)
podle bodu (1). Ted by Ti mélo byt jasné, ze bézné aritmetické vyrazy sdruzime tak, ze sdruzime
vSechna pismenka, a nemusime to uz v budoucnu takhle pitvat. Proto mizeme piejit ke druhé ¢asti,

dosadit a rozsifit cely zlomek &islem a2b?c¢?:
% : % : % abc abc

T, 1\ (1 _1\/1_ 1\ 1,1 1_ 1 1_ 1 :
Gre)-oG-a) alg+g)be(G-o) (-3 ©Gtral-bla-0
Ziskali jsme zlomek rovny ptivodnimu vyrazu. Co znamena, kdyz se ¢islo rovna sdruzenému ¢islu?

Ze je realné. Takize pokud plati |a| = |b] = |c| = 1, pak je W realné &islo.

a+b+c 4y

Uloha 27. Komplexni ¢&isla a, b, c spliuji |a] = |b| = |c| = 1. Dokaz, ze ¢&islo z = b Tborea 1é7

spliiuje |z| = 1.

3Kromé polohy v roviné, ted mluvime o matematickych vlastnostech.
8



T¥i body na pfimce, Ctyii body na kruznici.

Uz ses naudil(a), jak pomoci spirdlni podobnosti spoéitat komplexni ¢islo bodu v néjaké hezké
konfiguraci, napriklad ve stfedu ¢tverce nad tseckou. Co kdyz ale né€jakou konfiguraci bodd chceme
v uloze dokazat? Pak muZeme provést stejnou spirdlni podobnost, ale pozpatku.

Véta 28. T¥i body A, B, C lezi na pfimce, pravé pokud plati

c—a

b—a

eR.

Dikaz. Pro vypocetni ucely bychom chtéli pracovat s ,hez¢i formou“ bodu A, B a C. Posunuti
ani spirdlni podobnost tii bodt samozfejmé nezmeéni, jestli body lezi na jedné pfimce. Vime, ze
posunuti v roviné je pri¢teni pevného ¢isla, pficteme tedy —a, ¢imz presuneme a do 0. Tudiz t¥i
¢isla a, b a ¢ lezi na pfimce, pravé kdyz na primce lezi ¢islaa —a=0,b—aac—a.

Vime taky, Ze nasobeni pevnym ¢islem je spirdlni podobnost, vynasobime tedy vSechna ¢isla
ﬁ, ¢imz druhé &islo zjednodusime. Poté cisla 0, b — a, ¢ — a lezi na primce, pravé kdyz lezi na

primce bEa =0, Z:—Z =1, ;=2. Body 0 a 1 ovSem lezi na redlné ose, ¢ili toto je splnéno, pravé
kdyz lezi zlomek =% na redlné ose a dikaz je hotovy.

kem, pravé kdyz se na sebe daji pfesunout stejnolehlosti se stfedem v pocatku, tedy b—a = k(c—a)
pro k € R, neboliz:—gzkER. O

Vsimni si, ze v této vété nezélezi, v jakém poradi body vezmes, staci vydélit dva rozdily. Prave
jsme dokéazali jeden ze zdkladnich kament pii praci s komplexnimi ¢isly. Dokonce mtuzeme o zkou-
maném podilu vydolovat obecn€jsi informaci, totiz thel, ktery sviraji tfi komplexni ¢isla. K tomu
zaprahneme vlastnosti argumentu, které jsme mohli vyuzit i v dikazu véty, jak si muzes rozmyslet.

a) — 4BAC.

c—
b—a

Lemma 29. Pro libovolna komplexni ¢isla a, b, ¢ plati arg(

Dukaz. Staci vyuzit cviceni 23 a zacvicit s definici argumentu:

arg (Z : Z) = arg(c—a) —arg(b—a) = <(redlna osa, 1@) — <(redln osa, zﬁ) = <I(1ﬁ, zﬁ) O

Uloha 30. Jak v komplexnich ¢&islech poznat, #e jsou piimky AB a C'D rovnobé&zné?

Uloha 31. Vyuzij dukaz véty 28 a dokaz, ze dva trojuhelniky ABC a DEF jsou si pfimo podobné
praveé tehdy, kdyz plati

c—a f-—d
b—a e—d’
c %gyd
b /
a%/ q-a_f-d
b—a e—|d
0 1

Cviceni 32. Rozmysli si, jak ovéfit, ze je trojuhelnik ABC rovnostranny nebo ze je étyfthelnik
ABCD c¢tverec.



Cviceni 38. Jak v komplexnich ¢islech poznat, Ze jsou trojuhelniky ABC a DEF podobné
neprimo?

Cviceni 34. Jaky je vzorec preklopeni bodu Z v osové soumérnosti podle pfimky AB? A co paty
vysky ze Z na AB?
Obdobné se podivejme na kolmice v roviné. I v tomto pfipadé ndm komplexni éisla daji jedno-
duchou podminku, kdy jsou na sebe dvé pfimky kolmé.
Véta 35. Pro body A, B, C, D plati AC | BD, pravé kdyz
a—c

b—d

€ iR,

kde iR znaci mnozinu cisel tvaru ki pro k € R, tedy ryze imaginarnich cisel.

Duikaz. Dtkaz povedeme v podobném duchu jako dikaz véty o bodech na jedné pfimce — posuneme
celou situaci k 0.

Posunme body a a cnaa —c a0 abody badnabody b —d a 0. Posunuti zachova rovnobéz-
nost prislusnych usecek, proto miZzeme podminku AC 1 BD ekvivalentné vnimat jako existenci
pravouhlého trojuhelnika s vrcholy 0, a — ¢, b — d s pravym thlem pfi 0.

Ale pozor! To, ze mame pravy thel u pocatku, znamena, ze jedno ¢islo mizeme ziskat pomoci
néjaké spiralni podobnosti z druhého — otoceni o +90° a néjaka stejnolehlost. Otoceni ziskdme
nasobenim +i a stejnolehlost poté nasobenim realnou konstantou. Pro néjaké k € R plati

a —

a—c=(b—d)i k <> ;:zﬂkzeiR.

Pokud naopak plati, ze a — ¢ a b — d sviraji s po¢atkem pravy thel, pak jsou pfimky AC a BD
kolmé. O

Cviceni 36. Rozhodni, které trojice bodu A, B, C lezi na jedné pfimce pro vsechna z, y, z € C
a pro které plati AB | BC, pokud:

(1) a=1—-i,b=—-4+Ti,c=4—6i

(2) a=3i—3b=1c=4+4i

(B) a=2zx+y,b=2y+z,c=4c—=z

(4

) a:m’b:y;z’(z:%.

Y, Z je skuteéné x%ﬂ, totiz ze tento bod lezi na jedné z téznic. Ze ziejmé symetrie pak uz lezi
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na vSech. Blahopfejeme! Miuze$ to oslavit tim, Ze se s ndmi podivas na kruznice. Obvodové tuhly
napovidaji, ze najdeme kritérium pro kruznice podobné dvéma pravé ziskanym.

Véta 37. Ctyii body A, B, C, D lezi na kruznici, pravé pokud plati

a—c a—d

: R.
b—c b—-d €

Dikaz. Podle lemmatu 29 vyjadiuji ¢isla arg (%) ,arg (Z%g) orientované thly <BCA a <BDA,
pomoci nichZz uz umime uréit, kdy lezi body na kruznici. Body A, B, C, D lezi na kruznici, pravé
kdyz
(1) bud lezi C a D na stejném oblouku AB a tehdy plati <BCA = <BDA,
(2) nebo lezi na opaénych obloucich a tehdy plati <BCA 4+ <ADB = 180°, tedy v orientova-
nych thlech <BCA — <BDA = 180°.

Dohromady lezi body A, B, C, D na kruznici, pravé kdyz plati <BCA — <BDA = 0 nebo 180°,
takze muzeme podle cviceni 23 napsat

a—c a—d a—c a—d
: = - —— | = <BCA — <BDA = 0 nebo 180°.
arg(b_c b—d) arg(b_c) arg(b_d> < < nebo

Cislo ma ovSem argument 0 nebo 180° pravé tehdy, kdyz je realné. O

Pokud znas orientovany thel modulo 180°, jisté Ti neuslo, Ze ackoli arg <‘;:2) = <BCA plati

modulo 360°, v tomto dukaze jsme pracovali pouze 180°.
Cviceni 38. Dokaz, ze nasledujici étvefice boda A, B, C, D lezi na jedné kruznici pro vSechna
z, y, z € C, pokud:

(1) a=-1,b=1d,c=—2+i,d=—1+2i.

(2) a=4+1i,b=2+2i,c=8+4i,d="T+Ti.

3) a=z,b=y,c=xz+y+z d=x+y—z pokud |z| = |y| = |z| = 1.

Vsechny ,ovéfovaci“ véty, které jsi v sekci vidél(a), zpravidla vyuZijes na konci dukazu — tj. na
ovéreni tvrzeni ulohy. Napriklad po Tobé uloha chce ukazat, ze se tfi pfimky protinaji v jednom
bodé. Stac¢i Ti najit prusecik dvou z nich a pomoci véty 28 ukézat, Ze lezi na tfeti pfimce.

Nyni nastava ¢as, abys vyzkousela(a) vSechny své doposud ziskané znalosti. Cek4 Té& nyni par
uloh, kde se Ti miiZou hodit tvrzeni z této sekce. Hura do toho!

Uloha 39. Nad stranami trojihelnika ABC sestrojime étverce ACDE a BCFG. Dokaz, ze lezi
stfed usecky DF na vysce z vrcholu C'.

Uloha 40. (Van Aubelova véta) Nad stranami daného étyiuhelnika sestrojime vné étverce. Doka,
ze spojnice stfedl protéjsich ¢tverci maji stejné délky a jsou na sebe kolmé.

Uloha 41. Nad stranami rovnobéznika sestrojime vné étverce. Dokazte, ze st¥edy téchto étverct
tvorii vrcholy Ctverce.

Uloha 42. (Napoleonova véta) Nad stranami trojihelnika ABC sestrojime vné rovnostranné
trojuhelniky ABZ, BCX, CAY. Dokazte, ze stfedy téchto trojuhelniku tvori téZ rovnostranny
trojuhelnik. Dokaz téz, ze ptimky AX, BY a CZ prochazi jednim bodem.

Uloha 43. Je dan trojthelnik ABC s t&zistém T. Otocenim o 120° okolo T se B zobrazi na Bj.

Otocenim o 120° druhym smérem okolo T" se C zobrazi na C7. Dokaz, ze je AAB;C1 rovnostranny.

Jedno vyznac¢né a velmi mocné zobrazeni, kterym se v tomto seridlu nebudeme prili§ zabyvat,
je kruhovd inverze. Zminme ji zde proto zbézné, pokud T€ zaujala, vice informaci najdes v PraSeci
knihovnic¢ce.*

4T¥eba na adrese |https://prase.cz/library /KruhovalnverzePT/KruhovalnverzePT.pdf.
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https://prase.cz/library/KruhovaInverzePT/KruhovaInverzePT.pdf

Definice 44. Bud w dané kruZnice se stfedem O a polomérem r. Poté kruhovou inverzi bodu
P # O podle w definujeme jako bod P* lezici na polopfimce (ﬁ spliiujici |OP| - |OP*| = r2.

Uloha 45. Bud w jednotkova kruznice.

(1) Pro dany bod Z v roviné a komplexni éislo z € C jemu pfislusné urci komplexni &islo
pfislusné bodu Z*.

(2) Jsou dané dva body A, B a body A*, B* k nim inverzni podle w. Dokaz, ze body A, B,
A* a B* lezi na jedné kruznici.

Jednotkova kruznice

Doposud jsme komplexni ¢isla zkoumali z pohledu zobrazeni. Jisté dosvédc¢is, ze zobrazeni, jako jsou
otocCeni ¢i preklapéni, jsou v fec¢i komplexnich ¢isel pfirozena. Bohuzel, v redingch olympiadnich
ulohach je casto objekt zvany kruznice, se kterym prozatim umime pracovat pouze s pomoci véty
37. Jak jsme upozornili, tato véta se typicky pouziva k dukazu, ze Ctyfi body lezi na kruZnici,
nikoliv k préaci s kruznicemi, co v tloze jsou.

Definice 46. Definujme (znovu) jednotkovou kruznici jako mnozinu komplexnich ¢isel s absolutni
hodnotou |z| = 1. V komplexni roviné je ddna kruznici se stfedem v pocétku a polomérem jedna.

K ¢emu je nam jednotkova kruznice dobra? Jelikoz je absolutni hodnota kazdého prvku jedna,
tak pro cislo z na jednotkové kruznici plati

1= 2% = 2z,

tj. z = % Snadno tedy muzeme pocitat sdruzend cisla vyraza obsahujici ¢isla na jednotkové kruz-
nici. To ndm znac¢né zjednodusi zivot. Naptiklad chceme-li ovétit, ze je (=4
b, ¢ jsou vyjadfend pomoci ¢isel na jednotkové kruznici, mizeme timto zpusobem spocitat ¢islo
sdruzené a ovérit, zda je totozné, jako jsme to udélali v prikladé 26. Ve velké fadé tvrzeni a kritérii

nam ale jednotkova kruznice nejen da néastroj k vypoctu, ale zjednodusi samotny vzorec. Pohodlné

realné cislo, kde a,

se usad a kochej se.

Piiklad 47. Dokazme, Ze pro body A, B, C, D na jednotkové kruznici plati AB | CD, pravé
pokud ab + c¢d = 0.

Reseni. Vyuzijeme vétu 35, podle které AC | BD plati, pravé kdyz

a—beAR<:>a—b <a—b>
i = - .
c—d c—d c—d

Vzpomenme si na pravidla vypoétu sdruzenych vyrazu! Pocitejme

<a—b>_6—5_%*%_a—b cd
c—d c—d %—%_c—d ab’
Piislusné pfimky jsou tak kolmé, pravé pokud ab = —cd.

Cviceni 48. Dokaz, ze pro body A, B, C, D na jednotkové kruznici plati AB || CD, pravé pokud
ab = cd.

Zustanme u kolmic trochu déle. Cviceni 34 ndm umoznuje spocist preklopeni bodu podle libo-
volné tsecky. V tomto vyrazu se ale vyskytuje mnoho sdruzenych ¢isel, ktera jednotkova kruznice
magicky zjednodusi na vzorec, ktery uz stoji za zapamatovani.
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Véta 49. Budte A, B body na jednotkové kruznici. Pak je preklopeni bodu Z podle piimky AB
dano cislem
a+b—abz

a pata bodu Z na AB je ddna % (a4 b+ 2z — abz).

Dikaz. Pokud jsi dukladné fesil(a) cviceni 34, vis, ze pfeklopeni bodu Z podle pfimky AB obecné
prislusi komplexni ¢islo

Jelikoz plati @ = % ab= %, tento vyraz se rovna:

byt 0ofo)

_1
a

=a+b— abz.

|
o

1

b a

Kratit ¢islem a — b mizeme, protoze jinak neexistuje primka AB. Pata bodu je stfed usecky dané

Z a jeho pieklopenim, tudiz je ddna ¢islem % (a+b+ z — abz). O
Nyni si ukazme ptiklad pfimo z té nasi Matematické olympiady. Toto feSeni obdrzelo na krajském

kole MO 6 bodu ze 6.

Piiklad 50. V ostrouhlém trojuhelniku ABC oznacme O stfed kruZnice opsané. Obraz bodu O
v osové soumérnosti podle pfimky AC ozna¢me P. Dokaz, ze stiedy tseéek AO a BP lezi na téze
kolmici k pfimce BC. (Krajské kolo MO A 2020)

Reseni. Polozme trojthelnik do komplexni roviny tak, ze (ABC) je jednotkovéa kruZnice, a tedy
o = 0. Rozmysleme si, jak ziskat vyjadfeni bodu P.
Bod P je takovy, ze OAPC tvoii rovnobéznik, jelikoz stied S strany AC spliuje OS L AC.
Podle prikladu 3 je tak p = a+c— 0 = a+ c. Ke stejnému vysledku bychom dosli i pomoci véty 49.
Nyni uz je zbytek feseni nasnadé. Stredy U, V useéek BP a AO maji vyjadreni po fadé HTP =

%W a 5. Chceme ovéiit, Ze plati UV L BC, tj. diky vété 35 chceme ovétit, ze je ¢islo

u—v_%bj%*%_ b+c
b—c b—c  2(b—c)
ryze imaginarni. Spoéitejme ¢&islo k nému sdruzené, diky cviceni 25 a faktu, ze b = % ac = %
muzeme psat
u—v\ b+c . %-ﬁ-% b+ u—w
(b—c>_<2(b—c)>_2%—%_2(c—b)__b—c.

Tento podil je tedy ryze imaginarni, tj. UV L BC, coz jsme presné chtéli.
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Zatim byla volba jednotkové kruznice spiSe zjevna, obcas tomu tak ale nemusi byt. Nasleduje
velka kupa tloh, které lze fesit pomoci komplexnich ¢isel. Pozor, ob¢as bude naptiklad nutné tipnout
si hledany bod.

Uloha 51. Body A, B lezi na jednotkové kruznici. Dokaz, e bod P lezi na pfimce AB, pravé
pokud plati a + b = p + abp.

Cvic¢eni 52. Body A, B lezi na jednotkové kruznici. Dokaz, Ze komplexni ¢islo % prislusi

priseciku tecen k jednotkové kruznici jimi vedenymi.

Uloha 53. Je dan teénovy® étyfuhelnik ABCD. Dokaz, Ze stfed usecky AC, stied tsecky BD a
vepsisté lezi na jedné primce.

Uloha 54. Je dan tétivovy étyfthelnik ABCD s priseéikem thlopticek P, v némz M a N jsou
stfedy uhlopficek AC' a BD. Dokaz, ze kolmice vedené ze stfedu kazdé strany na protéjsi stranu se
protinaji v jednom bodé. Dokaz navic, Ze tento bod je ortocentrem trojuhelnika PM N.

Uloha 55. Ctyitahelnik ABC'D ma kolmé thlopficky a je vepsany do kruznice se stiedem O.
Dokaz, ze vzdalenost bodu O od ptimky CD je %|AB|. (PraSe 40-4p—4)

Uloha 56. (Simsonova piimka) Bod P lezi v roviné trojihelnika ABC. Oznaéme D, E a F po
fadé jeho paty na strany BC, AC a AB. Dokaz, ze pokud P lezi na kruznici opsané (ABC'), pak
body D, E a F lezi na pfimce.

Uloha 57. V trojthelniku ABC oznaéme A1, By, C1 po fadé body dotyku kruznice vepsané se
stranami BC, AC a AB. Dale ozna¢me A2, B2, C2 po fadé stiedy usecek B1Cp, A1C1, A1B;.
Dokazte, ze kolmice z bodu Az na BC, z bodu B2 na AC a z bodu C3 na AB prochazi jednim
bodem.

Uloha 58. Budte AA’, BB/, CC’ tfi priméry kruznice opsané trojuhelnika ABC. Zvolme libo-
volny bod P uvnitf trojuhelnika AABC a ozna¢me D, E, F po fadé paty kolmic z bodu P na
strany BC, CA, AB. Ozna¢me X bod takovy, ze D je stfed tsetky A’X a analogicky definujme
body Y a Z. Dokaz, ze trojuhelniky ABC a XY Z jsou si podobné. (Cina TST 2011)

Dalsi dulezitou vlastnosti, diky které je radno si zahravat s jednotkovou kruznici, je pocitani
prusecika pfimek. Obecné sice jde spocitat prusecik dvou libovolnych pfimek — jednoduse pouzit
dvakrat vétu 28, ale na soutézi by ses z toho vseho pocitani nejspis zblaznil(a). Nastésti, jednotkova
kruznice znovu prichazi na pomoc, vzorec pro pocitani prisecikt tétiv na jednotkové kruznici se
da stravit.

Véta 59. Jsou ddny body A, B, C, D na jednotkové kruznici takové, ze AB }f CD. Prusecik
P =ABNCD je dany vzorcem

_ab(c+d) —cd(a+b)

N ab—cd '
Dikaz. Nejprve si rozmysleme, ze vyraz je dobfe definovany — pokud P existuje, tak AB neni
rovnobézné s C'D, tudiz ab # cd. Vzhledem k symetrii dokazovaného tvaru p nam stac¢i ukazat, ze
bod P definovany pomoci komplexniho ¢isla vyse lezi na pfimce AB. K tomu vyuzijeme tlohu 51,
podle které staci ovérit, zda plati

a+b=p+ abp.

Dosli jsme spolu jiz tak daleko, ze se takového vypoctu urcité nebojime. Nejprve si druhy ¢len
predpocditame, znovu pomoci pravidel sdruzovani

)_

(%—i—%) _ _ablc+d—a—1b)
ab—cd '

ab(c+d)—cd(a+b)> P s

bp = ab
awp a( ab —cd

1

cd
1 -
cd

%\Hmw

5To znamend, e mu lze vepsat kruznice.
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Ted uz i na mili daleko vidime, ze vyraz p + abp vyjde hezky:

ab(c+d) —cd(a+b) ablc+d—a—Db)

b = — -
P+ ap ab—cd ab —cd
ab(c+d) —cd(a+b) —ablc+d—a—b) abla+b)—cd(a+b)
N ab —cd N ab—cd ’
coz je rovno a + b, presné jak jsme potfebovali. O

Pozorovani 60. Priisecik te¢ny v bodé A s piimkou CD je dany , limitnim priblizovdanim bodu
B k bodu A“ ve vzorci vyse, tedy polozenim b = a:

a?(c+d)—cd-2a
a? —cd ’

Opravdu, snadno si jisté spocitas, ze plati OA L AP, pomoci kritéria kolmosti.
Uloha 61. Je dané kruznice w s primérem AK. Bod M lezi uvniti kruznice, ale ne na AK a
pfimka AM protind w podruhé v Q). Te¢na k w v Q protne kolmici v M na pfimku AK v bodé P.

Kone¢né, druhd tecna z P k w ji protind v bodé L. Dokaz, ze body K, L a M lezi na pfimce.
(Nizozemsko TST 2017)

Uloha 62. Je dan4 kruznice w a bod P mimo ni. Uvazme v$echny lichob&zniky ABCD, AB || CD
vepsané w takové, ze P je prusecik pfimek AD a BC. Dokaz, Ze vSechny takové lichobézniky maji
spole¢ny priisecik thlopficek. (Ustiedni kolo MO 1998)
Uloha 63. Je dany rovnobéinik ABCD s tupym uhlem pii A. Oznaéme M stied usecky AB
a F druhy prusec¢ik pfimky DM s kruznici (DAB). Kone¢né, oznaéme H bod na DA takovy, ze
<AHB = 90°. Dokaz, ze body C, D, H a E lezi na kruznici. (PraSe 39-1j-7)
Uloha 64. Je dany rovnoramenny trojthelnik ABC se zédkladnou BC a stfedem kruznice vepsané
I. Pfimka BI protne stranu AC v bodé D a kolmice skrz D k AC protne primku Al v bodé E.

Dokaz, ze obraz bodu I podle ptimky AC lezi na kruznici opsané trojahelnika BDE.
(IMO shortlist 2016/G4)

Pfi poéitani tloh pomoci komplexnich ¢isel se obcas nevyvarujeme del$im vypoctim. Pokud se
nebojis, cekaji Té€ dva testy odolnosti.

Uloha 65. (Brocardova véta) Je dany tétivovy &tyfuhelnik ABCD s nerovnobéznymi stranami.
Ozna¢me P prusecik jeho uhlopticek, @ = ABNCD a R = AD N BC. Dokaz, ortocentrum
trojuhelnika PQR splyva se stfedem kruznice opsané (ABCD).

Uloha 66. (Pascalova véta) Sest bodi A, B, C, D, E a F lezi na kruznici. Dokaz, 7e tfi priseciky
ABNDE, BCNEF a CDnN FA lezi na jedné ptfimce.

Ortocentrum a Eulerova pfimka

Na&s arzenal se rozrusta a jiz jsme cviceni v pocitani kolmic. Pfiklad 47 ndm napovida, ze kolmice
na jednotkové kruznici budou obzvlasté jednoducha kotist. Muzes si zkusit ortocentrum urcit jesté
dfive nez my, je to dobré cviceni.

Véta 67. Bud ABC trojihelnik s jednotkovou opsanou kruZnici a ortocentrem H. Pak h =
a+b+ec.

Dikaz. Staci nam diky symetrii ukazat, ze AH 1 BC. To je ale jednoduché, spocitejme:
a—h b+ec

b—c c—b
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Sdruzené c¢islo k nému je zjevné

@:

tedy vskutku AH 1 BC. O

_b+ec a—h

T b—c  b—c’

ISR IS
IS ST

Mnoho zndmych tvrzeni a faktii, obzvlast tocicich se okolo ortocentra, je pomoci komplexnich
éisel jasné. Neveris? Presvédé se sdm(sama), tradiéné totiz nasleduje velka spousta cviceni a tloh.

Uloha 68. V trojuhelniku ABC oznaéme P bod takovy, ze ABPC je rovnobéznik. Ukaz, ze body
B, H, C a P lezi na kruznici.

Cviéeni 69. (Eulerova pfimka) Dokaz, ze stfed kruznice opsané O, t&zisté G a ortocentrum H
|OG| _ 1

trojuhelnika ABC' lezi na pfimce v tomto poradi, pficemz plati GH] = 3

Cvicéeni 70. Dokaz, ze v trojuhelniku ABC' lezi obrazy bodu H v osové soumérnosti podle strany
BC a ve stfedové soumérnosti podle stfedu BC' na kruznici opsané.

Cviceni 71. Je dany trojuhelnik ABC' s ortocentrem H. Body D, E, F lezi na kruznici opsané
trojuhelnika tak, ze AD || BE || CF. Ozna¢me S, T, U po fadé obrazy bodt D, E a F v osové
soumeérnosti podle pfimek BC, CA a AB. Dokaz, ze body S, T, U, H lezi na kruznici.

(MOP 2006)

Uloha 72. Dokaz, 7e v trojuhelniku ABC lezi stiedy stran, paty vysek a st¥edy useéek AH, BH,
CH na jedné kruznici (tzv. Feuerbachové kruznici). Dokaz navic, ze jeji st¥ed je “"'g"'c a urdi jeji
polomér.

Uloha 73. V daném trojthelniku ABC uvazme D patu vysky z vrcholu A a K bod na kruznici

opsané takovy, ze AK || BC. Dokaz, ze pfimka H K prochézi t8zistém trojuhelnika ABC.

Uloha 74. Bod P lezi na kruznici opsané trojuhelnika ABC. Dokaz, e Simsonova pfimka bodu

P vzhledem k trojuhelniku ABC puli tse¢ku PH.

Uloha 75. V ostrothlém trojuhelniku ABC, ktery neni rovnostranny, ozna¢me P patu vysky

z vrcholu C na stranu AB, V prusecik vysek, O stifed kruznice opsané, D prusecik poloptimky CO

se stranou AB a E stfed tsecky CD. Dokaz, ze pfimka EP prochéazi stfedem tsecky OV.
(Usttedni kolo MO 2011)

Zpatky ke goniometrii aneb pravidelné mnohouhelniky

Body 1, i, —1 a —i tvofi v roviné ¢tverec vepsany jednotkové kruznici. Tyto ¢tyfi body jsou pro
nas zajimavé proto, ze viechny spliuji z* = 1. Navic jsou to vechna FeSeni této rovnice, nebot
2t —1= (22 -1)(@%+1) = (z — 1)(z + 1)(22 + 1). Jsou jesté v nécem specidlni? Jejich argumenty
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jsou 0, /2, m a 37w /2 a absolutni hodnotu maji rovnou jedné. Tedy pokud si je$té vzpomenes na
goniometricky tvar komplexniho ¢isla, tak tato ¢tyfi ¢isla jej maji az podeziele hezky:

cos <kg) + ¢sin (kg) ,

kde k£ = 0,1,2,3. Je to jen ndhoda, ze do sebe vSechno takhle krasné zapada? Ne! Zobecnénim
téchto myslenek se ted podivame do svéta pravidelnych mnohothelnikii v komplexni roviné.

Definice 76. Bud n (pro tuto sekci pevné) pfirozené &islo. Pak definujeme v C tzv. ,n-té odmoc-

niny z jedné“ nasledovné
27k .. [ 27k
(p =cos| — | +isin | —
n n

Vyse jsme tedy méli tu Cest se ¢tvrtymi odmocninami z jedné. Nazev ,n-té odmocniny z jedné“
Ti asi napovid4, ze n-t4 mocnina &isla (i bude 1. Opravdu, mél(a) bys pravdu! To si dokdzeme za
chvilicku.

Rozmysleme si nejprve par zakladnich vlastnosti téchto ¢isel. Nejprve si vSimnéme, ze tvar v defi-
nici je goniometricky, z ¢ehoz vidime, ze maji vSechny absolutni hodnotu rovnu jedné. Vsechna c¢isla
Cr tedy lezi na jednotkové kruznici. Také to znamend, zZe maji i vSechny jejich mocniny absolutni
hodnotu 1, ale jesté neni zaruceno, ze néjaka jejich mocnina je pfimo rovna jedné.

pro celé ¢islo k.

Cvicéeni 77. Pro libovolné k plati (i = (g, ¢ili je jen n riznych n-tych odmocnin z jedné. Staci
tak uvazovat (i pouze pro k =1,2,... n.

Véta 78. (Moivrova) Pro (. jako vyse plati ¢ = ¢F.

Dukaz. Véta pfimo vybizi k postupu matematickou indukci podle k. Nejprve pro k = 1 véta zjevné
plati. Nyni pfedpokladejme, ze plati { = {f pro néjaké k. Poté vyuzijeme vlastnosti nasobeni
komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru, kde mizeme sc¢itat argumenty podle tvrzeni 6. Absolutni
hodnoty nepiseme, protoze vSechna (; maji absolutni hodnotu rovnou jedné. Pisme

(o ()] o (2 ()]

—cos (RN ) i (2T 0

n n

Dusledek 79. Minimalni pfirozené k takové, ze plati Cf =1, jen.

Dikaz. Jednoduse pomoci Moivrovy véty pisme

2 2
1:{{9 = () = cos (%) + i sin (%)

Porovnanim realnych a imaginarnich slozek této rovnice ziskdme cos (M) =1 asin (M) =0,

n n
z Cehoz plyne, Ze existuje celé £ splnujici % = 2m - £. Minimalni takové prirozené k je zjevné

k=mn. O
Cviceni 80. Rozmysli si, ze (i - {; = (x4 a Ze Co = Gk

Moivrova véta nadm fika, ze pro kazdé k plati ¢;' = 1. Rozmysleme si, Ze ¢isla (i jsou dokonce
vSechna komplexni feSeni rovnice 2 — 1. Tento polynom ma stupen n a pravé jsme nasli n jeho
kofenti, navzajem ruzna ¢isla (. Muzes si rozmyslet, Ze podobné jako v realnych ¢éislech ma kazdy
nenulovy polynom nejvyse tolik kofenti, kolik je jeho stupen. Odmocniny z jedné jsou tedy prave
vSechny jeho kofeny.
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Poznamka 81. Komplexni ¢isla maji dokonce jesté lepsi vlastnost, konkrétné, ze kazdy polynom
stupné n ma presné n komplexnich kofent, vCetné nasobmnosti. V realnych cislech toto neplati,
napfiklad polynom z2+1 74dné realné kofeny nemé. Vice o algebraickych vlastnostech komplexnich
¢isel najdes v PraSeéim serialu o komplexnich &islech®.

Pozorovani 82. Soucet 1+(+ o+ +Cu1 =1+ + C% + -+ ¢ —1 ziskdme jako soucet
geometrické rady

2 n—1_ ¢ —1
LGt =S =0

Ziskas ho i pomoci Viétovych vztahti pro polynom z™ — 1.

Cviceni 83. Pro patou odmocninu z jedné preved soudet 1+ ¢+ ¢2 4¢3 +¢* = 0 na kvadratickou
rovnici a diky tomu spocitej 2 cos 36° a z toho déale najdi cos 18°.

Konecné mame tedy opodstatnény nazev téchto zvlastnich Cisel. Zamysleme se nad nimi ale
geometricky. Ctvrté odmocniny z jedné jsou pravé 1, —1,7 a —i, které tvofi v roviné ¢tverec. Vzhle-
dem k jisté symetrii, kterd panuje mezi goniometrickym predpisem (, bychom intuitivné cekali, ze
feseni 2" — 1 budou pravidelné rozestavena v roving. A opravdu, pojdme si to (pfekvapivé) spoéitat:

Véta 84. Body (1,(C2,...,C(n tvoil v komplexni roviné pravidelny n-thelnik.

Dikaz. Argumenty cisel (1,(2,...,(n jsou pfimo z definice po fadé 27”, %’, ...,2m. Snadno tak
2(k+1)7 _ 2km _
n

vidime, ze stied kruznice opsané se na tsecku danou body (i, (x+1 diva pod thlem -
27”, coz je pro vsechna k stejné. Rovnoramenné trojuhelniky dané (, (x+1 a pocatkem tak maji
vSechny stejné uhly a jsou tedy navzdjem shodné, z cehoz plyne, Ze strany mnohothelnika jsou

stejné dlouhé. O

Muzeme dokonce Fict vice. VSimni si, Ze absolutni hodnota obsahujici néjaké odmocniny z jedné
v sobé bude obsahovat jen néjaké siny a kosiny, se kterymi jiz umime obratné pracovat. Urceme
tedy pomér délky strany a poloméru kruznice opsané.

Véta 85. Pravidelny n-tihelnik vepsany do kruznice o poloméru 1 ma délku strany rovnou

,/2—2c052—”.
n

Shttps://prase.cz/archive/30/9.pdf
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Dikaz. Chceme spocitat délku néjaké strany, jinak feceno vzdalenost dvou po sobé jdoucich od-
mocnin. Spoéitejme tedy vzdalenost komplexnich &isel ¢ a (i1, tedy |[Cry1 — Ckl-

Tu umime spoéitat jako \/(Ck+1 — Cx)(Ck+1 — Ck)- RozepiSeme to pomoci mocnin (.

\/(Ck+1 = k) (Crt1 — Ck) = \/( P - Cf) ((E)k+1 - (H)k> =

1 1 k+1 k <k+1 Ck
:J<<f+lcf)<k+1cf): }c+1+7}€7177 k}H:

1 1 1 1

~—
Il

A (1 uz zndme. Pokud napiseme (1 = a + bi = cos (27—7:) + isin (27"), tak (1 +C1 =a+bi+a—bi=

2a = 2 cos (27")
Dohromady dostavame
2
(G = Gl = /2= 2005 (27),

n
coz je stejné pro vSechna k. O
Cviceni 86. Adaptuj predchozi dikaz a uréi délky vsech thlopiicek v pravidelném n-thelniku
s polomérem kruznice opsané rovnym jedné.

Ukazeme si jeden potadny piiklad na zavér. Sikovné tpravy a dobra volba pocateéni situace
nam umozni si zjednodusit slozité vypocty. Vzdy premyslej, kam polozit obrazek do komplexni
roviny — jestli se vhodna kruznice stane jednotkovou, vhodna pfimka realnou osou, ... Obcas si
muzes volbu nechat v zédloze a udélat ji, az kdyz vidis, zZe se Ti néjaky vyraz zjednodusi.

Priklad 87. V pravidelném Sestitthelniku ABCDFEF jsou na uhloprickdach AC a CE déany body
M, N tak, ze

|[AM| |CN]|
- = =17
|AC| |CE|
Urcete hodnotu 7, pokud body B, M, N lezi na pfimce. (IMO 1982)

Reseni. Sestitthelnik jisté vepiSeme do jednotkové kruznice, zbyva nam volba, ktery bod bude
reprezentovan jednickou. Jelikoz dokazujeme fakta o B, polozme B=1,C =¢, ..., A = ¢®. Plati
(=cos§ +isin§ = #

Bod M je takovy, ze (m—a) = r(c—a), tj. m = rc+(1—r)a. Rozepisme pomoci goniometrickych
funkci:

m=rC+ (1= =rc+(1—7) <cos<5§)+isin<5§>> :r#ﬁ-(r—l) (‘1“\/5)

2
COZ je rovno % + %z To vtibec neni Spatné!
Podobné napiseme n = re + (1 — r)c = r(3 + (1 — r)¢ = —r + (1 — 7)¢, znovu rozepiseme
™ LT 14+4v3 1-3r 3(1—71).
n=-r 1—r (cos(f) zsm(f)):fr 1—r = 7.
+(1-r) 3) T 3 +(1-r)— o+ 5
Kolinearita téchto dvou s B je ekvivalentni s
bom  1-1-Y3C=L By .

b—n  q_1=3r _ V30-=r), 3r4+1++3(r—1)i
2 2
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Chceme tedy uréit, kdy je hledany zlomek realné ¢islo. Podobné jako pfi déleni komplexnich ¢isel
rozsifime zlomek o ¢islo sdruzené ke jmenovateli. Jmenovatel poté bude realné cislo, takze uz nas
jen zajima, aby byl realny citatel. Zbyva nam pak urcit r takové, ze

<1 —V3(2r — 1)¢) (37’ +1-V3(r— 1)i> €R.
Imaginarni slozka tohoto ¢isla je rovna
—V3@2r—1)-(Br+1)—V3(r—1) = —V3((2r — 1)(3r + 1) + 7 — 1) = —V3(6r% — 2).

Ta bude nulova pravé tehdy, kdyz r2 = % Jelikoz r je kladné cislo, nastane to pravé tehdy, kdyz
r= V3
= ¥3,

Uloha 88. Na kruznici opsané pravidelnému 2n-thelniku A1 As ... As, lezi bod P. Dokazte, ze
ortocentra trojuhelnikia PA1As, PA3Ay, ..., PAg,_1Aa, tvoii pravidelny n-thelnik.
(BAMO 2023)

Uloha 89. Je dany pravidelny sedmitihelnik ABC' D EFG vepsany do jednotkové kruznice. Dokaz,
ze plati |AB|%2 + |AC|? + |AD|? =T.

Uloha 90. Je dany pravidelny n-thelnik A1 As ... A, vepsany do kruznice se stiedem O a polo-
mérem R. Na polopfimce opa¢né k A10 najdeme bod P. Dokaz, ze plati

1] 1PAi| = |POI™ — R™.

i=1
(Putnam 1955)

V minulém dile jsme se bavili o vlnach — ztélesnéni goniometrickych funkci. Jelikoz komplexni
¢isla a obzvlasté odmocniny z jedné maji ke goniometrii velmi blizko, muzes si zkusit vyfesit nékteré
ulohy z ptedchoziho dilu pomoci nové nabytych znalosti.

Uloha 91. Na kruZnici opsané pravidelného mnohotihelnika se pohybuje bod. Dokaz, ze soudet
druhych mocnin jeho vzdalenosti ke stranam je stale stejny.

Uloha 92. (znovu) Je dan rovnostranny trojihelnik ABC. Na kratsim oblouku BC kruZnice
opsané lezi bod X. Dokaz, ze | XB| + | XC| = | X A]|.

Zavérem. ..

Imagindrni susenku posilame vsem, kteti docetli druhy dil az sem. Spolu s timto textem prichazi i
zadani druhé seridlové série, prejeme Ti co nejméné pocetnich chyb pfi jejim feseni!

Komplexni ¢isla jsou silnym néastrojem k feSeni geometrickych tloh, kde figuruje jedna centralni
kruznice — na takové kousky jsou komplexni ¢isla jako stvofena. Naopak pro tlohy s vice kruznicemi
nebo vSudypritomnymi pruseciky primek doporucujeme zadrzet v pocitani.

Pointa je nasledujici: geometrické tlohy fe$ pomoci néastroji, které mas k dispozici, tedy Tvé
standardni podobnosti, mocnosti bodu ke kruznici a tak dale. Jakmile ale tilohu pfevedes do tvaru,
ktery by byl v rozumném case spocitatelny, zaptremyslej i nad vypocetni metodou. Nez takové FeSeni
spachas na soutézi jako ustifedni kolo, MEMO nebo IMO, vzpomen na svatou trojici ze zacatku
seridlu:

(1) Uloha jde spo¢itat pomoci komplexnich ¢isel.
(2) Znam dobfe vSechna tvrzeni a dokazu je obh&jit.
(3) Mam na FeSeni cas.
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Mnoho z téchto bodi pfichdzi jednoduse se zkuSenosti v pocitani, nenech se tedy uz déle zdrzovat
a pust se do pocitani! Spolu s touto sérii Ti do obalky pfistéla i zadani druhé seridlové série. Pokud
budes apelovat na néjaké tvrzeni ze seridlu, prosime, odkaZz se na néj. Pfejeme hodné zdaru.

V poslednim letosnim dile se podivime na pocetni metodu vhodnéjsi na praci s délkami a
pfimkami — barycentrické souradnice. Nauc¢ime se vazit body, pocitat obsahy a zase si spocitame
nepreberné mnozstvi prikladii. Tésime se na opétovné setkani!

Navody k Gloham a cvicenim

5. Podivej se na obrazek. Je to totéz jako v kartézskych soutadnicich.
8. Absolutni hodnota je vzdélenost bodu od pocatku.

10. Kam se zobrazi 17

11. Usecky jsou si podobné, takze ¢ = za + k,d = zb + k.

12. Stied podobnosti si dej do bodu 0, pak je spiralni podobnost jenom nasobeni. Cim musis
vynasobit, aby se bod X posunul na bod Y7

13. Zapis a’ = ra, a/’ = sa pro n&jaka r,s € C.

14. Podivej se na obrazek.

16. Vzpomen na pravidlo pro rovnobéznik z prikladu 3.

21. Preklopenim utvaru podle realné osy ziskas utvar s nim nepfimo shodny.
22. Ovef, ze takovéto déleni funguje, jak ma, tedy ze (a/b) - b = a.

23. Uvaz zpétné nasobeni: (w/z) -z = w.

la—t| .
|d76| se rovina

a—_t’ Mize se Ti

24. Vzpomei si na vzorec t = 2t2+¢ Nezapometi, ze pomér

hodit umistit si bod 0 do tézisté a pouzivat a + b+ c = 0.
25. Rozepis si komplexni ¢isla po slozkach: a = + yi, b = u + vi.
27. z-z=1.
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30. % € R. Obé primky posun, aby prochéazely pocatkem, pak uz muzes ovérovat, Ze jsou
vSechny body na jedné pfimce.
31. Pouzij na oba transformaci jako v dikazu véty. Ziskas vzdy trojihelnik podobny puvodnimu.

32. Kdyz opét uvazime spirdlku = +— %, ktera zobrazi a na 0 a b na 1, kam se musi zobrazit

c? U ¢tverce zkombinuj vic trojahelniki.
33. Jeden pieklop, pak uz jsou pfimo podobné.

34. Pouzij predchozi cvi¢eni nebo opét podobnost, ktera presune a na 0 a b na 1. Potom vyjadii
z rovnosti.
38. Na (3) vyuzij, ze 7 = L.

39. Dokaz kolmost AB a SC.

40. To, ze je KL kolmé na M N a ma stejnou délku, se pozna tak, ze W’i:ln =

pak otoceni okolo poc¢atku o pravy thel zobrazi ¢isla k — [ a m — n na sebe.

+i. To proto, ze

41. Stfed jednoho ¢tverce oto¢ okolo sousedniho stfedu a ukaz, ze padne na protéjsi stied.

42. Prusecik t¥i pfimek bude tézisté ptivodniho trojuhelnika.

43. Zaved rovinu tak, ze t¢zisté trojuhelnika bude bod 0 a pouzivej a + b+ ¢ = 0.

45. Pro prvni ¢ast najdi takové realné k, ze y = kz. Nezapomeii, co je |z|2. Druh4 ¢ast pro Tebe
uz bude jisté hracka :)

48. Vzpomen si na kritérium rovnobéznosti a postupuj jako v pfedchozim prikladé. Alternativné
se zamysli nad stfedy tétiv AB a CD.

51. Dosad do vzorce pro pfimku nebo preklopeni.

52. Pouzij stfed tétivy a najdi vhodnou spiralni podobnost.

53. Zvol kruznici vepsanou jako jednotkovou a pouzij predchozi cviceni.

54. Hledany bod bude W Pro obé casti jednodusSe ovér kolmost.

55. Ponékud vice vzorcti, ale vSechny uz jsi vidél(a). Hodi se 19, 47, 49. Pak jen ukaZ rovnost.
56. Pouzij vzorec pro patu vysky a pocitej.

57. Zvol kruznici vepsanou jako jednotkovou se stfedem O. Dejme tomu, ze N je hledany prusecik,
poté by maélo platit A2 N || OA;. Uréi pomoci toho N.

58. Trojuhelniky budou nepfimo podobné. Pouzij bud cvi¢eni 33 a nebo spocitej poméry délek.

61. Zvol a =1, k = —1 a predefinuj body L a Q. Pak chces§ ukazat, ze M P je kolma na redlnou
osu, coz je snadny vypocet.

62. Vhodné zvol osy tak, aby platilo b = @. Jaky bude vztah bodu P a priseciku thlopficek?

63. Poloz (DAB) jako jednotkovou kruznici. Bod M spo¢itas snadno pomoci tlohy 51. Zbytek je
jen cviceni se vzorci.

64. Vezmi kruznici vepsanou jako jednotkovou a bod dotyku s BC' bude 1. Pak prosté pocitej,
vyjde to hezky.

65. Rozdil r — q zkus rozlozit na cinitele. K tomu vyuzij dobry trik: pokud se vyrazy budou
rovnat napiiklad pro a = ¢, tak mze$ vytknout z rozdilu ¢initel (a — ¢). Pokus se rozdily co nejvice
rozlozit. Kone¢ny podil vyjde hezky.

66. Z rozdil bude opét mozno néco malo vytknout.
69. Stejnolehlost zobrazi G na H.
70. Oveér, Ze maji absolutni hodnotu 1.

71. Jak elegantné zahrnout podminku pro rovnobéznost? Cely obrazek si oto¢ tak, aby byly
asecky kolmé na realnou osu, potom dokonce d =@ = +

-
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72. Ukaz, ze stiedy usecek AH a BC tvoii prumér této kruznice. Alternativné spocitej, ze vzda-
lenost stfedu od vSech bodu je stejna.

74. Stfed PH lezi na pfimce se dvéma patami.

75. Misto poéitani priusecéiku CO s AB uvaz bod pfimo naproti C.

77. Sinus a kosinus jsou periodické funkce.

80. (i =Cl.

83. Pro patou odmocninu z jedné ¢ si rozmysli, Ze plati 2cos36° = ( + % . Z rovnosti 14+ ¢ +
¢2 4¢3 4 ¢* = 0 odvod kvadratickou rovnici, kterou toto &islo splituje. Druhou &ast spoéti pomoci
formule pro dvojnésobny thel.

88. Vyuzij vzorec pro ortocentrum a ovél jednim vypoctem, Ze jsou u kazdého vrcholu stejné
dlouhé strany a stejny thel.

89. Absolutni hodnoty roznasob a pouzij 1 +¢ +¢2+---+¢6 =0.

90. Leva strana je velikost éisla (p—1)(p— ) (p—¢2) - -+ (p—¢™ 1) = p™ — (™, coZ je realné &islo.
91. Spocitej paty vysek z bodu na jednotlivé strany a poté pocitej vzdalenosti.

92. Cislaz —1, 2 — ¢ a  — (2 vhodné piendsob odmocninami z jedné a se¢ti na nulu. Co to
znamend pro prislusné délky?

Regeni cviteni

5. Z prvniho dilu vime (v podstaté z definice goniometrickych funkci), ze kdyz uvazime kruznici
s polomérem r, stfedem v poc¢atku a na ni bod Z, ktery spliiuje <(osa x,0Z) = o, ma Z soufadnice
(r cos v, 7 sin @), coz je v komplexnich &islech r(cos a+isin ). Kdyz r = |z| a a = arg z, dostaneme
pfesné goniometricky tvar bodu Z, takze vidime, ze <(osa z,0Z) = arg z.

8. Je to jednotkova kruznice. Absolutni hodnota je vzdélenost bodu od pocatku, ¢ili vSechny
takové body maji vzdalenost od pocéatku 1, tedy lezi na kruznici. Obecnd kruznice se stiedem S a
polomérem r je tedy mnozina vSech bodu Z takovych, ze |z — s| = 7.

10. Cislo 1 se pfi nasobeni zobrazi piesné na ¢islo z, ¢ili si staéi uvédomit, kam se v jednotlivych
piipadech zobrazi bod 1, tedy kartézsky (1,0). Vzdalenost od stfedu zachovaji vSechna t¥i zobrazeni,
proto z musi byt bod splitujici |z| = |1| = 1. To méame absolutni hodnotu, co argument? z musi byt
takovy bod, ze <((O1,0Z) je hledany uhel otodeni (stfedova soumeérnost je otoceni o 180°). To je
ovSem thel <(redlnd osa, OZ), coz je arg z. Diky goniometrickému tvaru budou p¥islusné body po
g) = ¢ a konec¢né cos (2?”) + isin (%T) = 71%“/5
11. Usecky jsou si podobné (daji se zvétsit, otoéit a posunout na sebe), takze plati ¢ = za+k,d =
zb + k pro néjakad z, k € C. Najdeme takovy bod m podobného zobrazeni z — zz + k, ktery se
nezméni, tedy ktery spliuje m = zm + k. To je bod m = & Vsimnéme si, ze tohle mizeme
udélat, kdyz z # 1, coz je pfipad, kdy se na sebe daji pfesunout posunutim. Ted vidime, Ze se ¢isla
a, b, m podobnym zobrazenim x — zz + k zobrazi na body c, d, m, ¢ili jsou si trojahelniky ABM
a CDM opravdu podobné.

12. Polozme s = 0. Pak existuje komplexni &islo r takové, Ze z’ = rx # 0 a y’ = ry. Pak chceme
najit spirdlni podobnost, ktera pienese body z, ' = rz na y, ¥y’ = ry. Je pak zjevné, Ze staci zvolit
stfed podobnosti s a koeficient nasobeni bude komplexni ¢islo %

fadé cos(m) + isinw = —1, pak cos (5) + ésin (

14. Podobné zobrazeni « — a+ (b—a)x zobrazi 0 na a a 1 na b. Staci tedy najit stfed étverce nad
usec¢kou 01 a pak ho zobrazit touto podobnosti. Na obrazku u cviceni je ¢ast souradnicové miizky
zobrazena touto podobnosti. Jeden ze dvou ¢tvercii nad tseckou 01 ma vrcholy 0, 1, 1+14, ¢ a stied
%. Stied se tedy zobrazi na

1+14 1+ 1+4d  1—4 1+

b— = b— =
a+( a) 5 a-+ 5 5 a 5 a—+ 5
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V3

Stejné ur¢ime stred rovnostranného trojuhelnika, ktery je nad tseckou 01 v bodé % + 574 a obecné

pak v bodé (1 — i) a+ (1 +2i)b.

20. Rovnost a + bi = (a + bi) = a — bi nastane pravé tehdy, kdyz b = 0, tedy z je realné &islo.
Podobné druha rovnost nastane pravé pro ryze imaginarni ¢isla.

21. Meéjme dva nepfimo podobné utvary. Komplexnim sdruzenim x — T jeden utvar preklopime
(podle realné osy), takze je pfimo podobny s tim druhym. Potom uz ho miiZzeme standardné otocit,
naskalovat a posunout na druhy utvar zobrazenim ¥ — 2T + k.

22. Podle tvrzeni 19 plati |b|2 = bb, takze ab/|b|? = ab/(bb) = a/b. To se hezky napise, ale tvaiime
se pritom, ze se vibec néjak délit da. Tim si ovSsem nemizeme byt tak jisti vzhledem k tomu, jak
zv]astné se nasobi. Muzeme to ovérit poradné. Déleni ma byt opacna operace k nasobeni, chceme
tedy oveéfit, ze (a/b) - b= a:

(a/b) - b=ab/|b|? - b= abb/|b|* = a|b|?/|b|? = a.
D4 se snadno ovéfit, ze plati i dalsi bézné vlastnosti déleni, t¥eba (a/b)/c = a/(bc). Spoéitame pak
(8+1)/(2—3i) = (8+14)(2+ 37)/(2% + 32) = (13 +261)/13 = 2 + 1.
23. Pokud z # 0, tak |z| - |[w/z| = |w|. Obdobné arg(w/z) + arg z = arg w.

25. Zapisme a = x + yi, b = u + vi, potom vSechno snadno spocitdme. Prvni vlastnost je jasna
a+b=z+u— (y+v)i=a+b. U druhé vlastnosti

(z + yi)(u+ vi) = [zu — yu + (zv + wy)i] = u — yu — (zv + uy)i = (v — yi)(u — vi).

, . , . c— _14++/3i ,
32. Podle tlohy 31 je AABC rovnostranny, kdyz {—- = ==°*. Podminka pro to, aby byl

ABCD é&tverec, miize byt tieba % = Z:z = =+i. Odpovida to ovéfeni, ze jsou ABC a BCD
pfimo podobné pravothlé rovnoramenné trojuhelniky.

33. Pieklopime ABC podle realné osy na A’B’C’. To je sdruZeni, takze o’ = @,b’ = b,c/ = ¢
Trojthelniky ABC a A’ B’C’ jsou si nepfimo podobné, takZe uz staéi ovéfit podle tilohy 31 pfimou
podobnost trojuhelniki A’B’C’ a DEF, takZze vhodna podminka bude naptiklad %ﬁ% = f=d

34. Jeto

e—d”’

(b—a)z+ ba — ba
b—a ’
Je-li Z' zrcadlovy obraz podle piimky AB, jsou trojuhelniky ABZ a ABZ’ nepiimo podobné, takZe

z—a z'—a

muZeme vyjadiit 2’ ze vzorce z predchoziho cviceni = = ba Také muzeme pouzit podobnost
T — ?:Z, ktera zobrazi a na 0 a b na 1. Tedy zobrazi AB na redlnou osu. Ptreklopeni podle realné

osy je ovSem sdruzeni, takZe obrazy z a z’ musi byt sdruzené, z ¢eho# vypadne stejné rovnost jako
predtim.

Zajimavé je ovérit to pomoci obecné nepfimé podobnosti. Vidime, ze feSeni je tvaru kZ + c,
takze to je nepfima podobnost. Dosadime-li a a b, zjistime, Ze se touto podobnosti zachovaji.

Jedind nepfimé podobnost, kterd zachovava body A, B, je osovd soumérnost podle pfimky AB.
z+z/
5=

Pata vysky je stied tusecky ZZ', takZe ji spocitame jako
36. (3), (4) lezi na pfimce, (2) jsou kolmé. (1) ani jedno.
48. Podle ulohy 30 plati, ze AB || CD plati pravé tehdy, kdyz Z:‘Z € R. Pro A, B, C, D na
jednotkové kruznici toto znamena

b—a_(b—a)_
d—c \d—c/)

coz nastane pravé pokud ab = cd.

_ cd(a—Db)
" ab(c—d)’

Qo=
o= =
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52. Ukazeme si, jak na to pfijit. Ozna¢me P prusecik tecen a M stied AB. Pak AOMA ~ ANOBP,

tedy pro néjaké r € C plati r‘%"b = b a zaroven p = ra. Z toho snadno ziskdme p = a%lz.

69. Uvazme komplexni rovinu tak, Ze kruznice opsand ABC je jednotkova. Potom o = 0, g =
%b"'c a h = a+ b+ c. Stejnolehlost se stftedem v O a koeficientem 3 zobrazi G na H, proto jsme
hotovi.

70. Oproti pfimému vypoctu si mizeme malinko usetfit praci. Prisecik vysky s opsanou kruznici

méa podle prikladu 47 vzorec — %c Pata vysky z A na BC ma tvar d = % (a +b+c— @), tedy je to

a

stted bodia+b+c=ha 7%, ¢imz jsme ovérili, ze je zrcadlovy obraz bodu H na kruznici opsané
f%c a lezi tak na kruznici opsané. Obdobné, bod A’ piimo naproti A ma p¥islusné komplexni &islo
—a.Pakb+c=—a+a+b+c, tedy B, A, C, H tvoifi rovnobéZnik a stiedy uhlopiicek splyvaji,

¢ili je A’ obraz H ve stiedové soumérnosti podle stredu BC.

71. Natocime si rovinu tak, aby tfi rovnobézky byly kolmé na redlnou osu. Pak bude platit

dzazéapodobnébe:cle. Potés:b—&—c—%C =b+c—abcat =a+c— abc

u = a+ b — abc. Toto dosadime do zlomku z véty o kruznici:

s—=t h—t b—a b+abc (b—a)(l+abd)

s—u h—u c¢c—a c+abe (c—a)(l+ac)

Cislo sdruzené k danému zlomku je

L+ 25) _ (a—b)(ab+1)
Ja+2L)  (a—¢)(ac+1)’

—_
ISR S
2 |mje =
~—
—

—

coz je to samé — tedy zlomek je realné cislo a jsme hotovi.

77. Upravime tvar z definice.

2w (k 27 (k 2k 27k
Ck+n = cOS <M> + ¢sin (M> = cos (L +27r> + ¢sin (L +27r> =

n n n
<27rk> o (27rk>
=cos| — | +isin | — ) = (k.
n n

80. Podle Moivrovy véty plati ¢ - ¢ = ¢F - ¢t = ¢F*! = ¢, Dale jelikoz ma (; absolutni
1

a0 Podle prvni ¢asti cviceni ovSem plati (i - (,—x = Cn = 1, 2z ¢ehoz

hodnotu rovnou jedné, je (i =
vidime, ze é =C(n—k-

83. Nejprve si vSimni, ze obé ¢isla budou kladna. Mame trochu napovédné napsino 2 cos36°
Oznac¢me ¢ = cos 36° 4 isin 36° patou odmocninu z jedné. Pak 2cos36° = ( + % Jak toto ¢islo
urcit? Plati

2
0=1+C+C+P+¢* = 0=~ + L 414¢t¢2= <C+1> +<c+1>71,

¢ o< ¢ ¢

z Cehoz ziskame ¢ + % = %. Pomoci formule pro dvojnasobny thel ziskdme cos 18° = %.

86. Muzeme postupovat analogicky jako u predchozi véty, dojdeme k
J— 2(k —O)m
GGl = V2~ G+ Gon) =2~ 200 X0,
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