Analyticka geometrie | — Do hlubin goniometrie

Mily ptiteli,

v rukou drzi$ a nebo na Tvém monitoru sviti zbrusu novy matematicky seridl. Letos se budeme
zabyvat FeSenim klasickych geometrickych tloh pomoci vypocetnich metod. Nasim cilem je zde
rozsirit Tvou zésobu trikti — uzivani podobnosti, hledani Ghlt, dokreslovani novych bodd — o par
novych pocetnich kousku, které Ti, véfime, budou dobfe slouzit.

Provedeme T€ leckterymi technikami analytické geometrie a ukazeme si, Ze i kdyz jde o geo-
metrii, mizeme v tlohach mnohé pocitat a skutecné budeme pocitat tlohy od lehkych az po ty
ponékud komplexnéjsi.

Serial pro Tebe letos pisi Zdenék Pezlar a Matous Safranek. Kdybys mél(a) jakékoli nejasnosti,
nevédél(a) si rady s ulohou nebo mél(a) touhu si postézovat, nevahej nas kontaktovat na mailech
zdendapezlar@seznam.cz a matous.safranek@gmail.com nebo se zeptat na PraSec¢im chatu. Stejné
tak se radi doslechneme, kdyz néjakou tlohu vyfesis lépe nez my. Prejeme pfijemné poéitani :)

Pocitani je fajn, ale... aneb jak pracovat se seridlem

V tomto dile seridlu postupné budujeme teorii, kterou zakladame na znalosti goniometrickych
funkci, i ty si ale znovu pfedstavime. K pochopeni seridlu tedy nepotiebujes zadné specialni znalosti.

Tento text Ti doporucujeme ¢ist pomalu, kreslit si, pocitat a rozmyslet si, ze tvrzeni, ktera Ti
predstavime, opravdu plati. K diikaziim nepfistupuj jako ke svatym textim, ale snaz se o jejich plné
pochopeni, aby sis ze svého ¢teni odnesl(a) co nejvice. Diikazy nékterych tvrzeni ob&as vyuzivaji
triky, zkus si ale pfed pfectenim diikazu tvrzeni dokdzat sdm(sama).

V textu na Tebe cekaji razné véty, ulohy, piiklady a cviceni. ,,Priklady“ jsou zpravidla tlohy,
které hezky ilustruji princip, o kterém se bavime. ,Cviceni“ a ,ulohy“ jsou tu pro Tebe, aby
sis vyzkousel(a) praci s nové nabytymi znalostmi. Cviceni ¢asto pfedstavuji jednoduché dusledky
probiranych tvrzeni a jejich Feseni najdes na konci serialu. Ulohy mohou byt t&7$i a jejich feseni
neni potieba ke ¢teni textu — pokud si s néjakou nevis rady, s klidem se k ni vrat pozdéji. U cviceni
Ti doporucujeme si precist Feseni. K tloham i cvicenim kazdopadné najdes na poslednich stranach
napovédy.

Konecné se pobavme o samotné matematické strance seridlu. Je dulezité si uvédomit, ze ana-
lytické metody jsou jenom to — metody! Neni to prevratny pohled na geometrii, ktery Ti umozni
snadno vyftesit vSechny tlohy. Proto az budes mit cely papir popsany tpravami vyrazu, prosime
Té, zadrz. Mozna je lepsi zacit jinou metodou. ..

Aby ses naucil(a), které vypocty miizou vést k vysledku, je tu pro Tebe tento serial. Nechceme
Ti pfedepisovat jediny postup, at Té& pfi feSeni tllohy napadne jakykoli zptsob poéitani, klidné si
ho zkus, sdm(sama) a zjistis, zda vede k cili. Postupem ¢asu si vypracujes oko a snadno poznas,
kdy uz uloha pujde snadno dokoncit vypoctem. Pokud mas ambice uspét v olympiadé, pecuj i o své
schopnosti Fesit tlohu synteticky.



U kazdé ulohy, kterou budes fesit, se pozastav a zamysli se, jestli opravdu déva smysl alohu
poéitat. Do bitvy s tilohou se pust s pldnem a virou, Ze konec lezi v dohlednu. Tento pohled plati
dvakrat na ostré soutézi — mas na vyfreSeni t¥i tloh jen malo ¢asu, nemarni cenné minuty!

Rozhodnes se tedy s ¢istou mysli néjakou z technik pouzit. Jak ale feseni sepsat? V tomto i
dalsich dilech budujeme teoreticky zaklad jistych technik. Pokud néjakou z nich vytédhnes na soutézi,
bud opatrny (opatrnd) — rtzni opravovatelé berou rizné poznatky za ziejmé. U pokroéilejsich a
méné znamych technik si zvykni odkazovat se na konkrétni tvrzeni z clanka a nebo dokazovat
potfebnd tvrzeni na konci svého feSeni. Specialné, obsah sekce rovnani vln dle naSich nejlepsich
védomosti nebyl zatim popsan, proc¢ez doporucujeme pfi jeho pripadném pouziti odkazat pfimo na
tento serial.

Vymitani absolutnich hodnot

V klasické geometrii bereme vzdalenosti pfirozené jenom nezaporné, ale pfi pocitani nam absolutni
hodnoty spi§ zavaii. Napiiklad lezi-li na pfimce body A, B, C a vime-li, ze |AB| = 2 a |BC| = 1,
kolik je |AC|? Jelikoz v tlohach nechceme Fesit, kterd ze dvou mnoznosti zrovna nastane, zavedeme
si veli¢iny se znaménkem.

Na pfimce rozlisime dva sméry, totiz ,sméry, kterymi ji mtZzeme kreslit“.

Definice 1. Orientovand primka je ptimka, jiz jeden smér oznacime za kladny.

Definice 2. Orientovand vzddlenost AB mezi dvéma body A, B na (orientované) pfimce je
v absolutni hodnoté rovna bézné vzdélenosti |AB| a mé kladné znaménko, pokud lezi B v kladném
sméru od A, jinak ma zadporné znaménko.

AB > 0,AC <0

Pokud si za pfimku predstavis§ ¢iselnou osu, kde body odpovidaji redlnym ¢&isliim, je orientovand
vzdalenost bodu y od bodu z rovna y — z, kdezto absolutni vzdalenost je |y — z|. Pokud zapiseme
zﬁ, myslime tim pifimku AB orientovanou tak, aby byla vzdalenost AB kladna. Casto vsak na
konkrétni orientaci nezalezi. Nasledujici pozorovani je klicovou vlastnosti orientovanych délek. Diky
orientovanym délkam totiz nemusime fesit, v jakém poradi body na piimce lezi.

Pozorovani 8. Pro body A, B, C na piimce plati AB + BC = AC. Specialné AB = —BA.
Definice 4. Orientovanym tihlem <(p, q) mezi dvéma orientovanymi pfimkami p, ¢ myslime thel,

o ktery musime otocit p, aby byla rovnobézna s ¢ a méla stejnou orientaci. Pfitom se otoceni jednim
smérem (typicky proti sméru hodinovych rucicek) povazuje za otoceni o kladny thel a druhym

smérem o zaporny. Orientovanym thlem mezi tfemi body <BAC myslime <I(ﬁ, ﬁ)

Orientovany thel je uréen jednozna¢né az na nasobek 360°.1 Vsimni si nasledujici kli¢ové vlast-
nosti orientovanych uhld, kterd nezavisi na vzajemné poloze primek.

Pozorovani 5. Pro orientované pfimky a, b, ¢ plati <(a, b)+<1(b, ¢) = <(a, ¢). Specialné <((a, b) =
—<(b, a).

Pogzor, v riznych zdrojich se miizes docist o ,orientovaném thlu modulo 180°¢, kde je tihel
urcen az na nasobek 180° a ma jiné vlastnosti.



Kromé vyse zminénych miuzeme mérit jesté vzdalenost bodu od pfimky. Tou rozumime vzdale-
nost bodu od paty kolmice z néj. Jelikoz jsou vSechny kolmice rovnobézné, mizeme kazdou orien-
tovat stejné a tim definovat orientovanou vzdélenost bodu od ptfimky. Orientaci kolmic muze byt
potieba urcit, pokud na ni zalezi.

Definice 6. Dejme kazdé kolmici k p¥imce p stejnou orientaci. Vedme bodem B kolmici k p
a jeji patu (prisecik s p) oznaéme Bg. Orientovanou vzddlenosti Bp bodu B od piimky p myslime
orientovanou vzdalenost BgB.

Kartézské souradnice

Kartézské souradnice jsou dost mozna to, co ze skoly znas pod pojmem ,analytickd geometrie®.
Ackoliv jsou kartézské soufadnice v mnoha ohledech nejpfirozenéjsi, v klasickych olympiadnich
tlohéch s nimi tolik nezabodujes, protoze se vyrazy rychle protdhnou. Mizou se ale hodit na tlohy

Definice 7. Necht jsou osa = a osa y dvé kolmé primky. Kartézské soufadnice bodu jsou ¢isla
z,y, kde = je jeho orientovand vzdéalenost od osy y a y je jeho orientovand vzdalenost od osy z.
Bod zadany v kartézskych soufadnicich zna¢ime (z,y).

Pruseciku os fikdme pocéatek (pocatek soustavy soufadnic) a znacime jej O. Osadm bézné pii-
fazujeme orientaci takovou, aby méla osa x stejnou orientaci jako vzdalenost od osy y a naopak?.
Uhly poéitame tak, aby <(osa z,0sa y) = 90° (a ne —90°).

Tvrzeni 8. (Rovnice pfimky) Pfimka se dd vyjadrit jako mnozina bodu spliiujicich ax+by+c =0
pro néjaké konstanty a, b, c.

Naopak pro kazdou trojici ¢isel a, b, ¢, kde aspon jedno z a, b neni nulové, je ax +by +¢c =10
rovnice piimky.

Definice 9. O funkci, kterd pfitazuje bodu v roviné realné ¢islo, fekneme, ze je linedrni, pokud
se da vyjadiit ve tvaru f(z,y) = ax + by + c.

Vzdalenosti v kartézskych souradnicich umime vyjadfit presné. Nasledujici formule si zkus do-

kazat, bude se hodit Pythagorova véta.

Tvrzeni 10. Budte p : ax + by + ¢ = 0 dand pfimka a X = (zo,y0) bod v roviné. Poté je
orientovana vzdalenost Xp rovna
azo + byo + ¢

VT + 52

Tvrzeni 11. (Rovnice kruznice) Kruznice se da vyjadrit jako mnozina bodi spliiujicich
(@ —20)” + (y —90)* —r? =0,

kde x0, yo jsou souradnice stiedu a r je polomér.

Kazdou rovnici kruznice mizeme roznasobit do tvaru z2 + y2 + cx + dy + e = 0 pro néjaké
konstanty ¢, d, e. A naopak?
Cviéeni 12. Mnozina bodu spliujicich x2 4+ y2 + cx + dy + e = 0 pro néjaké konstanty ¢, d, e je
kruznice, bod, anebo prazdnd mnozina.

Rozmysli si, jak budou vypadat priseéiky pfimek a kruznic. Kdy se dvé pfimky neprotinaji? Jak
spocéitat pruseciky dvou kruznic nebo kruznice a pfimky? Pro soufadnice prusecikt ziskds jenom

2Tedy tak, aby pro bod X na ose z mély vzdalenost OX a vzdalenost X od osy y stejné
znaménko.



soustavu rovnic, kterou muzes resit naptiklad dosazovanim nebo vhodnym séitdnim a odeéitdnim
rovnic.

Ted si ukdZzeme pFimodcarou aplikaci kartézskych soufadnic v geometrické tloze. V praxi, pokud
bys pouzil(a) kartézské soufadnice v olympiadni tloze, pravdépodobné si budes muset s konfiguraci
vice pohrat — naptiklad redukovat tlohu na tvrzeni, které jde spocitat snadno.

Piiklad 13. Bud ABCD ctverec se stranou délky 8. Oznaéme M stied BC, O stfed kruznice w
opsané trojuhelniku M AD a X druhy pruseéik této kruznice s pfimkou AB. Pfimky AM a XO se

protinaji v Y. Urcete délku OY. (PuMAC 2016)
D C
o M
3
Y
B
A X

Reseni. V uloze mame dany ¢tverec a jedinou kruznici. Kazdy objekt v zadani bychom lehce
spocitali, coz navadi na pouziti kartézskych soufadnic. Zavedme soustavu soufadnic tak, ze A =
(0,0), B=(8,0), C =(8,8) a D= (0,8), bod M mé pak souradnice (8,4). Nyni spoc¢teme rovnici
w. Diky symetrii okolo pfimky y = 4 lezi jeji stfed na této p¥imce — at je to bod O = (¢,4). Potom
vzdalenosti bodu O od bodii A a M musi byt shodné

Vit2 4+ 15 =|0A| =|OM| = |t — 8|,

coz dava t = 3 a tedy O = (3,4). Polomér kruZnice je v/32 + 42 = 5. KruZnice opsand M AD méa
tedy tvar (z — 3)2 4 (y — 4)2 = 25. Jeji pruseciky s pfimkou AB nalezneme jednoduse dosazenim
rovnice této p¥imky, y = 0. Pruseciky tak spliiuji (z — 3)2 + 16 = 25, tedy = € {0,6}. Bod X # A
ma tak soutadnice (6,0). Nyni spoéitdme rovnici pfimky AM. Dosazenim soutfadnic téchto bodi
do obecného tvaru pfimky az + by + ¢ = 0 snadno najdeme, Ze rovnice pfimky je x = 2y. Spocitame
téz, ze rovnice pfimky XO je 4z + 3y = 24. Soufadnice bodu Y ziskdme vyfeSenim této soustavy
rovnic, dosazenim ziskame z = % ay= %, tj. Y = (%, %) Koneéné, délku OY spocitame jako
VB8 - =1

Uloha 14. Pro body A, B, C, D v roviné dokaz, ze AC L BD nastane pravé tehdy, pokud plati
|AB|? + |CD|? = |AD|? + |BC|?.

Uloha 15. (Rovnobéznikové pravidlo) Dokaz, ze soudet étvercit délek stran daného rovnobézniku
je roven souctu ctvercu délek jeho uhlopricek.

Uloha 16. V trojuhelniku ABC ozna¢me D, E, F po fadé sttedy useéek AB, BC a AD. Dokaz,

ze pfimka C'D pili use¢ku EF. (Skolni kolo MO C 2019)

Uloha 17. Na strané AB rovnobéznika ABCD, v némz |AB| = 1, jsou zvoleny body K a L tak,

ze |BK| = % a|BL| = é Na strané C'D jsou zvoleny body P a Q tak, ze |[CP| = % a|CQ| = %

Prisecik pfimek LD a K P oznaéme X, prusecik pifimek BD a L@ ozna¢me Y. Dokaz, ze pfimka

XY puli stranu BC. (Krajské kolo MO C 2019)
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Uloha 18. Bud AB priumér kruznice s polomérem 5v/2. Déle bud C'D tétiva této kruznice, ktera
protind AB v bodé E spliujicim |BE| = 2/5 a <AEC = 45°. Uréi |CE|? + |DE|?.
(AMC 12 2020)

Kartézskymi soufadnicemi samotnymi se nebudeme prili§ zabyvat, ukaZeme si ale jednu rozto-
milou skutecnost, ktera plyne z jejich zdkladnich vlastnosti.

Mocnost bodu ke kruZznici

Definice 19. Bud w kruZnice se stfedem O a polomérem r a P bod v roviné. Potom definujeme
mocnost bodu P k w jako p(P,w) = |OP|? — r2.

Cviéeni 20. Necht ma w rovnici (z — x0)2 + (y — yo)2 — 72 = 0. Pak je mocnost bodu (z,y) k ni
rovna pravé (z — x0)2 + (y — yo)? — 2.

Cviéeni 21. Bud w kruznice a bod P mimo ni. Délka teény z P k w (minéno od P k bodu doteku)
je p(P,w).
Véta 22. (Linearita mocnosti) Uvazme v roviné dvé kruznice w1, wa. Poté funkce bodu roviny
F(P) = p(P,w1) — p(P,w2)

je linearni.
Dikaz. Podle cvi¢eni 20 mizeme mocnosti vyjadfit ve tvaru

p(Pw1) = 2% +y* + c1z + d1y + e,

p(P,ws) = 2% + 9 + cow + day + ez,
kde jsme rovnice rovnou roznasobili. Jejich rozdil je pak

(e1 — cz)l‘ + (d1 —d2)y + e1 — ez,

coz je linearni. O

Cviceni 23. Jsou dény dvé nesoustiedné kruznice w1, wa. Dokaz, Ze mnozina bodu, jejichz rozdil
mocnosti p(P,w1) — p(P,w2) je konstantni, je pfimka kolm4 na spojnici stiedu.

Priklad 24. Jsou dany dvé kruznice wi, wa. Dokaz, ze mnozina bodd, jejichz podil mocnosti

ZE}P)’E; je konstantni, je kruznice, prazdna mnozina, primka nebo bod.
Dikaz. Hleddme mnozinu % = k pro danou konstantu k. Pro k = 1 uz vime, ze vyjde

primka, pro zbyld k dokdzeme, ze ndm vyjde kruznice.
Zavedme nyni libovolné kartézské soufadnice s tim, Zze bod P ma soufadnice (z,y). Jak vime ze
cviceni 20, existuji konstanty c¢;, d; a e; takové, ze mocnosti bodu P k témto kruznicim jsou

p(Pwr) =2 +9° + iz + diy + e1,
p(P,w2) = 2% + 4% + cox + doy + e2.

Mnozina bodt spliujicich p(P,w1) = kp(P,w2) je
0=p(P,w1) —k-p(Pws) = (1 —k)x?+ (1 —k)y? + (c1 — kea)z + (d1 — kd2)y + (e1 — kea).

To je po vydéleni 1 — k # 0 rovnice kruznice. Muze to ovsem byt bod nebo prazdni mnozina. O

Definice 25. Mnozinu bodu, které maji ke dvéma danym kruznicim k, ¢ stejnou mocnost, na-
zveme chorddlou.



Pozorovani 26. Pokud se kruznice protinaji, prochazi chordéla jejich pruseciky.

Uloha 27. (Potenéni stied) Jsou dané tii kruznice k, £, m s navzajem rtznymi stfedy. Dokaz, Ze
t¥i jejich chorddly jsou bud vsechny rovnobézné, nebo prochazeji jednim bodem.

Dokazali jsme, ze rozdil mocnosti bodu ke dvéma kruznicim je linedrni zobrazeni. Pro vice uloh
vyuzivajici tuto techniku Té odkazeme na |https://prase.cz/library/LinearitaRQO/LinearitaRO.pd}.

Uloha 28. Kruznice k, £ se dotykaji zevné v bodé S. Piimka skrz S protne k znovu v bodé K
a ¢ znovu v bodé L. Dokaz, ze podil délky teény z K k ¢ a délky tec¢ny z L ke k nezavisi na volbé
primky.

Goniometrie z rychliku

Goniometrické funkce jsou funkce, které popisuji vztahy mezi délkami stran pravoihlého trojahel-
nika a velikostmi jeho thla. S nimi ses bud setkal(a), nebo se setkds na stfedni skole. Nebudeme se
jimi prilis zabyvat, ale budeme je potfebovat k pocitani. Jestlize Ti nepostaci nasledujici stru¢ny
uvod, muzeme Ti doporuéit dobry tvodni text do goniometrickych funkci, ktery se nachazi na
lhttps://prase.cz/library/GoniometrieMB/GoniometrieMB.pdf.

Definice 29. Bud O bod (0,0), X bod (1,0) a j takzvana jednotkovd kruznice s rovnici

22 +y? =1,

tedy kruZnice se stfedem O prochdzejici bodem P. Pro dany (orientovany) dhel a najdeme na
kruznici j bod A takovy, ze <XOA = «a. Jeho soutadnice x,y pak v tomto poradi oznadime jako
kosinus, respektive sinus thlu «. Znaéime je cos(a) a sin(a).

cos(f) <0

Rozmysli si, ze jsme definovali sinus a kosinus v souladu s tim, jak je znas v pravouhlém
trojuhelniku. K tomu muzeme pfidat orientaci — jsou-li strany trojuhelnika orientovany tak, ze
<(AB, BC) =90°, plati BC = AC'sin(<t((AB, AC)) a AB = AC cos(<((AB, AC)).

Tvrzeni 30. Pfipomenme zde zdkladni vlastnosti goniometrickych funkci, které budeme vyuzivat.
Zde uvazujeme «, [ jako libovolné orientované tihly.
(1) sin(a) = cos(90° — «).
(2) sina = sin 3, pravé pokud plati o — 8 = 2km pro pfirozené k a nebo o+ 8 = km pro k
liché.
(3) (souctovy vzorec pro sinus) sin(a + ) = sinacos 8 + sin 8 cos ..
(4) (souctovy vzorec pro kosinus) cos(a + ) = cos acos 3 — sin asin 3.
(5) sina = —sin(—a) a cosa = cos(—a).
(6) (goniometricka jednicka) sin? a 4 cos? o = 1. Naopak pro kazda a, b spliujici a® 4+ b = 1
existuje a takové, ze sin(a) = a, cos(a) = b.
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Dikaz. Tvrzeni jsou zndma a vétSinou jednoduchd, uvedme dtkaz pouze bodum (3) a (4), tak-
zvanym souctovym vzorcim. Uvazme konfiguraci jako na obrazku.

A C
1 Q@ D
B
5
«
0 Ay By IX

Diilkaz udélame plné orientované, coz muze vypadat slozité, ale zato bude platit ve vsech konfigu-
racich. Mame tedy orientace O)_§1 , OD, @K Kolmicim dame pfirozené orientaci takovou, aby

<(0X, ApA) = <(0OX, BoB) = <(OD, BA) = 90°.
Potom plati i se znaménkem

ApA = OA -sin(a + ) = sin(a + 8),
BA = OA -sin(B) = sin(f8),
OB = OA - cos(f3) = cos(B),
BoB = OB - sin(a) = cos(f) - sin(«).
Dale si uvédomime, ze

<(BC,BA) = <(BC,0X) 4+ <(0X,0D) + <(OD, BA) = —90° + a + 90° = a,

a z toho dostaneme
BC = BA - cos(a) = sin(f) - cos(a).

Z obdélniku AgAC By je ale patrné, ze AgA = BoB + BC, coz muZeme piepsat na
sin(a + 8) = cos(B) - sin(«) + sin(B) - cos(a).
Souctovy vzorec pro kosinus uz ziskdme snadno pomoci ostatnich vlastnosti:
cos(a + B) = sin(90° — a — B) = sin(90° — a) cos(B) + cos(90° — a) sin(—fB) =
= cos(a) cos(B) — sin(«) sin(B). O
Cviceni 31. Dokaz, ze pro libovolné orientované uhly «, 8 plati
2 cosacos 8 = cos(a — B) + cos(a + B).

Rozmysli si, jak bude vypadat podobny vztah pro sinus.

Umluva 32. V trojuhelniku ABC znadime a, b, ¢ délky stran BC, AC a AB. Dale znaéime a,
B, 7 velikosti thlt <BAC, <CBA a <ACB. Obsah trojihelnika XY Z znacime [XY Z].

Véta 33. Pro obsah trojuhelnika ABC' plati [ABC] = %bc sin o
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Dikaz. Je znamy fakt, Ze je obsah trojuhelnika roven poloviné soucinu délky strany a vysky
na ni kolmé. Oznaéme tak v vysku z bodu B a D patu v na AC. Pak BD = csina a tudiz
[ABC] = %b -BD = %bcsina. O

Uloha 34. Urdi pomér, ve kterém déli vyska protéjsi stranu jen pomoci stran a délek v trojihel-
niku. Zkus najit jedno vyjadfeni pro ostrothlé i pro tupouhlé trojuhelniky.

Pocitani délek

Pri praci s délkami trojuhelnika T'voje prvni myslenka urcité padne na podobnost a shodnost. Ty se
uci na kazdém gymnaziu a ¢asto je vyuzijes v matematické olympiadé. Jak nam pfi praci s délkami
pomohou goniometrické funkce?

Sinova véta

V pravothlém trojihelniku nam davaji siny a kosiny vztahy mezi délkami stran a thly. Nyni si
predstavime trochu obecnéjsi vztah, ktery ndm poslouzi v libovolném trojahelniku, sinovou vétu.
Dokazeme ji jak jinak, nez pomoci pravouhlych trojihelnika.

Véta 35. (Rozsifend sinovd) V trojiuhelniku ABC s polomérem r kruznice opsané plati
a b c

n = — = — = 2r.
sina  sinf8  sinvy

Drikaz. Diky symetrii znéni véty ndm staci ukézat rovnost 2— = 2r, zbytek plyne z cyklického
argumentu. Tento tvar nam ale rovnou napovida, jak jej dokazat. Nejprve si rozmysli, ze v pripadé,

ze uhel a je pravy, je tvrzeni trividlni, proto tento pfipad dale nebudeme uvazovat.

Dokresleme bod B’ na kruznici opsané naproti B. Potom ndm vznik4 pravouhly trojihelnik
BB'C s pfeponou BB’ délky 2r a odvésnou BC délky a. Obvodovy tthel <BB’C je roven bud
a, nebo 180° — a, podle toho, na kterém oblouku kruznice lezi. Siny téchto dvou hli jsou ovSem

stejné, ziskavame tak sina = %T, coZ jsme presné chtéli. O

Ukazme typicky priklad vyuziti sinové véty v olympiddni tloze. V konfiguraci dostaneme dva
trojuhelniky, jejichz thly budou bud shodné, nebo vzajemné dopliiky. Pomoci sinové véty pak
dokazeme vztah mezi délkami v trojihelniku — vétu o ose whlu.

Piiklad 36. V trojuhelniku ABC ozna¢me D prusecik osy thlu z vrcholu A se stranou BC.
Dokaz, ze
|DB| _ |AB|
|DC| — |AC|
8



B D c

Reseni. Pro¢ je tento piiklad vhodny na pouziti sinové véty? Hledané délky miizeme vyjadiit
jako poméry stran v trojuhelnicich ABD a ACD. Protoze plati rovnosti thla <BAD = <DAC
a <BDA + <ADC = 180°, tak dvojim pouzitim sinové véty mame

|IDB| _sinaBAD _ sing<DAC _ |DC|

|AB| = sinaBDA ~ sin<ADC ~ |AC|’

coz jsme chtéli.

Uloha 37. Bud A; A> A3 A4 A5 konvexni pétitthelnik. Dejme tomu, Ze se polopiimky A2 A3 a AsAy
protinaji v bodé X;. Podobné definujme body Xa, ..., X5. Ukaz, ze

5 5
11 1X:Aia] = ] 1XiAiysl.
i=1 i=1

Vytédhnéte pravitka, ted jde do tuhého! Ukézeme si, jak vyuzit nase poéitani i na tlohach
nejvyssiho kalibru. Vyfesime si tlohu z mezindrodni matematické olympiady® V této konfiguraci
je mozné najit vicero syntetickych pozorovani (zkus si!), my je pro nézornost vSechny naprosto
mineme.

Priklad 38. Osa thlu <BCA trojuhelnika ABC protina jeho opsanou kruznici v bodé R ruzném
od bodu C, osu strany BC' v bodé P a osu strany AC' v bodé Q. Stfed strany BC ozna¢me K
a stfed strany AC ozna¢me L. DokaZz, Ze obsahy trojihelniki RPK a RQL se rovnaji.

(IMO 2007/4)

R

Reseni. 'V tloze chceme spoditat obsahy dvou trojihelnikt. V nich figuruji strany KP a LQ,
které nebude problém spocitat. Snadno téz vytuhlime, ze thly <K PR a <RQL jsou oba dva rovné
90° + <ACR. V obou trojuhelnicich zndme jednu stranu a pfilehly thel, proto nas napadne pouzit
vétu 33. Chceme dokazat

1 1
[RPK] = _|PK]| - |PR]| -sin <RPK L 5|QLI - QR - sin<RQL = [RQL],

3 Autor tlohy je Marek Pechal.



piiGemz siny uhld se rovnaji. Ulohu tedy mame, pokud dokazeme

IQR| ¢ |PK| _ a/2-tan% a

PR |QL|  b/2-tanl b

Jak uchopit délku usecky QR? Vyjadiime ji jako |CR|—|CQ)|, protoze obé tsecky maji koncovy bod
v C, proto s nimi bude jednodussi pocitat. Nyni je tedy nas ukol urcit tyto dvé délky. Vyjadiime
je pomoci poloméru r kruznice opsané a sint thla trojuhelnika.

Délku C'Q ur¢ime snadno, z pravouhlého trojuhelnika C'QL je rovna = % Délka CR
2

b
2cos 3~ cos
taky nebude délat obtize — podle sinové véty v trojuhelniku BCR je rovna

27 sin <CBR = 2r cos p-a
Proto je
— i 2cos 2% cos 2 — sin
|CR|*|CQ|=2TCOSB airsmﬁzr 2 2 ﬁ.
2 cos ¥ cos 3
Diky cviceni 31 plati
2cosﬂ_acos% :cosﬁ_;_’y +cos'8_(;+7 = cos(8 — 90°) + cos(90° — a) = sina + sin 3,

tedy |QR| = |CR| — |CQ| = rcsérs”i Podobné |PR| = r;’;g , tedy kone¢né jednou naposled ze
2 2

sinové véty opravdu plati
|QR| sina  a |PK|

|[PR|  sing b |QL|’

Tim jsme hotovi.

V nasledujicich tlohach mutze pomoci néjaké to pocitani — v téch tézsich tlohach to ale nebude
zadarmo, porad potiebujes ziskat padu syntetickymi pozorovanimi.
Uloha 39. V ostrothlém trojahelniku ABC oznaé¢me M stfed strany BC, K pruseéik tecen
v bodech B, C ke kruznici opsané a D pruseéik pfimky AK se stranou BC. Ukaz, ze <KAB =

IBD| _ (|AB|\?
<CAM a {5t = (361) -

Definice 40. Téznici pieklopenou podle osy thlu nazyvame symedidnou.

Uloha 41. V ostrouhlém trojihelniku ABC spliiujicim |AC| # |BC| s ortocentrem H oznacéme
body A’, B’ na pfimce AB takové, ze |CA’| = |CA| a |CB’| = |CB|. Dokaz, ze kruznice opsané
trojthelnikiim ACB’ a VC A’ jsou shodné. (Krajské kolo MO B 2020)

Uloha 42. V ostrothlém trojuhelniku ABC ozna¢me H priiseéik vysek. Dejme tomu, Ze plati
|AH| = |BC|. Dokaz, ze <BAC = 45°. (Celostatni kolo MO 2011)

Uloha 43. V konvexnim &tyfthelniku plati |AB| = |BC| = |CD|. Oznaéme P priisecik jeho
uhlopricek a O1, Oz stiedy kruZnic opsanych po fadé trojuhelnikim ABP a CDP. Dokaz, ze
&tyttuhelnik O1 BCO2 je rovnobéznik. (Celostatni kolo MO 2022)

Uloha 44. Pro dany trojihelnik ABC ozna¢me H ortocentrum a D bod takovy, ze étyfthelnik
HABD je rovnobéznik. Sestrojme bod FE lezici na pfimce DH tak, ze pfimka AC puli tsecku
HE. Bod F je druhym prtseéikem pfimky AC' s kruznici opsanou trojuhelniku DCE. Ukaz, ze
|EF| = |AH]|. (IMO shortlist 2015/G1)
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Uloha 45. V daném ostrothlém trojuhelniku ABC oznaéme D, E, F po fadé paty vysek z bodii
A, B a C. Ozna¢me wp, wo kruznice vepsané trojuhelnikim BDF a CDE a necht se dotykaji
use¢ek DF a DE v bodech M a N. Koneé¢né, piimka M N protne wp a wc v bodech P # M
a Q # N. Dokaz, ze |[MP| = |NQ)|. (Vybérko 2020, IMO shortlist 2019/G2)

Uloha 46. Dokaz, ze pro libovolny trojihelnik ABC plati, ze obsah trojthelnika s vrcholy v bo-
dech dotyku kruznice vepsané je roven obsahu trojuhelnika s vrcholy v bodech dotyku kruznic
pfipsanych.

Pomyslna sestra sinové véty je véta kosinova, kterd nam dale doplnuje prehled o vztahu thla
a stran v trojihelniku. I kdyz ji v feseni olympiadnich tloh nepotkas zdaleka tak casto jako sinovou
vétu, porad je to mocny nastroj na praci s délkami v trojahelniku i dal.

Véta 47. (Kosinovd) V trojihelniku ABC plati

b2 + 2 — a2
2bc ’

cosox =

Dikaz. Chceme porovnavat kosinus uhlu v trojuhelniku s délkami stran. Pravouhlé trojuhelniky
nam kosiny p¥irozené zapoji do hry, spustme proto vysku z A na BC a jeji patu ozna¢me D. Potom
orientované vzdalenosti boda B a C' od pfimky AD jsou

BD = ccosf a CD = bcos~y.
Plati tak
a = ccos 3+ bcos~.

Rozmysli si, ze pravé ziskany vztah plati diky orientovanym vzdalenostem i v pfipadé tupouhlého
trojihelnika. V kosinové vété se vyskytuji druhé mocniny délek neznamych a vyraz bccos o, proto
je prirozené tuto rovnost vynésobit délkou a:

a® = accos 8 + abcos .
Analogicky ziskame vztahy

b2 = becos a + abcos v,

¢® = becos a + accos B.
Vsimni si, Ze v souctu poslednich dvou rovnic ziskdme na pravé strané presné 2bccosa a potom
vyraz, ktery se vyskytuje v prvni ziskané rovnici. PiSme tedy

b2 + ¢ = 2bccos o + accos B 4 abcosy = 2bc cos o + a?.

Ziskali jsme tedy vztah svazujici délky stran a, b, ¢ a cos cv. Vztah ze znéni véty obdrzis jednoduchou
Gpravou. O
Cviceni 48. Dokaz kosinovou vétu pomoci kartézskych soufadnic.

Cviéeni 49. (Znovu rovnobéznikové pravidlo) DokaZ, Ze soulet ¢tverct délek stran daného rov-
nobézniku je roven souctu ¢tvercu délek jeho uhlopricek.

Uloha 50. Je dany konvexni &tyithelnik ABCD s <DAB = <BCD, |AB| = |CD| = 180 a
|AD| # |BC|. Vime, ze obvod ABCD je 640. Uréi cos <DAB. (AIME I 2003/12)

Cviceni 51. Vyjadii polomér kruznice opsané v trojihelniku jen pomoci délek jeho stran.
Ndvod. Kombinuj sinovou vétu, kosinovou vétu a goniometrickou jednicku.

Uloha 52. V pravouhlém trojuhelniku ABC s pfeponou BC oznaéme I st¥ed kruznice vepsané a
D, E paty os thla na strany AC, AB. Dokaz, ze délky tuseéek AB, AC, BI, ID, CI a I E nemuzou
byt vSechny naraz celodiselné. (USAMO 2010)
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Sinova véta aplikovana dvakrat nam v pripadé prikladu 36 dala informace o délkach v konfiguraci
s osou uhlu. Analogické dvojnésobné pouziti véty kosinové bude mit vétsi sah, jelikoz se zaobira
pouze jednim thlem. MiuzZeme tak spocitat nejen pomeéry, ve kterych osa thlu déli stranu, ale i
samotnou jeji délku!

Véta 53. (Stewartova) Uvazme bod D na strané BC trojuhelnika ABC'. Oznaéme d délku tsecky
AD, m délku usecky BD a n délku usecky C'D. Pro tyto délky plati vztah*

mna + d?a = mb? + nc?.

Dikaz. Vsimnéme si, ze a = m + n, a dokazovany vztah se tak vaze na délky stran ve dvou
trojihelnicich, ABD a ACD. Porovname tentokrat vztahy dané kosinovou vétou:

d2 2 _ .2 d2 2_b2 b2_d2_ 2
a7+ m” et = cos<ADB = —cos<ADC = — tn = n .
2dm 2dn 2dn

Po roznésobeni a tpravé ndm vyjde
d%a + amn = d*(m 4 n) + mn(m + n) = b>m + ?n,

éimz jsme hotovi. O
Rozmysli si, jak bude situace vypadat, pokud bod D lezi mimo tsecku AB.
Uloha 54. Ur¢i délku té&Znice a osy thlu jenom pomoci délek stran trojthelnika.

Uloha 55. V trojthelniku ABC plati |BC| = 1 a zaroveti na strané BC existuje pravé jeden bod
D takovy, Ze |DA|?2 = |DB| - |DC|. Uréi vechny mozné hodnoty obvodu trojihelnika ABC.
(Celostatni kolo MO 2016)

Pomoci Stewartovy véty miizes spocitat skoro libovolnou délku v trojuhelniku, kterou si za-
manes. V olympiadnich tlohach se tato véta nevyskytuje Casto, my, autofi seridlu, doporucujeme
si neldmat hlavu s pamatovanim jejiho znéni.V pripadé nejvétsi nouze si ji muzes vzdy odvodit
z kosinové véty.

Cviceni 56. Dokaz linearitu mocnosti (vétu 22) jesté jednou pomoci Stewartovy véty.

Ted se podivame na metodu, kterd ndm umozni bez konkrétnich vypoc¢ti dokazat néktera tvrzeni
se vzdalenostmi ,na kruznici“. Jak budeme k délkdm na kruznici pristupovat? Pfirozené pomoci
goniometrie.

4Pomiicka pro zapamatovani ve tvaru man +dad = bmb+ cnc: ,A man and his dad put a bomb
in the sink.“
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Rovnani vin

Zacneme prikladem.

Priklad 57. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC. Na krat$im oblouku BC kruZnice opsané
lezi bod X. Dokaz, ze | XB| + | XC| = | X A|.

Reseni. Spocitdme vsechny ptislusné délky pomoci goniometrickych hodnot thli. Nazvéme si
polomér kruznice r a ¢ = <BAX (vime, ze 0° < ¢ < 60°). Pomoci sinové véty snadno spocitame
délky

|XB| = 2r - sin(p), |XC| = 2r - sin(60° — ) a | XA| =2r-sin(60° + ¢).

Chceme tedy dokdzat rovnost sin(p) + sin(60° — ¢) = sin(60° + ¢). To je diky souétovym vzorcim
hracka:

3 1 1 3
sin(60° + ) = % -cosp +sing - 5= sin p — gsincp—l— g - cos p = sin(p) + sin(60° — ).

Po vynasobeni 2r ziskdAme pozadovanou rovnost.

Pokud se obavas, ze za rohem ¢iha obdobny ptiklad s vicethelnikem, obavas se pravem. Zobec-
nénim nastésti zvladneme zafidit, ze nebudeme muset rozepisovat ¢im dal vic souctovych vzorct.
Vydrz ted s nami chvili teorie a pozd&ji si uset#is pocitani.’

Takze co jsme to udélali? Na kruznici uvazujeme jeden pevny a jeden ,,pohyblivy“ bod a sledu-
jeme, jak se vzdalenost téchto dvou bodi méni. Abychom dobie definovali pohyblivy bod, zavedeme
si takové univerzalni ¢islo, proménny thel ¢.

Definice 58. Pevnou ptfimku ¢ oto¢ime o proménny thel ¢ okolo bodu A, ktery na ni lezi.
Vysledna piimka se nazyva pohyblivd primka.® Pevna piimka ¢ se nazyva zékladni piimka a bod
A stfed otaceni.

Kdyz ménime thel ¢, pohybliva pfimka se jednoduse otaci kolem jednoho bodu, stfedu otaceni.
V prikladé 57 byla zakladni pfimka AB, pohybliva pfimka AX a stfed otaceni byl A.

57v1ast pokud uz si se siny a kosiny rozumi$ vic, nebude to nic tézkého.
6V geometrii uz existuje vicero metod ,hybani“ s pfimkami a body, jednu zmitiuje t¥eba serial
o projektivni geometrii z roku 2019/20. Takze pozor, aby se Ti nespletly.
13



Definice 59. Pokud prochézi kruznice k stfedem otaceni pohyblivé pfimky a, nazyva se druhy
prusecik primky a s kruznici k pohyblivy bod na kruznici k.

Poznamka 60. Pokud je a tecna, davé smysl jeji druhy priseéik povazovat za totozny s prvnim,
tedy se stfedem otaceni. Naopak kdyz uvazujeme pfimku prochéazejici dvéma body na jedné kruznici
a tyto body splynou (obycejné je jeden pohyblivy a jeden pevny), je pfirozené za jejich spojnici
povazovat tecnu v tomto bodé.
Pozorovani 61. Je-li na kruznici pohyblivy bod, je jeho polohou pii ¢ = 0 (nebo jiném daném
thlu) jednoznacéné urcena jeho poloha pri jakémkoliv thlu. Na volbé stfedu otaceni nezdlezi.
Diikaz. Plyne z véty o obvodovém uhlu. Bud X pohyblivy bod na kruznici k a X¢ jeho poloha pfi
¢ = 0. Bud A, B na kruznici k dva rtzné stfedy otaceni. Pfimky AXo, AX sviraji dhel ¢ a A, B,
X, Xo lezi na jedné kruznici, takze i BXo a BX sviraji thel ¢. To ovS§em znamen4, ze oba stiedy
definuji X stejné a na stfedu opravdu nezalezi. Pro jiny thel nez 0 je dikaz analogicky. O
To je také ¢ast diivodu, pro¢ pohyblivy bod definujeme jen na kruznici, kterd prochazi stfedem
otaceni. Neuvazovat konkrétni pfimku ndm usnadni feseni tloh. V prikladé 57 jsme si spojnici AX
dokreslili, ale to pozdéji nebude potieba.

Definice 62. Hodnota zavisla na ¢ se nazyva vina, pokud se dé vyjadrit ve tvaru

-sin(p) + b cos(yp),

S]

kde jsou a a b konstanty.”

Vsimni si, ze v prikladé 57 byly obé strany rovnosti viny. Na tomto pozorovéani stavime nésle-
dujici sekci.
Tvrzeni 63. Je ddna pohyblivd piimka a a pevny bod B. Orientovand vzdalenost Ba je vina.

Dikaz. Bud A stfed otaceni a ag zakladni pfimka. Uvazme (pevny) thel pp = <((ag, BA). Tedy
pii ¢ = pp prochazi a bodem B. Mame

<(a, BA) = <(a,ao) + <(ag, BA) = —p + o5 = ©B — ¢.

Vzdélenost Ba je (pfi vhodné orientaci BA) rovna BA - sin(<t(a, BA)). To rozepiSeme pomoci
souctového vzorce:

Ba = |BA| - sin(<t(a, BA)) = |BA| - sin(¢p — ¢) = |BA| - sin(¢R) - cos(¢) — |BA| - cos(¢B) - sin(yp).

Hodnoty |BA| -sin(pp) a —|BA| - cos(¢p) nezavisi na ¢, takze ziskdvame pozadovany tvar viny
a - sin(p) + b - cos(p) s konstantami a, b. O

"Néazev vlna vychazi z tvaru grafu dané funkce proménné . Formaln&ji této kiivce Fikdme
sinusoida, ackoli to je obecnéjsi pojem. Kdyz si vlnu tfeba v GeoGebre vykresli§ pro rizné hodnoty
a, b, zjistis, ze je to opravdu jednoduché sinova vlna, bez zadnych zvlastnich odchylek. Vysvétleni
prijde za chvili.
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Doposud se mohlo zdat, ze jsou orientované primky pfi thlech ¢ a ¢ + 180° totozné, ale kdyz
uvazujeme orientaci vzdalenosti k nim, tak vidime, ze nejsou. Kdyz pfimku otoc¢ime o 180°, jednou
béhem toho projde bodem B, tehdy se B dostane na druhou stranu a orientace se zméni (sinus
zméni znaménko). Uhel ¢ je tedy orientovany modulo 360°. Zjednoznaénéme si nyni orientaci od
zakladni pfimky.

Definice 64. Na kruznici lezi pevny bod B a pohyblivy bod X. Ozna¢me A bod pfimo naproti
B. Pak orientovanou vzddlenosti bodu B od bodu X rozumime orientovanou vzdalenost bodu B
od pohyblivé pfimky (AX).

Z Thaletovy véty je tsecka BX kolma na pohyblivou pfimku AX, a jelikoz vzdalenost méfime
kolmo, tak si tyto dvé vzdalenosti v absolutni hodnoté skutec¢né odpovidaji. Ale znaménko je
novinka, orientovanou vzdalenost mezi dvéma body na kruznici jsme jesté nezkoumali, podivejme
se na ni proto bliz.

Uhly ¢ a ¢ + 180° pro orientovanou piimku uréuji stejnou pfimku, ale opaénou orientaci vzda-
lenosti. Pohyblivy bod pii thlech ¢ a ¢ + 180° lezi na stejném misté, ovSem jeho vzdalenost od
pevného bodu méa opac¢né znaménko. Proto kdyz uréujeme bod X, musime mimo jiné urcit polohu
i znaménko vzdalenosti. Pro ilustraci si predstavme, jak bod X objizdi po kruznici, kdyz se méni
hodnota ¢. Nejprve vyjede z bodu B a vzdalenost X B je kladna, bod X objizdi kruznici. P¥i hod-
noté ¢ = 90° splyvé s bodem A. Potom dojede zase do bodu B. Z pohledu stfedu uz objel 360°, ale
thel ¢ bereme z obvodu, takze ma velikost jen 180°. Bod objizdi kruznici dél, ale jakmile projede
bodem B, orientace se zméni a vzdélenost je ted zdporna, az dokud X zase nedojede do B. Tehdy
proslo ¢ celou periodou 360° a zacina se od zacatku. Diky vztahu mezi obvodovym a stiedovym
thlem navic plati, Ze pokud se ¢ méni ,stalou rychlosti“, pohybuje se bod X stalou rychlosti.

Pamatuj, Ze jedna perioda vlny jsou pro X dvé objeti kruznice a Ze muze byt vina na stejném
misté ve dvou formalné raznych pozicich (pozicich s opaénym znaménkem). Jak jsme predestirali,
vzdalenosti na kruznici se pfirozené chovaji jako viny.

Tvrzeni 65. Na kruznici lezi pevny bod B a pohyblivy bod X. Orientovand vzdalenost X B je
vina.

Dikaz. Piedchozi definice nam tika, ze tato vzdalenost je ve skuteénosti orientovana vzdalenost
pevného bodu od pohyblivé pfimky, o niz vime, Ze se jedna o vinu. O

Tady uz jsme pouzili trik, Ze na stfedu nezalezi a umozni ndm to stfed bezpe¢né zanedbat.
Zatim si ale mozna 7ikas, ze mame vlny, ale co s nimi?
Pokud se vratime k tivodnimu ptikladu, pravé jsme dokézali, Ze jsou obé strany rovnosti viny

(snad az na néjakd znaménka, protoze v zadéani jsou absolutni vzdalenosti). Snad ve&Fis, Ze nas to
priblizuje k dikazu, Ze jsou si rovny. Nejdfiv si ale pfipravime dalsi pomicky pro jiné tulohy.

Pozorovani 66. Soucet dvou vin je vina a konstantni nasobek viny je vina.

Dusledek 67. Necht vi, v, ..., v, jsou viny a a1, az, ..., a jsou redlné ¢&isla. Potom soucet
aivi + - - - + axvy je vina.

To specialné znamend, zZe rozdil vin je vlna. Néasledujici tvrzeni pak jednoduse charakterizuje
viny jako konstantni nasobky sinusoidy. Toto tvrzeni opodstatiiuje nazev wvina. Diky nému bude
zkoumaéni vlastnosti vin velmi p¥irozené.

Tvrzeni 68. Kazdd vina se dé vyjadrit ve tvaru

C - sin(p — o)
s néjakymi konstantami C, ¢q.
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Dikaz. Upravme si obecny vyraz viny do tvaru, ve kterém budeme moci pouzivat silu teorie
goniometrickych funkci. PisSme

a-sin(p) + b - cos(p) = Va2 + b2 ( (

a . b
Ve Ot e “’S“”) :

Jelikoz je

2 2
a =b
+ =1,
<va2+b2> <\/a2+b2>
tak umime najit thel g takovy, Ze cos(po) = ﬁ a sin(pg) = ﬁ
a a

konstanty, tak je i po konstanta. Ozna¢me téz C = v/a? + b? vytykanou konstantu. Vinu kone¢né
muzeme upravit do tvaru

Jelikoz jsou a a b

a-sin(p) + b - cos(p) = Va2 + b2 ( cos (o) sin(p) — sin(po) cos(go)) = C -sin(¢ — ¢0),

coz jsme chtéli. O

Kazda vlna se dé vyjadrit jako konstantni nasobek jednoho sinu — muzeme tak vyuzit znalosti
prubéhu této funkce. Napfiklad vime, Ze sinus nabyva nuly jen dvakrat v periodé, a to v pfesné
opacnych bodech periody (o thel 180° vedle). Ziskame tak nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 69. Pokud vina nabyva nulové hodnoty pfi dvou tihlech, které se nelisi o ndsobek 180°,
pak je identicky nulova®.

Jelikoz jsou pro néas thly lisici se o 180° prakticky shodné, vSechno, co potfebujeme k dukazu
nulovosti viny, je najit libovolné dva rizné body X (nebo dvé pfimky), pro které je vlna rovna
nule. S témito nové nabytymi znalosti vyfesme tézsi verzi prikladu z Gvodu této sekce.

Priklad 70. Je dén pravidelny pétithelnik ABCDE. Na kratsim oblouku BC' kruznice opsané
lezi bod X. Dokaz, ze | XB| + |XC| + |XE| = |XA| + |XD|.

Reseni. Vzdalenosti orientujeme tak, aby byly vzdéalenosti ze zadani na krat$im oblouku BC
kladné.

Vezmeme vyraz XB+ XC+ XE - XA—XD. Vyraz XB+ XC+ XE — XA — XD je soutem
a rozdilem vln, takze taky vlna. Ukazeme ted, Ze je identicky nulova.

Podivame se na jeji hodnotu ve dvou vyzna¢nych pozicich bodu X, konkrétné X = Ba X = C.
Kdyz nastane X = B, tak ze symetrie plati XA = XC a XE = XD a taky XB = 0. Hodnota
XB+XC+ XE—XA— XD je tedy 0. Analogicky pfipad nastane pro X = C. Nase vlna ma dva
ruzné nulové body, proto je nulova vsude, plati tedy XB+ XC + XE = XA+ XD pro kazdy bod
X na daném oblouku. Tim je tloha vyfesena.

Nesmime zapominat, Ze jsme rovnost ze zadani dokazali jen pro dany oblouk. Mimo néj orien-
tované vzdélenosti méni znaménko. Z toho divodu si musime dévat pozor i na volbu poloh X.
Kdyz naptiklad zvolime X = A, tak uz bude X za bodem B, takZe musime vzdalenost X B pocitat
zapornou. Predstavuj si, Ze hybe$ bodem X po kruznici, a kdykoli projde jinym bodem, zméni se
znaménko vzdalenosti k tomu bodu.

Uloha 71. Je dan pravidelny Sestitthelnik ABCDEF. Na kratsim oblouku BC kruznice opsané
lezi bod X. Dokaz, ze | XA| + |XB|+|XC|+|XD| = |XE|+|XF|.

Uloha 72. Je dan rovnoramenny trojthelnik ABC se zékladnou BC. Bod X lezi na tom oblouku
BC kruzZnice opsané, na kterém nelezi A. Dokaz, ze
| XA| _|AC|
|XB|+|XC| |BC|

8To znamena, 7e je nulova vude.
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Uloha 73. (Ptolemaiova véta) Pokud je ABC D tétivovy ¢tyithelnik s béZné oznadenymi stranami
a uhlopfickami e, f, plati ac 4+ bd = ef.

Muzes si zkusit vyfesit pfedchozi (i nasledujici) tlohy Ptolemaiovou vétou. Ne vzdy miizeme
vinu jenom tak srovnat do nuly. Sledujme proto bliZe, jak se viny chovaji.

Lemma 74. Nenulova vlna nabyva nejvyssi i nejnizsi hodnoty o uhel 90° vedle nuly. Jelikoz
méfime thly obvodové, znamena to piimo naproti.

Nediv se, ze vlna nabyva nejvyssi a nejnizsi hodnoty na jednom misté. Jednou tam ma vlna
vysokou hodnotu, ale kdyz bodem X objedeme kolecko, tak méa opac¢né znaménko.

Lemma 75. Kdyz maji dvé viny nulu ve stejném bodé, pak maji jejich hodnoty vsude konstantni
pomér (kde ma pomér smysl).

Intuitivné tvrzeni plati — obé vlny maji tvar C; - sin(p — ¢o) pro stejny posun g a odlisné C.
Dikaz. Uvazme dvé viny C -sin(¢ — po) a D -sin(¢ — ¢1). Pokud je CD = 0, tvrzeni je zfejmé.
V opa¢ném piipadé maji oba siny nulu ve stejném ¢, pak plati ¢ — o = k17 a ¢ — 1 = kam pro
celé ¢isla ki, ko. Argumenty sinu se tak lisi o nasobek 7, tudiz se ptislusné siny v absolutni hodnoté

vzdy rovnaji a podil vin je konstantni. O

Uloha 76. Je dan rovnoramenny lichob&znik ABCD spliujici AD || BC. Na tom oblouku BC
kruznice jemu opsané, na kterém nelezi A a D, lezi bod X. Dokaz, ze podil

|XB| +|XC]|
|XA| + |XD|

nezavisi na volbé bodu X.

Cviceni 77. Je dano kladné ¢islo p, kruznice k a na ni body A, B. Na k je zvolen bod X tak, ze
je hodnota p - | X A| + | X B| nejvétsi mozna. Bod Y lezi na kruznici k naproti bodu X. Dokaz, ze
p- YA = |YB.
Uloha 78. Je dan étverec ABCD. Na kratsim oblouku BC kruznice opsané lezi bod X. Dokaz,
e IXA|+|XC|  |XD|

|XB|+|XD|  |XAl’

Uloha 79. Body A1, As, ..., A3goo lezi na kruznici w s polomérem 1. Dokaz, Ze na w lezi bod
M takovy, ze 32090 | M A;| < 4000.

Na vice kruznicich

Uvazme dvé rtzné kruznice a na nich dva nezavislé pohyblivé body. Témto bodum pfislusi dvé
ruzné vilny a i tyto dvé vlny muzeme secist. Obycejné se ale bude hodit mit takové body néjak
svazané, napriklad na jedné pohyblivé primce.

Uloha 80. Kruznice k, £, m se protinaji v bodech S, T. P¥imka skrz S protne k znovu v bodé
K, ¢ v bodé L am v bodé M. Dokaz, ze podil

|KL|
|LM|

nezavisi na volbé primky.

Uloha 81. Trojthelnik ABC mé kruznici opsanou w. Kruznice wy se v bodé A dotyka ptimky
AB a prochézi bodem C' a kruznice w2 se v bodé A dotyka primky AC' a prochazi bodem B. V bodé
A sestrojime te¢nu k w, kterd protne kruznici w; podruhé v bodé X a protne kruznici we podruhé

v bodé Y. Uréi podil 1537 (Finale SPbU 2018)
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Uloha 82. Kruznice a, b, ¢ se protinaji v bodé S, pficemz se zadné dvé nedotykaji. Tecna k a
v S protne b znovu v Ay a ¢ znovu v A.. Analogicky definujeme body B a By, Cq a Cy. Dokaz, ze

AbS| |BeS| |CaS] _
AcS| 1BaS|  1CbS|

Uloha 83. Uvnit# trojuhelnika ABC lezi bod S. Piimka AS protina kruZnici opsanou trojihel-
niku BC'S znovu v bodé Aj. Analogicky definujeme body Bj a C7. Dokaz, ze

|A1S] |B1S| |C1S| _
A1 Al |B1B|  |C1C|

Jina vinitka

Zatim jsme za viny brali jen délky tétiv. Vime ale, Ze i vzdédlenost bodu od pohyblivé pfimky je
vlna. Pojdme tuto vlnu studovat.

Uloha 84. Vrcholem A &tverce ABCD prochéazi piimka p, kterd oddéluje B od C a D. Dokaz,
Ze |Bp| + |Cp| = |Dp|.

Uloha 85. Bud d piimka prochazejici vrcholem A ostrotihlého trojuhelnika ABC), jina nez AB a
AC. Necht jsou By a C1 po fadé kolmé priiméty bodti B a C na pfimku d. Najdi polohu p¥imky
d, ve které je soucet |BB1| + |CC1| nejvétsi. (OKTV 2018)

Podobné tlohy se naucime efektivnéji fesit ve tfetim dile, proto se jim nebudeme tolik vénovat
ted. Nyni se podivame, na jaké vlny narazime, kdyZ na kruZnici nestudujeme tétivy, ale te¢ny.
Nebudeme pohybovat pouze body, ale i celymi kruznicemi. Vyuzijeme k tomu v8echnu teorii, kterou
jsme zatim vybudovali.

Tvrzeni 86. Kruznice k a £ se dotykaji tak, ze k neni uvnitf £, a na kruznici k lezi pohyblivy bod
X. Potom délka tec¢ny z X k { se znaménkem je vina a znaménko se méni, kdyz projde X bodem
doteku.

Dikaz. Ozna¢me A bod doteku kruznic k a £ a a kruznici se stfedem v A s nulovym polomérem.
Spole¢na vnitini te¢na k a £ prochazi bodem a a je tedy i chordalou kruznic a, k. Z linearity
mocnosti plati p(X,£) — p(X, k) =p- Xt a p(X,A) — p(X, k) = ¢- Xt. OvSem p(X, k) = 0, takze

mx@=§qu»

Odmocnina z mocnosti je délka tecny a délka tecny z X k A je jen vzdalenost X A. Délka tecny
z X k /£ je tedy \/g - X A, coz je (s orientaci) vlna. O

Piiklad 87. Bud ABC rovnostranny trojuhelnik a S jeho stred. Budte a, b, ¢ kruznice nad
pruméry AS, BS, CS. Na kratsim oblouku BC' kruZnice opsané trojuhelniku ABC lezi bod X a
oznacme tq, tp, te délky tecen z X ke kruznicim a, b, c. Dokaz, ze to = tp + te.

Reseni. Uvazme X jako pohyblivy bod, poté je vyraz t, + t. — to s orientovanymi délkami teden
vlna, pfi¢emz znaménka zvolime tak, aby byly tq, tp, tc kladné na kratsim oblouku BC'. Ve zvlastnim
bodé X = B plati t;, = 0 a ze symetrie t, = i, tedy Ze je vlna nulova. Obdobné je nulova v X = C,
takze je nulova vSude a pro bod X na krat$im oblouku BC' z toho plyne tq = tj + tc.

Uloha 88. Dvé kruznice maji vnéjsi dotek. Jedna v sobé ma vepsany rovnostranny trojuhelnik,

ktery nema vrchol v bodé doteku kruznic. Z kazdého vrcholu trojuhelnika vedeme te¢nu k druhé

kruznici. Dokaz, ze je délka jedné vysledné tecny rovna souctu délek zbylych dvou tecen.
(Estonské vybérko 1994)
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Co se délky tecny z pohyblivého bodu X k pevné kruznici £ tyce, zjevné nezalezi na tom, jestli
bude krouzit bod X a ¢ zistane na misté nebo jestli bude krouzit £ a X zistane na misté. Stejné
jako jsme definovali pohyblivy bod, definujeme pohyblivou kruznici. Pfedchozi tvrzeni mizeme
formulovat tak, ze je délka te¢ny od pohyblivé kruznice k pevnému bodu na k vlna.

Definice 89. Na kruznici k lezi pohyblivy bod T'. Pohybliva kruznice na k je kruznice s pevnym
polomérem, které se dotyka (z pevné strany) k v bodé T

Vsimni si, ze mnoho ptredchozich tloh §lo formulovat nejenom pomoci pohyblivych bodt, ale
ekvivalentné pomoci pohyblivych kruznic.

Uloha 90. (znovu) Kruznice k, £ se dotykaji zevné v bodé S. Pfimka skrz S protne k znovu
v bodé K a £ znovu v bodé L. Dokaz, ze podil délky te¢ny z K k ¢ a délky te¢ny z L ke k nezavisi
na volbé primky.

Uloha 91. Kruznice k, ¢ se dotykaji v bodé A, pii¢emz k nelezi uvniti £. Na k lezi bod B. Teény
z B ke kruznici ¢ se ji po fadé dotknou v bodech T3, T2 a protnou k znovu v bodech Si, Sa.
Necht jsou R1, Ro takové body, ze je T} stted R1S1 a To stfed R2S2. Dokaz, ze se kruznice opsana
trojuhelniku BR; Ra dotyka kruznice £.

Uloha 92. V trojuhelniku ABC je L priiseéik symedian® a w kruznice opsana. Kruznice a prochazi
bodem L a dotyka se w v bodé A, analogicky definujeme kruznice b, c. Bud X bod na oblouku
BC kruznice w, ktery neobsahuje A, a tq, tp, tc délky teéen z X ke kruznicim a, b, c. Dokaz, ze
to =ty + te.

Uloha 93. Je dan trojuhelnik ABC. Kruznice a se dotykd strany BC v jejim stfedu a také
kruznice opsané, pficemz lezi mimo trojihelnik. Analogicky definujeme kruznice b, c. Bud X bod
na kruznici opsané takovy, ze nejblizsi vrchol k nému je A, a tq, tp, t. délky te€en z X ke kruznicim
a, b, c. Dokaz, ze t, = tp + tc.

Tvrzeni 94. Je ddna kruznice k, pohybliva kruznice x na ni a pevna kruznice ¢, ktera se vnéjskem
dotyka k. Délka spole¢né tecny kruznic x a £ (vnéjsi te¢ny, pokud jsou na stejné strané kruznice k,
Jjinak vnitfni) je se znaménkem vina. Znaménko se méni, kdyz se projdou body doteku.

Dikaz. Pro ucely dukazu povazujme polomér kruznice, pokud se dotykd k zevné, za zaporny.
Zmensime polomeéry vSech kruznic o polomér z, stfedy zachovame. Poté tvoii stard a nova tecna
protilehlé strany obdélnika, tedy jsou stejné dlouhé. Doteky se zachovaji a z = se stane pohyblivy
bod na kruznici soustiedné s k (diky stejnolehlosti). Takto redukujeme tvrzeni na tvrzeni 86. O

9Definovanych jako v tloze 39. Ve tfetim dile si ukézeme, Ze se véechny ti symedidny protnou
v kazdém trojuhelniku, zatim to povazuj za dany fakt.
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Pomoci pravé dokazaného tvrzeni formulujeme jesté silngjsi fakt, nez ze délka spoleéné teény
pevné a pohyblivé kruznice je teéna. Trochu si zapoc¢itas, kdyz jsi ale dosel(dosla) tak daleko, urcité
Té to nezastavi.

Cviéeni 95. KruzZnice k se v bodé A dotykaji kruznice a1, a2 a v bodé B kruznice b. Necht ¢;
znafi délku spoleéné tecny kruznic a; a b (vnéjsi tecny, pokud jsou a; a b; na stejné strané kruznice
k, jinak vnitini). DokaZ, Ze podil % nezévisi na volbé kruznice b (bodu doteku ani poloméru).

Cviceni 96. V ulohach 92 a 93 dokaz, ze maji kruznice a, b, ¢ po dvou vSechny vnéjsi spole¢né
tecny stejné dlouhé.

Uvedme zobecnéni Ptolemaiovy véty, Caseyho vétu. Ovér si, ze Ptolemailova véta je specidlni
pfipad, kdyz polozime poloméry kruznic nulové. Diikaz je analogicky dikazu Ptolemaiovy véty,
pouze s pohyblivou kruznici.

Uloha 97. (Caseyho véta) Kruznice k se dotykaji popotadé kruznice k1, k2, k3, ka. Necht znaci
t;; délku spolecné te¢ny kruznic k; a k; (vnéjsi te¢ny, pokud jsou k; a k; na stejné strané kruznice
k, jinak vnitfni). DokaZz, Ze t12 - t34 + t23 - ta1 = t13 - t24.

Obcdas se hodi uvazovat jen nékteré kruznice s nulovym polomérem. Caseyho véta je tak vhodna
napiiklad na ulohu 93, zkus ji aplikovat. Sbirku vlastnosti vin ted zavrSime tou nejbizarnéjsi.

Tvrzeni 98. Na kruznici k lezi pohyblivy bod X a k ma tec¢nu t. Odmocnina vzdéalenosti bodu
X od t je se znaménkem vina. Znaménko se méni, kdyz projde X bodem doteku.

Dukaz. Polozme si situaci do kartézské soustavy, kde k je jednotkova kruznice, ¢ je pfimka y = —1
a X = (sin(2¢), cos(2¢)) je pohyblivy bod. Vs§imni si, Ze je tam opravdu 2¢p, protoZe to je stfedovy
thel a ¢ bereme z obvodu. Poté vzdélenost X od t je 14cos(2¢), chceme tedy ukéazat, ze odmocnina
z tohoto vyrazu (se znaménkem) je vlna. K tomu vyuZijeme cvigeni 31, podle kterého plati

1+ cos(2¢) = cos (¢ — ) + cos (¢ + @) = 2cos ()2 O

Uloha 99. Je dan rovnostranny trojuhelnik se stranami a, b, c¢. Kruznice vepsana se dotyka b
v bodé E a ¢ v bodé F. Na jejim kratsim oblouku EF' lezi bod X. Dokaz, ze

VIXb + V[Xc = V[ Xal.

Pokud Ti nas vybér uloh na vlny nestacil, mizes si jednoduse vymyslet své. Muzes si pro tlohy
z uvodu sekce rovnani vin najit analogie s kruznici vepsanou nebo studovat pohyblivé tecny. To uz
ponechame Tvé predstavivosti.

Zavérem

Schazime se u konce prvniho dilu letosniho serialu. Jiz obratné umime pracovat s kartézskymi
soufadnicemi, spocitat libovolné délky v trojuhelniku a na dovolené u mote jsme zjistili, zZe mnohé
délky na kruznice jsou jenom vlny. Dékujeme Ti, ze jsi se docetl(a) az sem.

Pokud Ti cokoliv nebylo jasné, urcité se néas zeptej na mailu nebo v chatu. Radi Ti pomuzeme.
A neboj, nepotiebujes mit propoc¢itané kazdé cviceni a kazdou tlohu na to, abys vyftesil(a) néjakou
tu soutézni tlohu. Proto sméle do FeSeni t¥i soutéznich uloh :)

V pristich dilech se podivime na metody, které jsou na moderni olympiadni tlohy jako usité —
druhy dil seridlu nas zavede do Gaussovy roviny k vybéhu komplexnich ¢isel. Tésime se na opétovné
setkani tam. Do té doby Ti prejeme, at se dafi!
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Navody k Gloham a cvicenim

12. Doplii na &tverec (tverce).

17. Body v roviné tvofi rovnobéznik, pravé pokud maji uhlopricky stejny stied.
21. Pravouhly trojahelnik.

23. Témér to plyne z linearity mocnosti, akorat si musi§ rozmyslet, pro¢ neni rozdil mocnosti
konstantni a pro¢ je potom takova pfimka kolma na spojnici stredu.

37. Pouzij sinovou vétu pro pét trojihelnikt a vynasob spolu poméry.

39. Pouzij sinovou vétu v trojuhelnicich ABK a ACK. Alternativné pracuj s bodem M’ na BC
takovym, ze <KAB = <CAM’.

42. Rozmysli si, ze trojuhelniky ABC a BHC maji stejny polomér kruznice opsané. Pak aplikuj
rozsifenou sinovou vétu.

43. Rovnost |O1B| = |O2C| dokaz pomoci sinové véty a zbytek vyuahli.

44. Pro M stied HFE pouzij sinovou vétu v trojuhelnicich AHM a EF M, sta¢i Ti dokdzat rovnost
uhli. Vyuzij své syntetické schopnosti.

45. Pracuj s koeficientem podobnosti trojuhelniki BDF a CDE. Pouzij sinovou vétu.

46. Spocitej délky teCen z vrcholi ABC k jednotlivym kruznicim. Odecitej od obsahu celého
ANABC.

49. Vyjadii thlopficky z kosinové véty. Co spliuji cos(ar) a cos(180° — a)?
50. Napis si vztahy pro zbylé dvé strany do rovnic, aby tam nefigurovala thlopticka. Zjednodusuj.

51. Vyjadii jeden thel ze sinové i kosinové véty a dosad do goniometrické jednicky. Vyjde to

abc abc
Vatbtro(—a+b+c)a—bro)latb—c) V2a2b2 + 2622 + 2c2a2 — af —bF — F

52. Pouzij Pythagorovu vétu a kosinovou vétu. Délky ID a IE jsou jen mlha.

55. Pomoci Stewartovy véty najdi kvadratickou rovnici pro |DB| a ukaz, Ze tato rovnice mé
dvojnasobny kofen.

56. Zvol si dva body A, B v roviné a pouzij Stewartovu vétu v trojahelnicich O1AB a O2AB.

72. Kdyz rovnost pronasobis jmenovateli a pfevedes na jednu stranu, vyjde T1i vina, kterou hledas.
|AC|, |BC| jsou konstanty.

73. TTi body nech pevné a jednim hybej.

76. Najdi, kde maji Citatel i jmenovatel nulu. Nezapomen, ze vzdalenosti méni znaménka.

77. Naproti maximu je nula.

78. Preusporadej vyraz tak, aby mély viny v jednom zlomku nulu na stejném misté. Pak najdi
zvlastni body.

79. Domysli si rovnostranny trojuhelnik a pocitej jako v tvodnim prikladu 57.

80. KL =KS — LS. Prislusné vlny maji stejnou nulu.

81. Do vlny zahrn vSechny tfi kruznice. Za zvlastni pripady vezmi tecny.

82. Kdyz znas dva poméry, umis uz sestrojit nulovou lineadrni kombinaci.

85. Maximum nastava o 90° od nuly. Co znamend v praxi nula? Ostrotihlost pomuze s vybérem
ze dvou moznosti.

91. Nejprve si definuj pohyblivou doty¢nou kruznici a pak dokazuj stredy.

92. Dokaz ulohu ve specialnich bodech. Hledej v Gloze chordaly.
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93. Na kruznici je toho hodné, potfebujes spravné vybrat, na co se nejdfiv zamérit. Pak teprv
fes zvlastni body.

95. Ukaz, ze je pomér pevny, kdyz se hybe b. Za zvlastni pfipad vezmi, kdyz jsou A, B naproti
sob€ a trochu si zapocitej. Pomuze Ti zmenseni jako v pfedchozim tvrzeni.

96. Ve zvlastnich pfipadech bodu X pouzij pfedchozi tvrzeni 95. Bod je kruznice s nulovym
polomérem.

Reseni cviceni

12. Rovnici ,doplnime na ¢tverec“, tedy prepiseme do tvaru

—c 2+ —d\?2 02+d2 o
T — — -—— ) - [—4+——-¢]=0.
2 L 4

Pokud je posledni zévorka kladné, mtzeme ji zapsat jako r2 pro néjaké » a mame rovnici kruznice se
stfedem (—c/2, —d/2) a polomérem r. Pokud je nulové, dostaneme kruznici s nulovym polomérem,
tedy bod (rovnice bude splnéna jen v bodé (—c¢/2, —d/2)). Pokud je zaporna, ma byt nulovy soucet
dvou druhych mocnin a kladného ¢&isla, coz se nemuze stat, takze pak to urcuje prazdnou mnozinu.
20. (z —20)? + (y — vo0)? je druhd mocnina vzdélenosti bodu od stfedu. TakZe se vyraz rovna
mocnosti z definice.

21. Oznac¢me bod doteku T a stfed w O. Trojuhelnik OT' P ma u T pravy thel. Takze z Pytha-
gorovy véty |TP|? = |OP|? — |OT|?, co# je, jelikoz je |OT| polomér, z definice mocnost bodu P ke
kruznici w. Mame tedy |TP|? = p(P,w), odmocnéni dostaneme |TP| = /p(P,w).

23. D4 se to dokdzat z linearity mocnosti tak, ze si uvédomime, Ze (naptiklad) v priseéicich
spojnice stfedi s jednou kruznici je rozdil mocnosti rizny, takze neni konstantni. Z toho plyne, ze
mnozina bodt, kde je rozdil nulovy, je pfimka (a ne prazdnd mnozina nebo celd rovina). Kdyz tlohu
vyzrcadlime podle spojnice stfedii, nezméni se, z této symetrie musi byt tato pfimka na spojnici
kolma.

Alternativné se to d4 pfimo dopoéitat. Ozna¢me Oj, Og stiedy kruZnic wi a wa a zavedme
soufadnou soustavu tak, ze O1 = (0,0) a O2 = (0,1). V této soufadné soustavé maji tyto kruznice
poloméry po fadé r1, r2.

Dokazujeme tvrzeni ohledné rozdilu mocnosti, proto rovnice ziskané ve cviceni 20 od sebe ode-
Cteme:

p(P,w1) = p(Pw2) = (= 0)* + (y = 0)* —r{ — (z — 0)> — (y — 1)* + 13,
p(P,wi) — p(Pywa) = 2y 413 —1 — 712,
Mnozina bodi, kde je tato funkce konstantni, je tvaru y = C, tedy pfimky kolmé na osu y.

31. Pouzijeme souctové vzorce pro kosinus, to ndm diky vlastnostem z predchoziho tvrzeni dava
cos(a — B) + cos(a + B) = cosacos B + sinasin 8 + cosacos 8 — sinasin 8 = 2 cos a cos .

Podobné ziskdme 2 sin asin 8 = cos(a — 8) — cos(a + B).
48. Polozme trojuhelnik ABC do kartézské soustavy soufadnic tak, ze A = (0,0), B lezi na kladné
poloose z a strana b ma délku 1. Tedy B = (c,0) a C = (u,v) tak, ze u? + v = 1.

Pak cos(a) = u. Snadno spocitame

b2 +c? —2bccosa =ul + 02+ —2Vu2 +02 - c-u=u?+ 02+ —2cu = (c—u)? +v%=d%

49. Oznac¢me vrcholy rovnobéznika A, B, C, D, délky stran a = |AB| = |CD| ab = |BC| = |DA]|,
ahlopficky e = |[AC| a f = |BD| a thel a = |<DAB)|. Vime, ze |[<ABC/| = 180° — a. Kosinové véty
v trojahelnicich DAB a ABC nam daji
2 =a?+b% — 2abcos(a),
e? = a2 + b2 — 2abcos(180° — ).
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Vime, ze cos(180° — a) = — cos(a), takze souctem rovnosti ziskdme
62+f2:a2+b2+a2+b2,
coz jsme méli dokazat.

2, 2 2
51. Sinova véta nam tika, ze plati sina = 27‘1 a kosinova véta tvrdi coso = e =a” Tyto dva

2b
vztahy dosadime do goniometrické jednicky: ‘
20\ 2 b2 2 2\ 2
1 =sin? a + cos? a = (—a> + <u> .
r 2bc
Z tohoto vztahu vyjadiime r a vyjde dokazovany tvar.
56. Oznacme O1, O2 a 71, r2 po fadé poloméry kruznic wi a ws. Dale uvazme dva body A, B
tak, Ze AB =1 a na pfimce AB bod C tak, ze CB = k. Podle Stewartovy véty plati
k(1 — k)4 |01C|? = k|AO1|> + (1 — k)| BO1|%.
Obou stran odetteme r? = kr? + (1 — k)r? a ziskdme pro mocnosti vztah
k(1 — k) +]01C° —rf = k(JAO1|* = r}) + (1 — k)(|BO1|* — 1),

coz prepiSseme pomoci mocnosti pfislusnych bodu na

k(L= k) + p(C,w1) = kp(A,w1) + (1 — k)p(B,w1)-
Analogicky vztah napiSeme pro kruznici wa:

k(1 —k)+ p(C,w2) = kp(A,w2) + (1 — k)p(B,w2).
Rozdilem téchto dvou rovnic ziskdme

p(C,w1) = p(C,w2) = k(p(A,w1) — p(A,w2)) + (1 — k)(p(B,w1) — p(B, w2)).

Jinak feceno, f(C) = kf(A) + (1 — k) f(B). To plati pro libovolné body A, B, C' na pfimce, proto
je f linearni.
77. Jelikoz je p konstanta, je p- XA+ X B s pohyblivym bodem X vlna. Orientujeme vzdalenosti
tak, aby v tom bodé X, kde je p - | X A| + |X B| nejvyssi, bylo XA i XB kladné. Pak ma v tom
bodé vlna p - X A + X B nejvétsi hodnotu a pfimo naproti, v bodé Y, je tudiz nulova. Dostavame

tak p- YA+ Y B = 0. Aby byl soucet nulovy, musi byt jeden ¢len kladny a druhy stejné velky a
zaporny, plati tak v absolutnich hodnotéch p - |Y A| = |Y B].

95. Predstavme si, Zze je B pohyblivy bod a b je tedy pohybliva kruznice s (prozatim) pevnym
polomérem. Pomér délek tecen je konstantni, protoze obé vilny maji nulu pii B = A. Nezavisi tak na
bodu doteku a staéi se zaméFfit na jednu polohu bodu B (kromé B = A) a ménit polomér kruznice
b. Uvazme tedy B pfimo naproti A.

Oznacme r1, r2, s poloméry kruznic a1, a2, b a r polomér k. Stejné jako v predchozim tvr-
zeni povazujme polomér kruznice, pokud se dotyka k zevné, za zaporny. Také analogicky uvazime
vSechny kruznice zmensené o s, uz vime, ze délky tecen se nezméni. Oznac¢me tyto kruznice po fadé
k', al, ab, b'. Kruznice b’ je pak jediny bod, takze mizeme pocitat délku teény pomoci mocnosti:

t_ p(b',a}) _ (2(r —s) — (r1 — 8))2 — (r1 — 5)2 _ 4(r —s)(r — 1) _ [r=n
t2 \/P(b/valz) \/(2(7"_5) —(ra—15))2—(r2—s)2 \/4(r—s)(r—r2) r—1ry

Hledany pomér tedy nezavisi ani na poloméru kruznice b.

96. Oznacme tzy délku spolecné tecny kruznic x a y. Uvazme bod X v bodé doteku kruznice b
s kruznici opsanou. V tomto pfipadé je t, = 0, takze plati t, = t¢, jak jsme ve cviceni dokazali.
Podle cviceni 95 plati

tha _ toe

ta  te’
kde X povazujeme za kruznici s nulovym polomérem. Ziskame tak tp, = tp.. Analogicky, je-li X

v bodé doteku ¢, ziskdme tqq = top. Tim méame hotovo.
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