Analyticka geometrie | — Do hlubin goniometrie

Mily ptiteli,

v rukou drzi$ a nebo na Tvém monitoru sviti zbrusu novy matematicky seridl. Letos se budeme
zabyvat FeSenim klasickych geometrickych tloh pomoci vypocetnich metod. Nasim cilem je zde
rozsirit Tvou zésobu trikti — uzivani podobnosti, hledani Ghlt, dokreslovani novych bodd — o par
novych pocetnich kousku, které Ti, véfime, budou dobfe slouzit.

Provedeme T€ leckterymi technikami analytické geometrie a ukazeme si, Ze i kdyz jde o geo-
metrii, mizeme v tlohach mnohé pocitat a skutecné budeme pocitat tlohy od lehkych az po ty
ponékud komplexnéjsi.

Serial pro Tebe letos pisi Zdenék Pezlar a Matous Safranek. Kdybys mél(a) jakékoli nejasnosti,
nevédél(a) si rady s ulohou nebo mél(a) touhu si postézovat, nevahej nas kontaktovat na mailech
zdendapezlar@seznam.cz a matous.safranek@gmail.com nebo se zeptat na PraSec¢im chatu. Stejné
tak se radi doslechneme, kdyz néjakou tlohu vyfesis lépe nez my. Prejeme pfijemné poéitani :)

Pocitani je fajn, ale... aneb jak pracovat se seridlem

V tomto dile seridlu postupné budujeme teorii, kterou zakladame na znalosti goniometrickych
funkci, i ty si ale znovu pfedstavime. K pochopeni seridlu tedy nepotiebujes zadné specialni znalosti.

Tento text Ti doporucujeme ¢ist pomalu, kreslit si, pocitat a rozmyslet si, ze tvrzeni, ktera Ti
predstavime, opravdu plati. K diikaziim nepfistupuj jako ke svatym textim, ale snaz se o jejich plné
pochopeni, aby sis ze svého ¢teni odnesl(a) co nejvice. Diikazy nékterych tvrzeni ob&as vyuzivaji
triky, zkus si ale pfed pfectenim diikazu tvrzeni dokdzat sdm(sama).

V textu na Tebe cekaji razné véty, ulohy, piiklady a cviceni. ,,Priklady“ jsou zpravidla tlohy,
které hezky ilustruji princip, o kterém se bavime. ,Cviceni“ a ,ulohy“ jsou tu pro Tebe, aby
sis vyzkousel(a) praci s nové nabytymi znalostmi. Cviceni ¢asto pfedstavuji jednoduché dusledky
probiranych tvrzeni a jejich Feseni najdes na konci serialu. Ulohy mohou byt t&7$i a jejich feseni
neni potieba ke ¢teni textu — pokud si s néjakou nevis rady, s klidem se k ni vrat pozdéji. U cviceni
Ti doporucujeme si precist Feseni. K tloham i cvicenim kazdopadné najdes na poslednich stranach
napovédy.

Konecné se pobavme o samotné matematické strance seridlu. Je dulezité si uvédomit, ze ana-
lytické metody jsou jenom to — metody! Neni to prevratny pohled na geometrii, ktery Ti umozni
snadno vyftesit vSechny tlohy. Proto az budes mit cely papir popsany tpravami vyrazu, prosime
Té, zadrz. Mozna je lepsi zacit jinou metodou. ..

Aby ses naucil(a), které vypocty miizou vést k vysledku, je tu pro Tebe tento serial. Nechceme
Ti pfedepisovat jediny postup, at Té& pfi feSeni tllohy napadne jakykoli zptsob poéitani, klidné si
ho zkus, sdm(sama) a zjistis, zda vede k cili. Postupem ¢asu si vypracujes oko a snadno poznas,
kdy uz uloha pujde snadno dokoncit vypoctem. Pokud mas ambice uspét v olympiadé, pecuj i o své
schopnosti Fesit tlohu synteticky.



U kazdé ulohy, kterou budes fesit, se pozastav a zamysli se, jestli opravdu déva smysl alohu
poéitat. Do bitvy s tilohou se pust s pldnem a virou, Ze konec lezi v dohlednu. Tento pohled plati
dvakrat na ostré soutézi — mas na vyfreSeni t¥i tloh jen malo ¢asu, nemarni cenné minuty!

Rozhodnes se tedy s ¢istou mysli néjakou z technik pouzit. Jak ale feseni sepsat? V tomto i
dalsich dilech budujeme teoreticky zaklad jistych technik. Pokud néjakou z nich vytédhnes na soutézi,
bud opatrny (opatrnd) — rtzni opravovatelé berou rizné poznatky za ziejmé. U pokroéilejsich a
méné znamych technik si zvykni odkazovat se na konkrétni tvrzeni z clanka a nebo dokazovat
potfebnd tvrzeni na konci svého feSeni. Specialné, obsah sekce rovnani vln dle naSich nejlepsich
védomosti nebyl zatim popsan, proc¢ez doporucujeme pfi jeho pripadném pouziti odkazat pfimo na
tento serial.

Vymitani absolutnich hodnot

V klasické geometrii bereme vzdalenosti pfirozené jenom nezaporné, ale pfi pocitani nam absolutni
hodnoty spi§ zavaii. Napiiklad lezi-li na pfimce body A, B, C a vime-li, ze |AB| = 2 a |BC| = 1,
kolik je |AC|? Jelikoz v tlohach nechceme Fesit, kterd ze dvou mnoznosti zrovna nastane, zavedeme
si veli¢iny se znaménkem.

Na pfimce rozlisime dva sméry, totiz ,sméry, kterymi ji mtZzeme kreslit“.

Definice 1. Orientovand primka je ptimka, jiz jeden smér oznacime za kladny.

Definice 2. Orientovand vzddlenost AB mezi dvéma body A, B na (orientované) pfimce je
v absolutni hodnoté rovna bézné vzdélenosti |AB| a mé kladné znaménko, pokud lezi B v kladném
sméru od A, jinak ma zadporné znaménko.

AB > 0,AC <0

Pokud si za pfimku predstavis§ ¢iselnou osu, kde body odpovidaji redlnym ¢&isliim, je orientovand
vzdalenost bodu y od bodu z rovna y — z, kdezto absolutni vzdalenost je |y — z|. Pokud zapiseme
zﬁ, myslime tim pifimku AB orientovanou tak, aby byla vzdalenost AB kladna. Casto vsak na
konkrétni orientaci nezalezi. Nasledujici pozorovani je klicovou vlastnosti orientovanych délek. Diky
orientovanym délkam totiz nemusime fesit, v jakém poradi body na piimce lezi.

Pozorovani 8. Pro body A, B, C na piimce plati AB + BC = AC. Specialné AB = —BA.
Definice 4. Orientovanym tihlem <(p, q) mezi dvéma orientovanymi pfimkami p, ¢ myslime thel,

o ktery musime otocit p, aby byla rovnobézna s ¢ a méla stejnou orientaci. Pfitom se otoceni jednim
smérem (typicky proti sméru hodinovych rucicek) povazuje za otoceni o kladny thel a druhym

smérem o zaporny. Orientovanym thlem mezi tfemi body <BAC myslime <I(ﬁ, ﬁ)

Orientovany thel je uréen jednozna¢né az na nasobek 360°.1 Vsimni si nasledujici kli¢ové vlast-
nosti orientovanych uhld, kterd nezavisi na vzajemné poloze primek.

Pozorovani 5. Pro orientované pfimky a, b, ¢ plati <(a, b)+<1(b, ¢) = <(a, ¢). Specialné <((a, b) =
—<(b, a).

Pogzor, v riznych zdrojich se miizes docist o ,orientovaném thlu modulo 180°¢, kde je tihel
urcen az na nasobek 180° a ma jiné vlastnosti.



Kromé vyse zminénych miuzeme mérit jesté vzdalenost bodu od pfimky. Tou rozumime vzdale-
nost bodu od paty kolmice z néj. Jelikoz jsou vSechny kolmice rovnobézné, mizeme kazdou orien-
tovat stejné a tim definovat orientovanou vzdélenost bodu od ptfimky. Orientaci kolmic muze byt
potieba urcit, pokud na ni zalezi.

Definice 6. Dejme kazdé kolmici k p¥imce p stejnou orientaci. Vedme bodem B kolmici k p
a jeji patu (prisecik s p) oznaéme Bg. Orientovanou vzddlenosti Bp bodu B od piimky p myslime
orientovanou vzdalenost BgB.

Kartézské souradnice

Kartézské souradnice jsou dost mozna to, co ze skoly znas pod pojmem ,analytickd geometrie®.
Ackoliv jsou kartézské soufadnice v mnoha ohledech nejpfirozenéjsi, v klasickych olympiadnich
tlohéch s nimi tolik nezabodujes, protoze se vyrazy rychle protdhnou. Mizou se ale hodit na tlohy

Definice 7. Necht jsou osa = a osa y dvé kolmé primky. Kartézské soufadnice bodu jsou ¢isla
z,y, kde = je jeho orientovand vzdéalenost od osy y a y je jeho orientovand vzdalenost od osy z.
Bod zadany v kartézskych soufadnicich zna¢ime (z,y).

Pruseciku os fikdme pocéatek (pocatek soustavy soufadnic) a znacime jej O. Osadm bézné pii-
fazujeme orientaci takovou, aby méla osa x stejnou orientaci jako vzdalenost od osy y a naopak?.
Uhly poéitame tak, aby <(osa z,0sa y) = 90° (a ne —90°).

Tvrzeni 8. (Rovnice pfimky) Pfimka se dd vyjadrit jako mnozina bodu spliiujicich ax+by+c =0
pro néjaké konstanty a, b, c.

Naopak pro kazdou trojici ¢isel a, b, ¢, kde aspon jedno z a, b neni nulové, je ax +by +¢c =10
rovnice piimky.

Definice 9. O funkci, kterd pfitazuje bodu v roviné realné ¢islo, fekneme, ze je linedrni, pokud
se da vyjadiit ve tvaru f(z,y) = ax + by + c.

Vzdalenosti v kartézskych souradnicich umime vyjadfit presné. Nasledujici formule si zkus do-

kazat, bude se hodit Pythagorova véta.

Tvrzeni 10. Budte p : ax + by + ¢ = 0 dand pfimka a X = (zo,y0) bod v roviné. Poté je
orientovana vzdalenost Xp rovna
azo + byo + ¢

VT + 52

Tvrzeni 11. (Rovnice kruznice) Kruznice se da vyjadrit jako mnozina bodi spliiujicich
(@ —20)” + (y —90)* —r? =0,

kde x0, yo jsou souradnice stiedu a r je polomér.

Kazdou rovnici kruznice mizeme roznasobit do tvaru z2 + y2 + cx + dy + e = 0 pro néjaké
konstanty ¢, d, e. A naopak?
Cviéeni 12. Mnozina bodu spliujicich x2 4+ y2 + cx + dy + e = 0 pro néjaké konstanty ¢, d, e je
kruznice, bod, anebo prazdnd mnozina.

Rozmysli si, jak budou vypadat priseéiky pfimek a kruznic. Kdy se dvé pfimky neprotinaji? Jak
spocéitat pruseciky dvou kruznic nebo kruznice a pfimky? Pro soufadnice prusecikt ziskds jenom

2Tedy tak, aby pro bod X na ose z mély vzdalenost OX a vzdalenost X od osy y stejné
znaménko.



soustavu rovnic, kterou muzes resit naptiklad dosazovanim nebo vhodnym séitdnim a odeéitdnim
rovnic.

Ted si ukdZzeme pFimodcarou aplikaci kartézskych soufadnic v geometrické tloze. V praxi, pokud
bys pouzil(a) kartézské soufadnice v olympiadni tloze, pravdépodobné si budes muset s konfiguraci
vice pohrat — naptiklad redukovat tlohu na tvrzeni, které jde spocitat snadno.

Piiklad 13. Bud ABCD ctverec se stranou délky 8. Oznaéme M stied BC, O stfed kruznice w
opsané trojuhelniku M AD a X druhy pruseéik této kruznice s pfimkou AB. Pfimky AM a XO se

protinaji v Y. Urcete délku OY. (PuMAC 2016)
D C
o M
3
Y
B
A X

Reseni. V uloze mame dany ¢tverec a jedinou kruznici. Kazdy objekt v zadani bychom lehce
spocitali, coz navadi na pouziti kartézskych soufadnic. Zavedme soustavu soufadnic tak, ze A =
(0,0), B=(8,0), C =(8,8) a D= (0,8), bod M mé pak souradnice (8,4). Nyni spoc¢teme rovnici
w. Diky symetrii okolo pfimky y = 4 lezi jeji stfed na této p¥imce — at je to bod O = (¢,4). Potom
vzdalenosti bodu O od bodii A a M musi byt shodné

Vit2 4+ 15 =|0A| =|OM| = |t — 8|,

coz dava t = 3 a tedy O = (3,4). Polomér kruZnice je v/32 + 42 = 5. KruZnice opsand M AD méa
tedy tvar (z — 3)2 4 (y — 4)2 = 25. Jeji pruseciky s pfimkou AB nalezneme jednoduse dosazenim
rovnice této p¥imky, y = 0. Pruseciky tak spliiuji (z — 3)2 + 16 = 25, tedy = € {0,6}. Bod X # A
ma tak soutadnice (6,0). Nyni spoéitdme rovnici pfimky AM. Dosazenim soutfadnic téchto bodi
do obecného tvaru pfimky az + by + ¢ = 0 snadno najdeme, Ze rovnice pfimky je x = 2y. Spocitame
téz, ze rovnice pfimky XO je 4z + 3y = 24. Soufadnice bodu Y ziskdme vyfeSenim této soustavy
rovnic, dosazenim ziskame z = % ay= %, tj. Y = (%, %) Koneéné, délku OY spocitame jako
VB8 - =1

Uloha 14. Pro body A, B, C, D v roviné dokaz, ze AC L BD nastane pravé tehdy, pokud plati
|AB|? + |CD|? = |AD|? + |BC|?.

Uloha 15. (Rovnobéznikové pravidlo) Dokaz, ze soudet étvercit délek stran daného rovnobézniku
je roven souctu ctvercu délek jeho uhlopricek.

Uloha 16. V trojuhelniku ABC ozna¢me D, E, F po fadé sttedy useéek AB, BC a AD. Dokaz,

ze pfimka C'D pili use¢ku EF. (Skolni kolo MO C 2019)

Uloha 17. Na strané AB rovnobéznika ABCD, v némz |AB| = 1, jsou zvoleny body K a L tak,

ze |BK| = % a|BL| = é Na strané C'D jsou zvoleny body P a Q tak, ze |[CP| = % a|CQ| = %

Prisecik pfimek LD a K P oznaéme X, prusecik pifimek BD a L@ ozna¢me Y. Dokaz, ze pfimka

XY puli stranu BC. (Krajské kolo MO C 2019)
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Uloha 18. Bud AB priumér kruznice s polomérem 5v/2. Déle bud C'D tétiva této kruznice, ktera
protind AB v bodé E spliujicim |BE| = 2/5 a <AEC = 45°. Uréi |CE|? + |DE|?.
(AMC 12 2020)

Kartézskymi soufadnicemi samotnymi se nebudeme prili§ zabyvat, ukaZeme si ale jednu rozto-
milou skutecnost, ktera plyne z jejich zdkladnich vlastnosti.

Mocnost bodu ke kruZznici

Definice 19. Bud w kruZnice se stfedem O a polomérem r a P bod v roviné. Potom definujeme
mocnost bodu P k w jako p(P,w) = |OP|? — r2.

Cviéeni 20. Necht ma w rovnici (z — x0)2 + (y — yo)2 — 72 = 0. Pak je mocnost bodu (z,y) k ni
rovna pravé (z — x0)2 + (y — yo)? — 2.

Cviéeni 21. Bud w kruznice a bod P mimo ni. Délka teény z P k w (minéno od P k bodu doteku)
je p(P,w).
Véta 22. (Linearita mocnosti) Uvazme v roviné dvé kruznice w1, wa. Poté funkce bodu roviny
F(P) = p(P,w1) — p(P,w2)

je linearni.
Dikaz. Podle cvi¢eni 20 mizeme mocnosti vyjadfit ve tvaru

p(Pw1) = 2% +y* + c1z + d1y + e,

p(P,ws) = 2% + 9 + cow + day + ez,
kde jsme rovnice rovnou roznasobili. Jejich rozdil je pak

(e1 — cz)l‘ + (d1 —d2)y + e1 — ez,

coz je linearni. O

Cviceni 23. Jsou dény dvé nesoustiedné kruznice w1, wa. Dokaz, Ze mnozina bodu, jejichz rozdil
mocnosti p(P,w1) — p(P,w2) je konstantni, je pfimka kolm4 na spojnici stiedu.

Priklad 24. Jsou dany dvé kruznice wi, wa. Dokaz, ze mnozina bodd, jejichz podil mocnosti

ZE}P)’E; je konstantni, je kruznice, prazdna mnozina, primka nebo bod.
Dikaz. Hleddme mnozinu % = k pro danou konstantu k. Pro k = 1 uz vime, ze vyjde

primka, pro zbyld k dokdzeme, ze ndm vyjde kruznice.
Zavedme nyni libovolné kartézské soufadnice s tim, Zze bod P ma soufadnice (z,y). Jak vime ze
cviceni 20, existuji konstanty c¢;, d; a e; takové, ze mocnosti bodu P k témto kruznicim jsou

p(Pwr) =2 +9° + iz + diy + e1,
p(P,w2) = 2% + 4% + cox + doy + e2.

Mnozina bodt spliujicich p(P,w1) = kp(P,w2) je
0=p(P,w1) —k-p(Pws) = (1 —k)x?+ (1 —k)y? + (c1 — kea)z + (d1 — kd2)y + (e1 — kea).

To je po vydéleni 1 — k # 0 rovnice kruznice. Muze to ovsem byt bod nebo prazdni mnozina. O

Definice 25. Mnozinu bodu, které maji ke dvéma danym kruznicim k, ¢ stejnou mocnost, na-
zveme chorddlou.



Pozorovani 26. Pokud se kruznice protinaji, prochazi chordéla jejich pruseciky.

Uloha 27. (Potenéni stied) Jsou dané tii kruznice k, £, m s navzajem rtznymi stfedy. Dokaz, Ze
t¥i jejich chorddly jsou bud vsechny rovnobézné, nebo prochazeji jednim bodem.

Dokazali jsme, ze rozdil mocnosti bodu ke dvéma kruznicim je linedrni zobrazeni. Pro vice uloh
vyuzivajici tuto techniku Té odkazeme na |https://prase.cz/library/LinearitaRQO/LinearitaRO.pd}.

Uloha 28. Kruznice k, £ se dotykaji zevné v bodé S. Piimka skrz S protne k znovu v bodé K
a ¢ znovu v bodé L. Dokaz, ze podil délky teény z K k ¢ a délky tec¢ny z L ke k nezavisi na volbé
primky.

Goniometrie z rychliku

Goniometrické funkce jsou funkce, které popisuji vztahy mezi délkami stran pravoihlého trojahel-
nika a velikostmi jeho thla. S nimi ses bud setkal(a), nebo se setkds na stfedni skole. Nebudeme se
jimi prilis zabyvat, ale budeme je potfebovat k pocitani. Jestlize Ti nepostaci nasledujici stru¢ny
uvod, muzeme Ti doporuéit dobry tvodni text do goniometrickych funkci, ktery se nachazi na
lhttps://prase.cz/library/GoniometrieMB/GoniometrieMB.pdf.

Definice 29. Bud O bod (0,0), X bod (1,0) a j takzvana jednotkovd kruznice s rovnici

22 +y? =1,

tedy kruZnice se stfedem O prochdzejici bodem P. Pro dany (orientovany) dhel a najdeme na
kruznici j bod A takovy, ze <XOA = «a. Jeho soutadnice x,y pak v tomto poradi oznadime jako
kosinus, respektive sinus thlu «. Znaéime je cos(a) a sin(a).

cos(f) <0

Rozmysli si, ze jsme definovali sinus a kosinus v souladu s tim, jak je znas v pravouhlém
trojuhelniku. K tomu muzeme pfidat orientaci — jsou-li strany trojuhelnika orientovany tak, ze
<(AB, BC) =90°, plati BC = AC'sin(<t((AB, AC)) a AB = AC cos(<((AB, AC)).

Tvrzeni 30. Pfipomenme zde zdkladni vlastnosti goniometrickych funkci, které budeme vyuzivat.
Zde uvazujeme «, [ jako libovolné orientované tihly.
(1) sin(a) = cos(90° — «).
(2) sina = sin 3, pravé pokud plati o — 8 = 2km pro pfirozené k a nebo o+ 8 = km pro k
liché.
(3) (souctovy vzorec pro sinus) sin(a + ) = sinacos 8 + sin 8 cos ..
(4) (souctovy vzorec pro kosinus) cos(a + ) = cos acos 3 — sin asin 3.
(5) sina = —sin(—a) a cosa = cos(—a).
(6) (goniometricka jednicka) sin? a 4 cos? o = 1. Naopak pro kazda a, b spliujici a® 4+ b = 1
existuje a takové, ze sin(a) = a, cos(a) = b.
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Dikaz. Tvrzeni jsou zndma a vétSinou jednoduchd, uvedme dtkaz pouze bodum (3) a (4), tak-
zvanym souctovym vzorcim. Uvazme konfiguraci jako na obrazku.

A C
1 Q@ D
B
5
«
0 Ay By IX

Diilkaz udélame plné orientované, coz muze vypadat slozité, ale zato bude platit ve vsech konfigu-
racich. Mame tedy orientace O)_§1 , OD, @K Kolmicim dame pfirozené orientaci takovou, aby

<(0X, ApA) = <(0OX, BoB) = <(OD, BA) = 90°.
Potom plati i se znaménkem

ApA = OA -sin(a + ) = sin(a + 8),
BA = OA -sin(B) = sin(f8),
OB = OA - cos(f3) = cos(B),
BoB = OB - sin(a) = cos(f) - sin(«).
Dale si uvédomime, ze

<(BC,BA) = <(BC,0X) 4+ <(0X,0D) + <(OD, BA) = —90° + a + 90° = a,

a z toho dostaneme
BC = BA - cos(a) = sin(f) - cos(a).

Z obdélniku AgAC By je ale patrné, ze AgA = BoB + BC, coz muZeme piepsat na
sin(a + 8) = cos(B) - sin(«) + sin(B) - cos(a).
Souctovy vzorec pro kosinus uz ziskdme snadno pomoci ostatnich vlastnosti:
cos(a + B) = sin(90° — a — B) = sin(90° — a) cos(B) + cos(90° — a) sin(—fB) =
= cos(a) cos(B) — sin(«) sin(B). O
Cviceni 31. Dokaz, ze pro libovolné orientované uhly «, 8 plati
2 cosacos 8 = cos(a — B) + cos(a + B).

Rozmysli si, jak bude vypadat podobny vztah pro sinus.

Umluva 32. V trojuhelniku ABC znadime a, b, ¢ délky stran BC, AC a AB. Dale znaéime a,
B, 7 velikosti thlt <BAC, <CBA a <ACB. Obsah trojihelnika XY Z znacime [XY Z].

Véta 33. Pro obsah trojuhelnika ABC' plati [ABC] = %bc sin o
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Dikaz. Je znamy fakt, Ze je obsah trojuhelnika roven poloviné soucinu délky strany a vysky
na ni kolmé. Oznaéme tak v vysku z bodu B a D patu v na AC. Pak BD = csina a tudiz
[ABC] = %b -BD = %bcsina. O

Uloha 34. Urdi pomér, ve kterém déli vyska protéjsi stranu jen pomoci stran a délek v trojihel-
niku. Zkus najit jedno vyjadfeni pro ostrothlé i pro tupouhlé trojuhelniky.

Pocitani délek

Pri praci s délkami trojuhelnika T'voje prvni myslenka urcité padne na podobnost a shodnost. Ty se
uci na kazdém gymnaziu a ¢asto je vyuzijes v matematické olympiadé. Jak nam pfi praci s délkami
pomohou goniometrické funkce?

Sinova véta

V pravothlém trojihelniku nam davaji siny a kosiny vztahy mezi délkami stran a thly. Nyni si
predstavime trochu obecnéjsi vztah, ktery ndm poslouzi v libovolném trojahelniku, sinovou vétu.
Dokazeme ji jak jinak, nez pomoci pravouhlych trojihelnika.

Véta 35. (Rozsifend sinovd) V trojiuhelniku ABC s polomérem r kruznice opsané plati
a b c

n = — = — = 2r.
sina  sinf8  sinvy

Drikaz. Diky symetrii znéni véty ndm staci ukézat rovnost 2— = 2r, zbytek plyne z cyklického
argumentu. Tento tvar nam ale rovnou napovida, jak jej dokazat. Nejprve si rozmysli, ze v pripadé,

ze uhel a je pravy, je tvrzeni trividlni, proto tento pfipad dale nebudeme uvazovat.

Dokresleme bod B’ na kruznici opsané naproti B. Potom ndm vznik4 pravouhly trojihelnik
BB'C s pfeponou BB’ délky 2r a odvésnou BC délky a. Obvodovy tthel <BB’C je roven bud
a, nebo 180° — a, podle toho, na kterém oblouku kruznice lezi. Siny téchto dvou hli jsou ovSem

stejné, ziskavame tak sina = %T, coZ jsme presné chtéli. O

Ukazme typicky priklad vyuziti sinové véty v olympiddni tloze. V konfiguraci dostaneme dva
trojuhelniky, jejichz thly budou bud shodné, nebo vzajemné dopliiky. Pomoci sinové véty pak
dokazeme vztah mezi délkami v trojihelniku — vétu o ose whlu.

Piiklad 36. V trojuhelniku ABC ozna¢me D prusecik osy thlu z vrcholu A se stranou BC.
Dokaz, ze
|DB| _ |AB|
|DC| — |AC|
8



B D c

Reseni. Pro¢ je tento piiklad vhodny na pouziti sinové véty? Hledané délky miizeme vyjadiit
jako poméry stran v trojuhelnicich ABD a ACD. Protoze plati rovnosti thla <BAD = <DAC
a <BDA + <ADC = 180°, tak dvojim pouzitim sinové véty mame

|IDB| _sinaBAD _ sing<DAC _ |DC|

|AB| = sinaBDA ~ sin<ADC ~ |AC|’

coz jsme chtéli.

Uloha 37. Bud A; A> A3 A4 A5 konvexni pétitthelnik. Dejme tomu, Ze se polopiimky A2 A3 a AsAy
protinaji v bodé X;. Podobné definujme body Xa, ..., X5. Ukaz, ze

5 5
11 1X:Aia] = ] 1XiAiysl.
i=1 i=1

Vytédhnéte pravitka, ted jde do tuhého! Ukézeme si, jak vyuzit nase poéitani i na tlohach
nejvyssiho kalibru. Vyfesime si tlohu z mezindrodni matematické olympiady® V této konfiguraci
je mozné najit vicero syntetickych pozorovani (zkus si!), my je pro nézornost vSechny naprosto
mineme.

Priklad 38. Osa thlu <BCA trojuhelnika ABC protina jeho opsanou kruznici v bodé R ruzném
od bodu C, osu strany BC' v bodé P a osu strany AC' v bodé Q. Stfed strany BC ozna¢me K
a stfed strany AC ozna¢me L. DokaZz, Ze obsahy trojihelniki RPK a RQL se rovnaji.

(IMO 2007/4)

R

Reseni. 'V tloze chceme spoditat obsahy dvou trojihelnikt. V nich figuruji strany KP a LQ,
které nebude problém spocitat. Snadno téz vytuhlime, ze thly <K PR a <RQL jsou oba dva rovné
90° + <ACR. V obou trojuhelnicich zndme jednu stranu a pfilehly thel, proto nas napadne pouzit
vétu 33. Chceme dokazat

1 1
[RPK] = _|PK]| - |PR]| -sin <RPK L 5|QLI - QR - sin<RQL = [RQL],

3 Autor tlohy je Marek Pechal.



piiGemz siny uhld se rovnaji. Ulohu tedy mame, pokud dokazeme

IQR| ¢ |PK| _ a/2-tan% a

PR |QL|  b/2-tanl b

Jak uchopit délku usecky QR? Vyjadiime ji jako |CR|—|CQ)|, protoze obé tsecky maji koncovy bod
v C, proto s nimi bude jednodussi pocitat. Nyni je tedy nas ukol urcit tyto dvé délky. Vyjadiime
je pomoci poloméru r kruznice opsané a sint thla trojuhelnika.

Délku C'Q ur¢ime snadno, z pravouhlého trojuhelnika C'QL je rovna = % Délka CR
2

b
2cos 3~ cos
taky nebude délat obtize — podle sinové véty v trojuhelniku BCR je rovna

27 sin <CBR = 2r cos p-a
Proto je
— i 2cos 2% cos 2 — sin
|CR|*|CQ|=2TCOSB airsmﬁzr 2 2 ﬁ.
2 cos ¥ cos 3
Diky cviceni 31 plati
2cosﬂ_acos% :cosﬁ_;_’y +cos'8_(;+7 = cos(8 — 90°) + cos(90° — a) = sina + sin 3,

tedy |QR| = |CR| — |CQ| = rcsérs”i Podobné |PR| = r;’;g , tedy kone¢né jednou naposled ze
2 2

sinové véty opravdu plati
|QR| sina  a |PK|

|[PR|  sing b |QL|’

Tim jsme hotovi.

V nasledujicich tlohach mutze pomoci néjaké to pocitani — v téch tézsich tlohach to ale nebude
zadarmo, porad potiebujes ziskat padu syntetickymi pozorovanimi.
Uloha 39. V ostrothlém trojahelniku ABC oznaé¢me M stfed strany BC, K pruseéik tecen
v bodech B, C ke kruznici opsané a D pruseéik pfimky AK se stranou BC. Ukaz, ze <KAB =

IBD| _ (|AB|\?
<CAM a {5t = (361) -

Definice 40. Téznici pieklopenou podle osy thlu nazyvame symedidnou.

Uloha 41. V ostrouhlém trojihelniku ABC spliiujicim |AC| # |BC| s ortocentrem H oznacéme
body A’, B’ na pfimce AB takové, ze |CA’| = |CA| a |CB’| = |CB|. Dokaz, ze kruznice opsané
trojthelnikiim ACB’ a VC A’ jsou shodné. (Krajské kolo MO B 2020)

Uloha 42. V ostrothlém trojuhelniku ABC ozna¢me H priiseéik vysek. Dejme tomu, Ze plati
|AH| = |BC|. Dokaz, ze <BAC = 45°. (Celostatni kolo MO 2011)

Uloha 43. V konvexnim &tyfthelniku plati |AB| = |BC| = |CD|. Oznaéme P priisecik jeho
uhlopricek a O1, Oz stiedy kruZnic opsanych po fadé trojuhelnikim ABP a CDP. Dokaz, ze
&tyttuhelnik O1 BCO2 je rovnobéznik. (Celostatni kolo MO 2022)

Uloha 44. Pro dany trojihelnik ABC ozna¢me H ortocentrum a D bod takovy, ze étyfthelnik
HABD je rovnobéznik. Sestrojme bod FE lezici na pfimce DH tak, ze pfimka AC puli tsecku
HE. Bod F je druhym prtseéikem pfimky AC' s kruznici opsanou trojuhelniku DCE. Ukaz, ze
|EF| = |AH]|. (IMO shortlist 2015/G1)
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Uloha 45. V daném ostrothlém trojuhelniku ABC oznaéme D, E, F po fadé paty vysek z bodii
A, B a C. Ozna¢me wp, wo kruznice vepsané trojuhelnikim BDF a CDE a necht se dotykaji
use¢ek DF a DE v bodech M a N. Koneé¢né, piimka M N protne wp a wc v bodech P # M
a Q # N. Dokaz, ze |[MP| = |NQ)|. (Vybérko 2020, IMO shortlist 2019/G2)

Uloha 46. Dokaz, ze pro libovolny trojihelnik ABC plati, ze obsah trojthelnika s vrcholy v bo-
dech dotyku kruznice vepsané je roven obsahu trojuhelnika s vrcholy v bodech dotyku kruznic
pfipsanych.

Pomyslna sestra sinové véty je véta kosinova, kterd nam dale doplnuje prehled o vztahu thla
a stran v trojihelniku. I kdyz ji v feseni olympiadnich tloh nepotkas zdaleka tak casto jako sinovou
vétu, porad je to mocny nastroj na praci s délkami v trojahelniku i dal.

Véta 47. (Kosinovd) V trojihelniku ABC plati

b2 + 2 — a2
2bc ’

cosox =

Dikaz. Chceme porovnavat kosinus uhlu v trojuhelniku s délkami stran. Pravouhlé trojuhelniky
nam kosiny p¥irozené zapoji do hry, spustme proto vysku z A na BC a jeji patu ozna¢me D. Potom
orientované vzdalenosti boda B a C' od pfimky AD jsou

BD = ccosf a CD = bcos~y.
Plati tak
a = ccos 3+ bcos~.

Rozmysli si, ze pravé ziskany vztah plati diky orientovanym vzdalenostem i v pfipadé tupouhlého
trojihelnika. V kosinové vété se vyskytuji druhé mocniny délek neznamych a vyraz bccos o, proto
je prirozené tuto rovnost vynésobit délkou a:

a® = accos 8 + abcos .
Analogicky ziskame vztahy

b2 = becos a + abcos v,

¢® = becos a + accos B.
Vsimni si, Ze v souctu poslednich dvou rovnic ziskdme na pravé strané presné 2bccosa a potom
vyraz, ktery se vyskytuje v prvni ziskané rovnici. PiSme tedy

b2 + ¢ = 2bccos o + accos B 4 abcosy = 2bc cos o + a?.

Ziskali jsme tedy vztah svazujici délky stran a, b, ¢ a cos cv. Vztah ze znéni véty obdrzis jednoduchou
Gpravou. O
Cviceni 48. Dokaz kosinovou vétu pomoci kartézskych soufadnic.

Cviéeni 49. (Znovu rovnobéznikové pravidlo) DokaZ, Ze soulet ¢tverct délek stran daného rov-
nobézniku je roven souctu ¢tvercu délek jeho uhlopricek.

Uloha 50. Je dany konvexni &tyithelnik ABCD s <DAB = <BCD, |AB| = |CD| = 180 a
|AD| # |BC|. Vime, ze obvod ABCD je 640. Uréi cos <DAB. (AIME I 2003/12)

Cviceni 51. Vyjadii polomér kruznice opsané v trojihelniku jen pomoci délek jeho stran.
Ndvod. Kombinuj sinovou vétu, kosinovou vétu a goniometrickou jednicku.

Uloha 52. V pravouhlém trojuhelniku ABC s pfeponou BC oznaéme I st¥ed kruznice vepsané a
D, E paty os thla na strany AC, AB. Dokaz, ze délky tuseéek AB, AC, BI, ID, CI a I E nemuzou
byt vSechny naraz celodiselné. (USAMO 2010)
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Sinova véta aplikovana dvakrat nam v pripadé prikladu 36 dala informace o délkach v konfiguraci
s osou uhlu. Analogické dvojnésobné pouziti véty kosinové bude mit vétsi sah, jelikoz se zaobira
pouze jednim thlem. MiuzZeme tak spocitat nejen pomeéry, ve kterych osa thlu déli stranu, ale i
samotnou jeji délku!

Véta 53. (Stewartova) Uvazme bod D na strané BC trojuhelnika ABC'. Oznaéme d délku tsecky
AD, m délku usecky BD a n délku usecky C'D. Pro tyto délky plati vztah*

mna + d?a = mb? + nc?.

Dikaz. Vsimnéme si, ze a = m + n, a dokazovany vztah se tak vaze na délky stran ve dvou
trojihelnicich, ABD a ACD. Porovname tentokrat vztahy dané kosinovou vétou:

d2 2 _ .2 d2 2_b2 b2_d2_ 2
a7+ m” et = cos<ADB = —cos<ADC = — tn = n .
2dm 2dn 2dn

Po roznésobeni a tpravé ndm vyjde
d%a + amn = d*(m 4 n) + mn(m + n) = b>m + ?n,

éimz jsme hotovi. O
Rozmysli si, jak bude situace vypadat, pokud bod D lezi mimo tsecku AB.
Uloha 54. Ur¢i délku té&Znice a osy thlu jenom pomoci délek stran trojthelnika.

Uloha 55. V trojthelniku ABC plati |BC| = 1 a zaroveti na strané BC existuje pravé jeden bod
D takovy, Ze |DA|?2 = |DB| - |DC|. Uréi vechny mozné hodnoty obvodu trojihelnika ABC.
(Celostatni kolo MO 2016)

Pomoci Stewartovy véty miizes spocitat skoro libovolnou délku v trojuhelniku, kterou si za-
manes. V olympiadnich tlohach se tato véta nevyskytuje Casto, my, autofi seridlu, doporucujeme
si neldmat hlavu s pamatovanim jejiho znéni.V pripadé nejvétsi nouze si ji muzes vzdy odvodit
z kosinové véty.

Cviceni 56. Dokaz linearitu mocnosti (vétu 22) jesté jednou pomoci Stewartovy véty.

Ted se podivame na metodu, kterd ndm umozni bez konkrétnich vypoc¢ti dokazat néktera tvrzeni
se vzdalenostmi ,na kruznici“. Jak budeme k délkdm na kruznici pristupovat? Pfirozené pomoci
goniometrie.

4Pomiicka pro zapamatovani ve tvaru man +dad = bmb+ cnc: ,A man and his dad put a bomb
in the sink.“
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Rovnani vin

Zacneme prikladem.

Priklad 57. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC. Na krat$im oblouku BC kruZnice opsané
lezi bod X. Dokaz, ze | XB| + | XC| = | X A|.

Reseni. Spocitdme vsechny ptislusné délky pomoci goniometrickych hodnot thli. Nazvéme si
polomér kruznice r a ¢ = <BAX (vime, ze 0° < ¢ < 60°). Pomoci sinové véty snadno spocitame
délky

|XB| = 2r - sin(p), |XC| = 2r - sin(60° — ) a | XA| =2r-sin(60° + ¢).

Chceme tedy dokdzat rovnost sin(p) + sin(60° — ¢) = sin(60° + ¢). To je diky souétovym vzorcim
hracka:

3 1 1 3
sin(60° + ) = % -cosp +sing - 5= sin p — gsincp—l— g - cos p = sin(p) + sin(60° — ).

Po vynasobeni 2r ziskdAme pozadovanou rovnost.

Pokud se obavas, ze za rohem ¢iha obdobny ptiklad s vicethelnikem, obavas se pravem. Zobec-
nénim nastésti zvladneme zafidit, ze nebudeme muset rozepisovat ¢im dal vic souctovych vzorct.
Vydrz ted s nami chvili teorie a pozd&ji si uset#is pocitani.’

Takze co jsme to udélali? Na kruznici uvazujeme jeden pevny a jeden ,,pohyblivy“ bod a sledu-
jeme, jak se vzdalenost téchto dvou bodi méni. Abychom dobie definovali pohyblivy bod, zavedeme
si takové univerzalni ¢islo, proménny thel ¢.

Definice 58. Pevnou ptfimku ¢ oto¢ime o proménny thel ¢ okolo bodu A, ktery na ni lezi.
Vysledna piimka se nazyva pohyblivd primka.® Pevna piimka ¢ se nazyva zékladni piimka a bod
A stfed otaceni.

Kdyz ménime thel ¢, pohybliva pfimka se jednoduse otaci kolem jednoho bodu, stfedu otaceni.
V prikladé 57 byla zakladni pfimka AB, pohybliva pfimka AX a stfed otaceni byl A.

57v1ast pokud uz si se siny a kosiny rozumi$ vic, nebude to nic tézkého.
6V geometrii uz existuje vicero metod ,hybani“ s pfimkami a body, jednu zmitiuje t¥eba serial
o projektivni geometrii z roku 2019/20. Takze pozor, aby se Ti nespletly.
13



Definice 59. Pokud prochézi kruznice k stfedem otaceni pohyblivé pfimky a, nazyva se druhy
prusecik primky a s kruznici k pohyblivy bod na kruznici k.

Poznamka 60. Pokud je a tecna, davé smysl jeji druhy priseéik povazovat za totozny s prvnim,
tedy se stfedem otaceni. Naopak kdyz uvazujeme pfimku prochéazejici dvéma body na jedné kruznici
a tyto body splynou (obycejné je jeden pohyblivy a jeden pevny), je pfirozené za jejich spojnici
povazovat tecnu v tomto bodé.
Pozorovani 61. Je-li na kruznici pohyblivy bod, je jeho polohou pii ¢ = 0 (nebo jiném daném
thlu) jednoznacéné urcena jeho poloha pri jakémkoliv thlu. Na volbé stfedu otaceni nezdlezi.
Diikaz. Plyne z véty o obvodovém uhlu. Bud X pohyblivy bod na kruznici k a X¢ jeho poloha pfi
¢ = 0. Bud A, B na kruznici k dva rtzné stfedy otaceni. Pfimky AXo, AX sviraji dhel ¢ a A, B,
X, Xo lezi na jedné kruznici, takze i BXo a BX sviraji thel ¢. To ovS§em znamen4, ze oba stiedy
definuji X stejné a na stfedu opravdu nezalezi. Pro jiny thel nez 0 je dikaz analogicky. O
To je také ¢ast diivodu, pro¢ pohyblivy bod definujeme jen na kruznici, kterd prochazi stfedem
otaceni. Neuvazovat konkrétni pfimku ndm usnadni feseni tloh. V prikladé 57 jsme si spojnici AX
dokreslili, ale to pozdéji nebude potieba.

Definice 62. Hodnota zavisla na ¢ se nazyva vina, pokud se dé vyjadrit ve tvaru

-sin(p) + b cos(yp),

S]

kde jsou a a b konstanty.”

Vsimni si, ze v prikladé 57 byly obé strany rovnosti viny. Na tomto pozorovéani stavime nésle-
dujici sekci.
Tvrzeni 63. Je ddna pohyblivd piimka a a pevny bod B. Orientovand vzdalenost Ba je vina.

Dikaz. Bud A stfed otaceni a ag zakladni pfimka. Uvazme (pevny) thel pp = <((ag, BA). Tedy
pii ¢ = pp prochazi a bodem B. Mame

<(a, BA) = <(a,ao) + <(ag, BA) = —p + o5 = ©B — ¢.

Vzdélenost Ba je (pfi vhodné orientaci BA) rovna BA - sin(<t(a, BA)). To rozepiSeme pomoci
souctového vzorce:

Ba = |BA| - sin(<t(a, BA)) = |BA| - sin(¢p — ¢) = |BA| - sin(¢R) - cos(¢) — |BA| - cos(¢B) - sin(yp).

Hodnoty |BA| -sin(pp) a —|BA| - cos(¢p) nezavisi na ¢, takze ziskdvame pozadovany tvar viny
a - sin(p) + b - cos(p) s konstantami a, b. O

"Néazev vlna vychazi z tvaru grafu dané funkce proménné . Formaln&ji této kiivce Fikdme
sinusoida, ackoli to je obecnéjsi pojem. Kdyz si vlnu tfeba v GeoGebre vykresli§ pro rizné hodnoty
a, b, zjistis, ze je to opravdu jednoduché sinova vlna, bez zadnych zvlastnich odchylek. Vysvétleni
prijde za chvili.
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Doposud se mohlo zdat, ze jsou orientované primky pfi thlech ¢ a ¢ + 180° totozné, ale kdyz
uvazujeme orientaci vzdalenosti k nim, tak vidime, ze nejsou. Kdyz pfimku otoc¢ime o 180°, jednou
béhem toho projde bodem B, tehdy se B dostane na druhou stranu a orientace se zméni (sinus
zméni znaménko). Uhel ¢ je tedy orientovany modulo 360°. Zjednoznaénéme si nyni orientaci od
zakladni pfimky.

Definice 64. Na kruznici lezi pevny bod B a pohyblivy bod X. Ozna¢me A bod pfimo naproti
B. Pak orientovanou vzddlenosti bodu B od bodu X rozumime orientovanou vzdalenost bodu B
od pohyblivé pfimky (AX).

Z Thaletovy véty je tsecka BX kolma na pohyblivou pfimku AX, a jelikoz vzdalenost méfime
kolmo, tak si tyto dvé vzdalenosti v absolutni hodnoté skutec¢né odpovidaji. Ale znaménko je
novinka, orientovanou vzdalenost mezi dvéma body na kruznici jsme jesté nezkoumali, podivejme
se na ni proto bliz.

Uhly ¢ a ¢ + 180° pro orientovanou piimku uréuji stejnou pfimku, ale opaénou orientaci vzda-
lenosti. Pohyblivy bod pii thlech ¢ a ¢ + 180° lezi na stejném misté, ovSem jeho vzdalenost od
pevného bodu méa opac¢né znaménko. Proto kdyz uréujeme bod X, musime mimo jiné urcit polohu
i znaménko vzdalenosti. Pro ilustraci si predstavme, jak bod X objizdi po kruznici, kdyz se méni
hodnota ¢. Nejprve vyjede z bodu B a vzdalenost X B je kladna, bod X objizdi kruznici. P¥i hod-
noté ¢ = 90° splyvé s bodem A. Potom dojede zase do bodu B. Z pohledu stfedu uz objel 360°, ale
thel ¢ bereme z obvodu, takze ma velikost jen 180°. Bod objizdi kruznici dél, ale jakmile projede
bodem B, orientace se zméni a vzdélenost je ted zdporna, az dokud X zase nedojede do B. Tehdy
proslo ¢ celou periodou 360° a zacina se od zacatku. Diky vztahu mezi obvodovym a stiedovym
thlem navic plati, Ze pokud se ¢ méni ,stalou rychlosti“, pohybuje se bod X stalou rychlosti.

Pamatuj, Ze jedna perioda vlny jsou pro X dvé objeti kruznice a Ze muze byt vina na stejném
misté ve dvou formalné raznych pozicich (pozicich s opaénym znaménkem). Jak jsme predestirali,
vzdalenosti na kruznici se pfirozené chovaji jako viny.

Tvrzeni 65. Na kruznici lezi pevny bod B a pohyblivy bod X. Orientovand vzdalenost X B je
vina.

Dikaz. Piedchozi definice nam tika, ze tato vzdalenost je ve skuteénosti orientovana vzdalenost
pevného bodu od pohyblivé pfimky, o niz vime, Ze se jedna o vinu. O

Tady uz jsme pouzili trik, Ze na stfedu nezalezi a umozni ndm to stfed bezpe¢né zanedbat.
Zatim si ale mozna 7ikas, ze mame vlny, ale co s nimi?
Pokud se vratime k tivodnimu ptikladu, pravé jsme dokézali, Ze jsou obé strany rovnosti viny

(snad az na néjakd znaménka, protoze v zadéani jsou absolutni vzdalenosti). Snad ve&Fis, Ze nas to
priblizuje k dikazu, Ze jsou si rovny. Nejdfiv si ale pfipravime dalsi pomicky pro jiné tulohy.

Pozorovani 66. Soucet dvou vin je vina a konstantni nasobek viny je vina.

Dusledek 67. Necht vi, v, ..., v, jsou viny a a1, az, ..., a jsou redlné ¢&isla. Potom soucet
aivi + - - - + axvy je vina.

To specialné znamend, zZe rozdil vin je vlna. Néasledujici tvrzeni pak jednoduse charakterizuje
viny jako konstantni nasobky sinusoidy. Toto tvrzeni opodstatiiuje nazev wvina. Diky nému bude
zkoumaéni vlastnosti vin velmi p¥irozené.

Tvrzeni 68. Kazdd vina se dé vyjadrit ve tvaru

C - sin(p — o)
s néjakymi konstantami C, ¢q.
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Dikaz. Upravme si obecny vyraz viny do tvaru, ve kterém budeme moci pouzivat silu teorie
goniometrickych funkci. PisSme

a-sin(p) + b - cos(p) = Va2 + b2 ( (

a . b
Ve Ot e “’S“”) :

Jelikoz je

2 2
a =b
+ =1,
<va2+b2> <\/a2+b2>
tak umime najit thel g takovy, Ze cos(po) = ﬁ a sin(pg) = ﬁ
a a

konstanty, tak je i po konstanta. Ozna¢me téz C = v/a? + b? vytykanou konstantu. Vinu kone¢né
muzeme upravit do tvaru

Jelikoz jsou a a b

a-sin(p) + b - cos(p) = Va2 + b2 ( cos (o) sin(p) — sin(po) cos(go)) = C -sin(¢ — ¢0),

coz jsme chtéli. O

Kazda vlna se dé vyjadrit jako konstantni nasobek jednoho sinu — muzeme tak vyuzit znalosti
prubéhu této funkce. Napfiklad vime, Ze sinus nabyva nuly jen dvakrat v periodé, a to v pfesné
opacnych bodech periody (o thel 180° vedle). Ziskame tak nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 69. Pokud vina nabyva nulové hodnoty pfi dvou tihlech, které se nelisi o ndsobek 180°,
pak je identicky nulova®.

Jelikoz jsou pro néas thly lisici se o 180° prakticky shodné, vSechno, co potfebujeme k dukazu
nulovosti viny, je najit libovolné dva rizné body X (nebo dvé pfimky), pro které je vlna rovna
nule. S témito nové nabytymi znalosti vyfesme tézsi verzi prikladu z Gvodu této sekce.

Priklad 70. Je dén pravidelny pétithelnik ABCDE. Na kratsim oblouku BC' kruznice opsané
lezi bod X. Dokaz, ze | XB| + |XC| + |XE| = |XA| + |XD|.

Reseni. Vzdalenosti orientujeme tak, aby byly vzdéalenosti ze zadani na krat$im oblouku BC
kladné.

Vezmeme vyraz XB+ XC+ XE - XA—XD. Vyraz XB+ XC+ XE — XA — XD je soutem
a rozdilem vln, takze taky vlna. Ukazeme ted, Ze je identicky nulova.

Podivame se na jeji hodnotu ve dvou vyzna¢nych pozicich bodu X, konkrétné X = Ba X = C.
Kdyz nastane X = B, tak ze symetrie plati XA = XC a XE = XD a taky XB = 0. Hodnota
XB+XC+ XE—XA— XD je tedy 0. Analogicky pfipad nastane pro X = C. Nase vlna ma dva
ruzné nulové body, proto je nulova vsude, plati tedy XB+ XC + XE = XA+ XD pro kazdy bod
X na daném oblouku. Tim je tloha vyfesena.

Nesmime zapominat, Ze jsme rovnost ze zadani dokazali jen pro dany oblouk. Mimo néj orien-
tované vzdélenosti méni znaménko. Z toho divodu si musime dévat pozor i na volbu poloh X.
Kdyz naptiklad zvolime X = A, tak uz bude X za bodem B, takZe musime vzdalenost X B pocitat
zapornou. Predstavuj si, Ze hybe$ bodem X po kruznici, a kdykoli projde jinym bodem, zméni se
znaménko vzdalenosti k tomu bodu.

Uloha 71. Je dan pravidelny Sestitthelnik ABCDEF. Na kratsim oblouku BC kruznice opsané
lezi bod X. Dokaz, ze | XA| + |XB|+|XC|+|XD| = |XE|+|XF|.

Uloha 72. Je dan rovnoramenny trojthelnik ABC se zékladnou BC. Bod X lezi na tom oblouku
BC kruzZnice opsané, na kterém nelezi A. Dokaz, ze
| XA| _|AC|
|XB|+|XC| |BC|

8To znamena, 7e je nulova vude.
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Uloha 73. (Ptolemaiova véta) Pokud je ABC D tétivovy ¢tyithelnik s béZné oznadenymi stranami
a uhlopfickami e, f, plati ac 4+ bd = ef.

Muzes si zkusit vyfesit pfedchozi (i nasledujici) tlohy Ptolemaiovou vétou. Ne vzdy miizeme
vinu jenom tak srovnat do nuly. Sledujme proto bliZe, jak se viny chovaji.

Lemma 74. Nenulova vlna nabyva nejvyssi i nejnizsi hodnoty o uhel 90° vedle nuly. Jelikoz
méfime thly obvodové, znamena to piimo naproti.

Nediv se, ze vlna nabyva nejvyssi a nejnizsi hodnoty na jednom misté. Jednou tam ma vlna
vysokou hodnotu, ale kdyz bodem X objedeme kolecko, tak méa opac¢né znaménko.

Lemma 75. Kdyz maji dvé viny nulu ve stejném bodé, pak maji jejich hodnoty vsude konstantni
pomér (kde ma pomér smysl).

Intuitivné tvrzeni plati — obé vlny maji tvar C; - sin(p — ¢o) pro stejny posun g a odlisné C.
Dikaz. Uvazme dvé viny C -sin(¢ — po) a D -sin(¢ — ¢1). Pokud je CD = 0, tvrzeni je zfejmé.
V opa¢ném piipadé maji oba siny nulu ve stejném ¢, pak plati ¢ — o = k17 a ¢ — 1 = kam pro
celé ¢isla ki, ko. Argumenty sinu se tak lisi o nasobek 7, tudiz se ptislusné siny v absolutni hodnoté

vzdy rovnaji a podil vin je konstantni. O

Uloha 76. Je dan rovnoramenny lichob&znik ABCD spliujici AD || BC. Na tom oblouku BC
kruznice jemu opsané, na kterém nelezi A a D, lezi bod X. Dokaz, ze podil

|XB| +|XC]|
|XA| + |XD|

nezavisi na volbé bodu X.

Cviceni 77. Je dano kladné ¢islo p, kruznice k a na ni body A, B. Na k je zvolen bod X tak, ze
je hodnota p - | X A| + | X B| nejvétsi mozna. Bod Y lezi na kruznici k naproti bodu X. Dokaz, ze
p- YA = |YB.
Uloha 78. Je dan étverec ABCD. Na kratsim oblouku BC kruznice opsané lezi bod X. Dokaz,
e IXA|+|XC|  |XD|

|XB|+|XD|  |XAl’

Uloha 79. Body A1, As, ..., A3goo lezi na kruznici w s polomérem 1. Dokaz, Ze na w lezi bod
M takovy, ze 32090 | M A;| < 4000.

Na vice kruznicich

Uvazme dvé rtzné kruznice a na nich dva nezavislé pohyblivé body. Témto bodum pfislusi dvé
ruzné vilny a i tyto dvé vlny muzeme secist. Obycejné se ale bude hodit mit takové body néjak
svazané, napriklad na jedné pohyblivé primce.

Uloha 80. Kruznice k, £, m se protinaji v bodech S, T. P¥imka skrz S protne k znovu v bodé
K, ¢ v bodé L am v bodé M. Dokaz, ze podil

|KL|
|LM|

nezavisi na volbé primky.

Uloha 81. Trojthelnik ABC mé kruznici opsanou w. Kruznice wy se v bodé A dotyka ptimky
AB a prochézi bodem C' a kruznice w2 se v bodé A dotyka primky AC' a prochazi bodem B. V bodé
A sestrojime te¢nu k w, kterd protne kruznici w; podruhé v bodé X a protne kruznici we podruhé

v bodé Y. Uréi podil 1537 (Finale SPbU 2018)
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Uloha 82. Kruznice a, b, ¢ se protinaji v bodé S, pficemz se zadné dvé nedotykaji. Tecna k a
v S protne b znovu v Ay a ¢ znovu v A.. Analogicky definujeme body B a By, Cq a Cy. Dokaz, ze

AbS| |BeS| |CaS] _
AcS| 1BaS|  1CbS|

Uloha 83. Uvnit# trojuhelnika ABC lezi bod S. Piimka AS protina kruZnici opsanou trojihel-
niku BC'S znovu v bodé Aj. Analogicky definujeme body Bj a C7. Dokaz, ze

|A1S] |B1S| |C1S| _
A1 Al |B1B|  |C1C|

Jina vinitka

Zatim jsme za viny brali jen délky tétiv. Vime ale, Ze i vzdédlenost bodu od pohyblivé pfimky je
vlna. Pojdme tuto vlnu studovat.

Uloha 84. Vrcholem A &tverce ABCD prochéazi piimka p, kterd oddéluje B od C a D. Dokaz,
Ze |Bp| + |Cp| = |Dp|.

Uloha 85. Bud d piimka prochazejici vrcholem A ostrotihlého trojuhelnika ABC), jina nez AB a
AC. Necht jsou By a C1 po fadé kolmé priiméty bodti B a C na pfimku d. Najdi polohu p¥imky
d, ve které je soucet |BB1| + |CC1| nejvétsi. (OKTV 2018)

Podobné tlohy se naucime efektivnéji fesit ve tfetim dile, proto se jim nebudeme tolik vénovat
ted. Nyni se podivame, na jaké vlny narazime, kdyZ na kruZnici nestudujeme tétivy, ale te¢ny.
Nebudeme pohybovat pouze body, ale i celymi kruznicemi. Vyuzijeme k tomu v8echnu teorii, kterou
jsme zatim vybudovali.

Tvrzeni 86. Kruznice k a £ se dotykaji tak, ze k neni uvnitf £, a na kruznici k lezi pohyblivy bod
X. Potom délka tec¢ny z X k { se znaménkem je vina a znaménko se méni, kdyz projde X bodem
doteku.

Dikaz. Ozna¢me A bod doteku kruznic k a £ a a kruznici se stfedem v A s nulovym polomérem.
Spole¢na vnitini te¢na k a £ prochazi bodem a a je tedy i chordalou kruznic a, k. Z linearity
mocnosti plati p(X,£) — p(X, k) =p- Xt a p(X,A) — p(X, k) = ¢- Xt. OvSem p(X, k) = 0, takze

mx@=§qu»

Odmocnina z mocnosti je délka tecny a délka tecny z X k A je jen vzdalenost X A. Délka tecny
z X k /£ je tedy \/g - X A, coz je (s orientaci) vlna. O

Piiklad 87. Bud ABC rovnostranny trojuhelnik a S jeho stred. Budte a, b, ¢ kruznice nad
pruméry AS, BS, CS. Na kratsim oblouku BC' kruZnice opsané trojuhelniku ABC lezi bod X a
oznacme tq, tp, te délky tecen z X ke kruznicim a, b, c. Dokaz, ze to = tp + te.

Reseni. Uvazme X jako pohyblivy bod, poté je vyraz t, + t. — to s orientovanymi délkami teden
vlna, pfi¢emz znaménka zvolime tak, aby byly tq, tp, tc kladné na kratsim oblouku BC'. Ve zvlastnim
bodé X = B plati t;, = 0 a ze symetrie t, = i, tedy Ze je vlna nulova. Obdobné je nulova v X = C,
takze je nulova vSude a pro bod X na krat$im oblouku BC' z toho plyne tq = tj + tc.

Uloha 88. Dvé kruznice maji vnéjsi dotek. Jedna v sobé ma vepsany rovnostranny trojuhelnik,

ktery nema vrchol v bodé doteku kruznic. Z kazdého vrcholu trojuhelnika vedeme te¢nu k druhé

kruznici. Dokaz, ze je délka jedné vysledné tecny rovna souctu délek zbylych dvou tecen.
(Estonské vybérko 1994)
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Co se délky tecny z pohyblivého bodu X k pevné kruznici £ tyce, zjevné nezalezi na tom, jestli
bude krouzit bod X a ¢ zistane na misté nebo jestli bude krouzit £ a X zistane na misté. Stejné
jako jsme definovali pohyblivy bod, definujeme pohyblivou kruznici. Pfedchozi tvrzeni mizeme
formulovat tak, ze je délka te¢ny od pohyblivé kruznice k pevnému bodu na k vlna.

Definice 89. Na kruznici k lezi pohyblivy bod T'. Pohybliva kruznice na k je kruznice s pevnym
polomérem, které se dotyka (z pevné strany) k v bodé T

Vsimni si, ze mnoho ptredchozich tloh §lo formulovat nejenom pomoci pohyblivych bodt, ale
ekvivalentné pomoci pohyblivych kruznic.

Uloha 90. (znovu) Kruznice k, £ se dotykaji zevné v bodé S. Pfimka skrz S protne k znovu
v bodé K a £ znovu v bodé L. Dokaz, ze podil délky te¢ny z K k ¢ a délky te¢ny z L ke k nezavisi
na volbé primky.

Uloha 91. Kruznice k, ¢ se dotykaji v bodé A, pii¢emz k nelezi uvniti £. Na k lezi bod B. Teény
z B ke kruznici ¢ se ji po fadé dotknou v bodech T3, T2 a protnou k znovu v bodech Si, Sa.
Necht jsou R1, Ro takové body, ze je T} stted R1S1 a To stfed R2S2. Dokaz, ze se kruznice opsana
trojuhelniku BR; Ra dotyka kruznice £.

Uloha 92. V trojuhelniku ABC je L priiseéik symedian® a w kruznice opsana. Kruznice a prochazi
bodem L a dotyka se w v bodé A, analogicky definujeme kruznice b, c. Bud X bod na oblouku
BC kruznice w, ktery neobsahuje A, a tq, tp, tc délky teéen z X ke kruznicim a, b, c. Dokaz, ze
to =ty + te.

Uloha 93. Je dan trojuhelnik ABC. Kruznice a se dotykd strany BC v jejim stfedu a také
kruznice opsané, pficemz lezi mimo trojihelnik. Analogicky definujeme kruznice b, c. Bud X bod
na kruznici opsané takovy, ze nejblizsi vrchol k nému je A, a tq, tp, t. délky te€en z X ke kruznicim
a, b, c. Dokaz, ze t, = tp + tc.

Tvrzeni 94. Je ddna kruznice k, pohybliva kruznice x na ni a pevna kruznice ¢, ktera se vnéjskem
dotyka k. Délka spole¢né tecny kruznic x a £ (vnéjsi te¢ny, pokud jsou na stejné strané kruznice k,
Jjinak vnitfni) je se znaménkem vina. Znaménko se méni, kdyz se projdou body doteku.

Dikaz. Pro ucely dukazu povazujme polomér kruznice, pokud se dotykd k zevné, za zaporny.
Zmensime polomeéry vSech kruznic o polomér z, stfedy zachovame. Poté tvoii stard a nova tecna
protilehlé strany obdélnika, tedy jsou stejné dlouhé. Doteky se zachovaji a z = se stane pohyblivy
bod na kruznici soustiedné s k (diky stejnolehlosti). Takto redukujeme tvrzeni na tvrzeni 86. O

9Definovanych jako v tloze 39. Ve tfetim dile si ukézeme, Ze se véechny ti symedidny protnou
v kazdém trojuhelniku, zatim to povazuj za dany fakt.
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Pomoci pravé dokazaného tvrzeni formulujeme jesté silngjsi fakt, nez ze délka spoleéné teény
pevné a pohyblivé kruznice je teéna. Trochu si zapoc¢itas, kdyz jsi ale dosel(dosla) tak daleko, urcité
Té to nezastavi.

Cviéeni 95. KruzZnice k se v bodé A dotykaji kruznice a1, a2 a v bodé B kruznice b. Necht ¢;
znafi délku spoleéné tecny kruznic a; a b (vnéjsi tecny, pokud jsou a; a b; na stejné strané kruznice
k, jinak vnitini). DokaZ, Ze podil % nezévisi na volbé kruznice b (bodu doteku ani poloméru).

Cviceni 96. V ulohach 92 a 93 dokaz, ze maji kruznice a, b, ¢ po dvou vSechny vnéjsi spole¢né
tecny stejné dlouhé.

Uvedme zobecnéni Ptolemaiovy véty, Caseyho vétu. Ovér si, ze Ptolemailova véta je specidlni
pfipad, kdyz polozime poloméry kruznic nulové. Diikaz je analogicky dikazu Ptolemaiovy véty,
pouze s pohyblivou kruznici.

Uloha 97. (Caseyho véta) Kruznice k se dotykaji popotadé kruznice k1, k2, k3, ka. Necht znaci
t;; délku spolecné te¢ny kruznic k; a k; (vnéjsi te¢ny, pokud jsou k; a k; na stejné strané kruznice
k, jinak vnitfni). DokaZz, Ze t12 - t34 + t23 - ta1 = t13 - t24.

Obcdas se hodi uvazovat jen nékteré kruznice s nulovym polomérem. Caseyho véta je tak vhodna
napiiklad na ulohu 93, zkus ji aplikovat. Sbirku vlastnosti vin ted zavrSime tou nejbizarnéjsi.

Tvrzeni 98. Na kruznici k lezi pohyblivy bod X a k ma tec¢nu t. Odmocnina vzdéalenosti bodu
X od t je se znaménkem vina. Znaménko se méni, kdyz projde X bodem doteku.

Dukaz. Polozme si situaci do kartézské soustavy, kde k je jednotkova kruznice, ¢ je pfimka y = —1
a X = (sin(2¢), cos(2¢)) je pohyblivy bod. Vs§imni si, Ze je tam opravdu 2¢p, protoZe to je stfedovy
thel a ¢ bereme z obvodu. Poté vzdélenost X od t je 14cos(2¢), chceme tedy ukéazat, ze odmocnina
z tohoto vyrazu (se znaménkem) je vlna. K tomu vyuZijeme cvigeni 31, podle kterého plati

1+ cos(2¢) = cos (¢ — ) + cos (¢ + @) = 2cos ()2 O

Uloha 99. Je dan rovnostranny trojuhelnik se stranami a, b, c¢. Kruznice vepsana se dotyka b
v bodé E a ¢ v bodé F. Na jejim kratsim oblouku EF' lezi bod X. Dokaz, ze

VIXb + V[Xc = V[ Xal.

Pokud Ti nas vybér uloh na vlny nestacil, mizes si jednoduse vymyslet své. Muzes si pro tlohy
z uvodu sekce rovnani vin najit analogie s kruznici vepsanou nebo studovat pohyblivé tecny. To uz
ponechame Tvé predstavivosti.

Zavérem

Schazime se u konce prvniho dilu letosniho serialu. Jiz obratné umime pracovat s kartézskymi
soufadnicemi, spocitat libovolné délky v trojuhelniku a na dovolené u mote jsme zjistili, zZe mnohé
délky na kruznice jsou jenom vlny. Dékujeme Ti, ze jsi se docetl(a) az sem.

Pokud Ti cokoliv nebylo jasné, urcité se néas zeptej na mailu nebo v chatu. Radi Ti pomuzeme.
A neboj, nepotiebujes mit propoc¢itané kazdé cviceni a kazdou tlohu na to, abys vyftesil(a) néjakou
tu soutézni tlohu. Proto sméle do FeSeni t¥i soutéznich uloh :)

V pristich dilech se podivime na metody, které jsou na moderni olympiadni tlohy jako usité —
druhy dil seridlu nas zavede do Gaussovy roviny k vybéhu komplexnich ¢isel. Tésime se na opétovné
setkani tam. Do té doby Ti prejeme, at se dafi!
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Navody k Gloham a cvicenim

12. Doplii na &tverec (tverce).

17. Body v roviné tvofi rovnobéznik, pravé pokud maji uhlopricky stejny stied.
21. Pravouhly trojahelnik.

23. Témér to plyne z linearity mocnosti, akorat si musi§ rozmyslet, pro¢ neni rozdil mocnosti
konstantni a pro¢ je potom takova pfimka kolma na spojnici stredu.

37. Pouzij sinovou vétu pro pét trojihelnikt a vynasob spolu poméry.

39. Pouzij sinovou vétu v trojuhelnicich ABK a ACK. Alternativné pracuj s bodem M’ na BC
takovym, ze <KAB = <CAM’.

42. Rozmysli si, ze trojuhelniky ABC a BHC maji stejny polomér kruznice opsané. Pak aplikuj
rozsifenou sinovou vétu.

43. Rovnost |O1B| = |O2C| dokaz pomoci sinové véty a zbytek vyuahli.

44. Pro M stied HFE pouzij sinovou vétu v trojuhelnicich AHM a EF M, sta¢i Ti dokdzat rovnost
uhli. Vyuzij své syntetické schopnosti.

45. Pracuj s koeficientem podobnosti trojuhelniki BDF a CDE. Pouzij sinovou vétu.

46. Spocitej délky teCen z vrcholi ABC k jednotlivym kruznicim. Odecitej od obsahu celého
ANABC.

49. Vyjadii thlopficky z kosinové véty. Co spliuji cos(ar) a cos(180° — a)?
50. Napis si vztahy pro zbylé dvé strany do rovnic, aby tam nefigurovala thlopticka. Zjednodusuj.

51. Vyjadii jeden thel ze sinové i kosinové véty a dosad do goniometrické jednicky. Vyjde to

abc abc
Vatbtro(—a+b+c)a—bro)latb—c) V2a2b2 + 2622 + 2c2a2 — af —bF — F

52. Pouzij Pythagorovu vétu a kosinovou vétu. Délky ID a IE jsou jen mlha.

55. Pomoci Stewartovy véty najdi kvadratickou rovnici pro |DB| a ukaz, Ze tato rovnice mé
dvojnasobny kofen.

56. Zvol si dva body A, B v roviné a pouzij Stewartovu vétu v trojahelnicich O1AB a O2AB.

72. Kdyz rovnost pronasobis jmenovateli a pfevedes na jednu stranu, vyjde T1i vina, kterou hledas.
|AC|, |BC| jsou konstanty.

73. TTi body nech pevné a jednim hybej.

76. Najdi, kde maji Citatel i jmenovatel nulu. Nezapomen, ze vzdalenosti méni znaménka.

77. Naproti maximu je nula.

78. Preusporadej vyraz tak, aby mély viny v jednom zlomku nulu na stejném misté. Pak najdi
zvlastni body.

79. Domysli si rovnostranny trojuhelnik a pocitej jako v tvodnim prikladu 57.

80. KL =KS — LS. Prislusné vlny maji stejnou nulu.

81. Do vlny zahrn vSechny tfi kruznice. Za zvlastni pripady vezmi tecny.

82. Kdyz znas dva poméry, umis uz sestrojit nulovou lineadrni kombinaci.

85. Maximum nastava o 90° od nuly. Co znamend v praxi nula? Ostrotihlost pomuze s vybérem
ze dvou moznosti.

91. Nejprve si definuj pohyblivou doty¢nou kruznici a pak dokazuj stredy.

92. Dokaz ulohu ve specialnich bodech. Hledej v Gloze chordaly.
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93. Na kruznici je toho hodné, potfebujes spravné vybrat, na co se nejdfiv zamérit. Pak teprv
fes zvlastni body.

95. Ukaz, ze je pomér pevny, kdyz se hybe b. Za zvlastni pfipad vezmi, kdyz jsou A, B naproti
sob€ a trochu si zapocitej. Pomuze Ti zmenseni jako v pfedchozim tvrzeni.

96. Ve zvlastnich pfipadech bodu X pouzij pfedchozi tvrzeni 95. Bod je kruznice s nulovym
polomérem.

Reseni cviceni

12. Rovnici ,doplnime na ¢tverec“, tedy prepiseme do tvaru

—c 2+ —d\?2 02+d2 o
T — — -—— ) - [—4+——-¢]=0.
2 L 4

Pokud je posledni zévorka kladné, mtzeme ji zapsat jako r2 pro néjaké » a mame rovnici kruznice se
stfedem (—c/2, —d/2) a polomérem r. Pokud je nulové, dostaneme kruznici s nulovym polomérem,
tedy bod (rovnice bude splnéna jen v bodé (—c¢/2, —d/2)). Pokud je zaporna, ma byt nulovy soucet
dvou druhych mocnin a kladného ¢&isla, coz se nemuze stat, takze pak to urcuje prazdnou mnozinu.
20. (z —20)? + (y — vo0)? je druhd mocnina vzdélenosti bodu od stfedu. TakZe se vyraz rovna
mocnosti z definice.

21. Oznac¢me bod doteku T a stfed w O. Trojuhelnik OT' P ma u T pravy thel. Takze z Pytha-
gorovy véty |TP|? = |OP|? — |OT|?, co# je, jelikoz je |OT| polomér, z definice mocnost bodu P ke
kruznici w. Mame tedy |TP|? = p(P,w), odmocnéni dostaneme |TP| = /p(P,w).

23. D4 se to dokdzat z linearity mocnosti tak, ze si uvédomime, Ze (naptiklad) v priseéicich
spojnice stfedi s jednou kruznici je rozdil mocnosti rizny, takze neni konstantni. Z toho plyne, ze
mnozina bodt, kde je rozdil nulovy, je pfimka (a ne prazdnd mnozina nebo celd rovina). Kdyz tlohu
vyzrcadlime podle spojnice stfedii, nezméni se, z této symetrie musi byt tato pfimka na spojnici
kolma.

Alternativné se to d4 pfimo dopoéitat. Ozna¢me Oj, Og stiedy kruZnic wi a wa a zavedme
soufadnou soustavu tak, ze O1 = (0,0) a O2 = (0,1). V této soufadné soustavé maji tyto kruznice
poloméry po fadé r1, r2.

Dokazujeme tvrzeni ohledné rozdilu mocnosti, proto rovnice ziskané ve cviceni 20 od sebe ode-
Cteme:

p(P,w1) = p(Pw2) = (= 0)* + (y = 0)* —r{ — (z — 0)> — (y — 1)* + 13,
p(P,wi) — p(Pywa) = 2y 413 —1 — 712,
Mnozina bodi, kde je tato funkce konstantni, je tvaru y = C, tedy pfimky kolmé na osu y.

31. Pouzijeme souctové vzorce pro kosinus, to ndm diky vlastnostem z predchoziho tvrzeni dava
cos(a — B) + cos(a + B) = cosacos B + sinasin 8 + cosacos 8 — sinasin 8 = 2 cos a cos .

Podobné ziskdme 2 sin asin 8 = cos(a — 8) — cos(a + B).
48. Polozme trojuhelnik ABC do kartézské soustavy soufadnic tak, ze A = (0,0), B lezi na kladné
poloose z a strana b ma délku 1. Tedy B = (c,0) a C = (u,v) tak, ze u? + v = 1.

Pak cos(a) = u. Snadno spocitame

b2 +c? —2bccosa =ul + 02+ —2Vu2 +02 - c-u=u?+ 02+ —2cu = (c—u)? +v%=d%

49. Oznac¢me vrcholy rovnobéznika A, B, C, D, délky stran a = |AB| = |CD| ab = |BC| = |DA]|,
ahlopficky e = |[AC| a f = |BD| a thel a = |<DAB)|. Vime, ze |[<ABC/| = 180° — a. Kosinové véty
v trojahelnicich DAB a ABC nam daji
2 =a?+b% — 2abcos(a),
e? = a2 + b2 — 2abcos(180° — ).
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Vime, ze cos(180° — a) = — cos(a), takze souctem rovnosti ziskdme
62+f2:a2+b2+a2+b2,
coz jsme méli dokazat.

2, 2 2
51. Sinova véta nam tika, ze plati sina = 27‘1 a kosinova véta tvrdi coso = e =a” Tyto dva

2b
vztahy dosadime do goniometrické jednicky: ‘
20\ 2 b2 2 2\ 2
1 =sin? a + cos? a = (—a> + <u> .
r 2bc
Z tohoto vztahu vyjadiime r a vyjde dokazovany tvar.
56. Oznacme O1, O2 a 71, r2 po fadé poloméry kruznic wi a ws. Dale uvazme dva body A, B
tak, Ze AB =1 a na pfimce AB bod C tak, ze CB = k. Podle Stewartovy véty plati
k(1 — k)4 |01C|? = k|AO1|> + (1 — k)| BO1|%.
Obou stran odetteme r? = kr? + (1 — k)r? a ziskdme pro mocnosti vztah
k(1 — k) +]01C° —rf = k(JAO1|* = r}) + (1 — k)(|BO1|* — 1),

coz prepiSseme pomoci mocnosti pfislusnych bodu na

k(L= k) + p(C,w1) = kp(A,w1) + (1 — k)p(B,w1)-
Analogicky vztah napiSeme pro kruznici wa:

k(1 —k)+ p(C,w2) = kp(A,w2) + (1 — k)p(B,w2).
Rozdilem téchto dvou rovnic ziskdme

p(C,w1) = p(C,w2) = k(p(A,w1) — p(A,w2)) + (1 — k)(p(B,w1) — p(B, w2)).

Jinak feceno, f(C) = kf(A) + (1 — k) f(B). To plati pro libovolné body A, B, C' na pfimce, proto
je f linearni.
77. Jelikoz je p konstanta, je p- XA+ X B s pohyblivym bodem X vlna. Orientujeme vzdalenosti
tak, aby v tom bodé X, kde je p - | X A| + |X B| nejvyssi, bylo XA i XB kladné. Pak ma v tom
bodé vlna p - X A + X B nejvétsi hodnotu a pfimo naproti, v bodé Y, je tudiz nulova. Dostavame

tak p- YA+ Y B = 0. Aby byl soucet nulovy, musi byt jeden ¢len kladny a druhy stejné velky a
zaporny, plati tak v absolutnich hodnotéch p - |Y A| = |Y B].

95. Predstavme si, Zze je B pohyblivy bod a b je tedy pohybliva kruznice s (prozatim) pevnym
polomérem. Pomér délek tecen je konstantni, protoze obé vilny maji nulu pii B = A. Nezavisi tak na
bodu doteku a staéi se zaméFfit na jednu polohu bodu B (kromé B = A) a ménit polomér kruznice
b. Uvazme tedy B pfimo naproti A.

Oznacme r1, r2, s poloméry kruznic a1, a2, b a r polomér k. Stejné jako v predchozim tvr-
zeni povazujme polomér kruznice, pokud se dotyka k zevné, za zaporny. Také analogicky uvazime
vSechny kruznice zmensené o s, uz vime, ze délky tecen se nezméni. Oznac¢me tyto kruznice po fadé
k', al, ab, b'. Kruznice b’ je pak jediny bod, takze mizeme pocitat délku teény pomoci mocnosti:

t_ p(b',a}) _ (2(r —s) — (r1 — 8))2 — (r1 — 5)2 _ 4(r —s)(r — 1) _ [r=n
t2 \/P(b/valz) \/(2(7"_5) —(ra—15))2—(r2—s)2 \/4(r—s)(r—r2) r—1ry

Hledany pomér tedy nezavisi ani na poloméru kruznice b.

96. Oznacme tzy délku spolecné tecny kruznic x a y. Uvazme bod X v bodé doteku kruznice b
s kruznici opsanou. V tomto pfipadé je t, = 0, takze plati t, = t¢, jak jsme ve cviceni dokazali.
Podle cviceni 95 plati

tha _ toe

ta  te’
kde X povazujeme za kruznici s nulovym polomérem. Ziskame tak tp, = tp.. Analogicky, je-li X

v bodé doteku ¢, ziskdme tqq = top. Tim méame hotovo.
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Analyticka geometrie Il — Komplexni vyrazy

Mily ptiteli,

nastava ten Cas, kdy se naucis kouzla, o kterych jsi snad slysel(a) vypravét zkusené fesitele! Poznas
techniku, kterou opravovatelé nevidi radi, ale nakonec za ni stejné musi dat plny pocet boduy,
protoze. .. funguje! Minule jsme tu vydatné prozkoumali goniometrické funkce. Nyni navazeme
na zéklady z minulého dilu, ale vydame se jinou cestou. Tentokrat se totiz podivame zblizka na
komplexni ¢isla a jejich vyuziti v pocitani olympiadni geometrie.

Mozné sis v8iml(a), Ze pocitdni v kartézskych soufadnicich muZe byt neuvétitelné otravné.
Nejenze musi§ vSechno psat pro kazdou soutadnici zvlast, ale jakmile dojde na délky nebo ne-
dejboze uhly, vyjdou vyrazy priserné dlouhé, pokud vibec vyjadrit jdou. Komplexni ¢isla jsou jako
kartézské souradnice, jenom vylepSené.

Naucéime se, jak vnimat mnohd geometrickd zobrazeni pomoci komplexnich ¢isel. Specialné, ze
otaceni, preklapéni a viibec obecna spiralni podobnost jsou v fec¢i komplexnich ¢isel asi tak prirozené
jako prirozena c¢isla. Predstavu Ti vytvori nasledujici motivaéni tlozka:

Priklad 1. (motiva¢ni) V roviné uvazme tse¢ku AB. Pro libovolny bod C na dané poloroviné
uréené piimkou AB zkonstruujme vné trojuhelnika ABC ¢tverce ACDE a BCFG. Ukaite, ze
vSechny pfimky EG prochézi pevnym bodem.

A¢ mize zadani vypadat neuchopitelné, pomoci komplexnich ¢&isel si s takovym prikladem hraveé
poradime. Propojeni komplexnich ¢isel a zobrazeni nas pak povede na cestu poznani. Na konci
tohoto dilu snadno poznas, kdy libovolné ¢tyfi body tvori rovnobéznik, kdy lezi na kruznici, kdy
néjaké t¥i body lezi na pfimce... Tim to ale ani zdaleka nekonéi!

Samoziejmé, mluvime zde o komplexnich ¢islech z toho davodu, Ze jsou vhodné na feSeni olym-
piddnich tloh. Pfedvedeme si proto mocny nastroj, jednotkovou kruznici, pred kterou kdejaka aloha
dostane tfes do kolen. Ke konci dilu tuto kruznici prozkoumame jesté vice a povime si, jak pracovat
v komplexni roviné s pravidelnymi mnohothelniky.
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Varovani

Na zac¢atku minulého seridlu jsme Té varovali pfed nastrahami poc¢itani. VSechna varovani zde plati
na desetkrat! I ze zkuSenosti autort, spravné na soutézi predvést feSeni pomoci komplexnich ¢isel
stoji na nékolika dulezitych pilifich.

(1) Uloha jde spoéitat pomoci komplexnich &isel. Jak néco takového poznat? Poéitat mnoho
a mnoho tuloh — poté uz ziskas odhad. Jak uvidis, tlohy s jednou centralni kruznici jsou
na rané.

(2) Znam dobfe vSechna tvrzeni a dokdzu je obhajit. Tady neni moc co vysvétlovat. Nez se
odvazis Fesit lohu pomoci komplexnich ¢isel, bud pfipraven(a) obh&jit vSechna tvrzeni,
ktera vyuzivas. Specidlné doporucujeme se odkézat na zdroj, nebo v feSeni potiebna tvrzeni
dokazat.

(3) Mam na feSeni Cas. Soutéz je intenzivni zalezitost — Casto mivas 4,5 hodiny na t¥i ulohy.
Pied tim, nez se vydas hodinu pocitat priklad, radsi si rozmysli, Zze to bude zvladnutelné.
Prepisovat vyrazy dlouhé cely radek prece jenom zabere trochu casu.

Precetl(a) sis tento seznam? Vyborné, konec fe¢i, jdeme na to! Znas-li komplexni ¢isla, nebude
pro Tebe, véfime, tézké tvod jen preletét.

Komplexni rovina

Piipomenme si kartézskou soustavu souradnic, kde kazdému bodu roviny ptifadime soufadnice
(a, b). Komplexni rovinu definujeme ze zac¢atku tiplné stejné, pouze ji zapisujeme jinak. Rekneme,
ze bodu (a,b) pfislusi komplexni ¢islo z = a + b - 4, kde i je imagindrni jednotka. Imaginarni
jednotka pro nas prozatim nemusi nic znamenat, jenom to, Ze koeficient u ni je soufadnice y. Cislo
a nazyvame redlnou slozkou a Cislo b imagindrni slozZkou Cisla z. Zatim jen pfejmenovavame, diive
bychom a nazvali z-ovou soufadnici a b y-ovou.

y
—24+20 |—-1+2i |2 1+26 |24 2
247 | =144 |q 1+ 241
-2 -1 0 1 2 T
—2—-4 | —1—3 |—i 1—1 2—1
—2—-2¢ | —-1—-2¢ | =24 1—2¢ 2—-2




Osu z muzeme nyni nazyvat redlnou osou, protoze na ni lezi redlnda éisla, a osu y imagindrni
osou, protoze na ni lezi takzvanad ryze imagindrni c¢isla, tedy cisla, kterda maji nulovou reilnou
slozku. Mnozinu komplexnich ¢isel znac¢ime C.

Umluva 2. Domluvme se, ze pokud neni feceno jinak, tak bodu ozna¢enému velkym pismenem
(napt¥. A) v komplexni roviné p¥islusi komplexni ¢islo, které budeme znacit stejnym malym pisme-
nem (napft. a). Pozor ale, kdyz komplexni éislo rozepiSseme jako a + bi, tak redlna &isla a, b body
nejsou.

S¢itani a odéitani komplexnich éisel definujeme ptirozens, jako by ¢ byla proménné: (a + bi) +
(c+di) = (a+c) + (b+ d)i. Stejné tak nasobeni nebo déleni redlnym ¢islem: k(a + bi) = ka + kbi.
Kdyz se divame na tyto operace komplexnich ¢isel, readlnd a imaginarni slozka spolu nijak nemluvi
— operace provadime po slozkach. Délame tak totéz, co bychom mohli snadno délat v kartézskych
soufadnicich, jenom si uSetfime psani operace pro kazdou slozku.

Priklad 3. Rozmysleme si, Ze s¢itani komplexnich ¢isel a ndsobeni redlnym ¢islem maji nasledujici
hezké vlastnosti:
(1) Stted usecky AB je ’ITH’
Preklopeni bodu B podle bodu A je 2a — b.
Body ABCD tvofi rovnobéznik, pravé pokud plati a + ¢ = b+ d.
a-+b+c
e aaat
Zobrazeni z — z + ¢ dané pri¢tenim pevného ¢isla ¢ € C je posunuti v roviné.
Zobrazeni z — kz dané vynasobenim pevnym c¢islem k € R je stejnolehlost v roviné se
stfedem v pocatku a koeficientem k.

Prvni vlastnost je jasna z nasi definice s¢itani — komplexnim ¢&islim a + bi a ¢ 4 di ptislusi
v kartézské roviné body (a,b) a (c,d). Stfed téchto dvou bodu je uréen jako (“T"'b etd

)
mu tedy komplexni c¢islo “TH’ + %di. Druhé vlastnost plyne z té prvni, nyni je A stied tsecky
BC, tj. a = %, z Cehoz ziskdme ¢ = 2a — b. Rozmysleme si, ze tfeti vlastnost je téz dusledkem
té prvni — kdy tvori ¢tyfuhelnik ABCD rovnobéznik? Pravé tehdy, kdyz stfedy tuhlopticek AC' a
BD splyvaji, tj. “T"'c = % Cislo piislusici tézisti bude intuitivné piisluiné priméru komplexnich
Cisel a, b, ¢, pro¢ presné to plati si ukdzeme za par stran.
Zbylé dva body jsou neméné dulezité, ale v&fime, Ze si je zvladnes rozmyslet sdm/sama. Pomoct

Ti muze obrazek vyse.

) , prislusi

Oproti kartézskym souradnicim maji komplexni ¢isla jednu zasadni vyhodu, mizeme je nasobit!
Tady koneéné doddme ,vyznam® imaginarni jednotce, kdy# si zavedeme, e i2 = —1 a Ze nasobit
miizeme roznasobenim:

(a+ bi)(c+ di) = ac + adi + bei + bdi? = ac + adi + bei — bd = (ac — bd) + (ad + be)i.

Pokud jsi komplexni ¢isla jesté nevidél(a) a trapi T8, jak mizeme jen tak ¥ict néco jako i2 = —1,
zkus si rozmyslet, ze za této definice plati vSechny rozumné vlastnosti nadsobeni zndmé z realnych
éisel jako a(be) = (ab)e, a(b+c) = ab+ac, a ze tedy s komplexnimi ¢isly miizeme normdlné poéitat.
Brzo uvidis, pro¢ to dava smysl délat takhle.

V tomto dile totiz budeme studovat hlavné geometrické vlastnosti, které nasobeni prinasi. Mame
tfeba komplexni ¢islo z a uvazime zobrazeni = — zz, tedy zobrazeni, které libovolnému bodu X
v roviné pfifadi bod X’ takovy, ze ©’ = z - z. Jaké je to zobrazeni? Vime uz, Ze je-li z redlné &islo,
je to stejnolehlost. Co ale obecné?

Absolutni hodnota a argument

Kazdy bod na kruznici 2 +y? = r2 (se stiedem v po¢atku a polomérem ) miizeme zapsat ve tvaru
(r cos a, rsin ). Pro komplexni éislo z = a + bi tedy uvézime vzdalenost bodu (a,b) v kartézské
roviné od pocéatku soustavy soufadnic a nazveme ji absolutn? hodnotou &isla z, znacime |z|. Mizeme
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jej tak zapsat v goniometrickém tvaru z = |z|(cos @ + isin«), kde thel o nazyvame argumentem
isla z a zna¢ime arg z. Uhel a je uréen jednoznaéné az na pti¢teni nasobku 360°, coz nam vadit
nebude. Muzeme tedy psat

z = |z|(cos(arg z) + isin(arg 2)).
Pokud vi$ o polarnich soufadnicich, neni tohle nic jiného nez zapis komplexniho ¢isla v polarnich
soufadnicich.

arg z

O T

Pozorovani 4. Je-li z = a + bi, pak |z| = Va2 + b2.

Cviceni 5. Je-li O pocatek soustavy souradnic a Z libovolny jiny bod, je argument éisla z roven
orientovanému thlu <(osa z,072).

Tvrzeni 6. Pro komplexni ¢isla w, z plati |lwz| = |w| - |z| a arg(wz) = argw + arg 2.

Dukaz. Zapiseme si ¢isla v goniometrickém tvaru,
w = |w|(cos(a) + isin(a)) a z = |z|(cos(B) + isin(B)),
kde oo = argw a 3 = arg z. Soucin wz podle téchto vzorcl roznasobime
wz = |w| - |z|(cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B) + i(sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B)).

Podle souctovych vzorcu, které jsme vidéli v prvnim dile, dostavame

wz = |w| - |z|(cos(a + B) + isin(a + B)).
Ovsem zapiSeme-li wz taky v goniometrickém tvaru jako

wz = |wz| - (cos(arg(wz)) + isin(arg(wz)),

vidime, %e mtizeme hodnoty ztotoznit. Cili |wz| = |w| - |2| a argwz = a + 3 = argw + arg 2. O

Co se stane, kdyz odectes dva body a + bi a ¢ + di a podivas se na absolutni hodnotu je-
jich rozdilu? Divame se na absolutni hodnotu komplexniho é&isla (a — ¢) + (b — d)i, coz je rovno

V/(a —¢)2 + (b — d)?, tedy podle Pythagorovy véty piesné vzdalenosti bodt (a,c) a (b, d) v kartéz-
ské soustavé souradnic. Ziskdme tak uzitecné pozorovani ohledné vzdalenosti.

Pozorovani 7. Vzdélenost bodii A a B v komplexni roviné je rovna |a — b|.

Cviceni 8. Rozmysli si, jak bys v komplexni roviné zakreslil(a) vSechna ¢isla s absolutni hodnotou
1. Z toho si zkus odvodit obecny tvar kruznice v komplexni roviné.

Pozorovani 9. Zobrazeni x — zx dané vynasobenim ¢isla s pevnym z € C je spiralni podobnost!
se stiedem v podatku, kterd otdci o thel arg z a stejnolehli s koeficientem |z|.

Lslozeni stejnolehlosti a otoceni



Dikaz. Vime, Ze zz mé |z|-krdt vétsi absolutni hodnotu nez =z, ¢ili je doopravdy z-krat dal od
pocatku. Argument ma vétsi o arg z, takze svird s osou z o arg z vétsi thel, éili je oproti z opravdu

otoceny o arg z. O
o
\ 2+ 20):
> (14 2i)z
2iz
L ]
o 1420 y
(=2 +2i)2) o (@+i)z
b (141)z
- iz
L ]
- (—1+1)z ‘ e
(—2+1)z \ > T2z
- z
\ o 0
) P
g — \(2-1)z
e (1-1)z
=iz
s
P (-1 -19)z . )
(=2 —4)z P (2 -2i)z
5 (1 =2i)
> —2iz
‘.' (—1—2i)z
(=2 —2i)z

To je pékna vlastnost, ze? Pravé kvili tomu jsme si zavedli ndsobeni komplexnich ¢&isel.
Cviceni 10. Najdi komplexni éislo z takové, Ze nasobeni ¢islem z provadi v roviné

(1) stfedovou soumérnost,
(2) otoceni o 90° proti sméru, respektive po sméru, hodinovych ruéicek,
(3) otoceni o 120° proti sméru hodinovych rucicek.

Jsou-li trojuhelniky ABC a DEF ptfimo podobné, pojdme si rozmyslet, jak najit podobnost,
kterd je na sebe prevadi. Nejprve A ABC zvétsime, aby byl shodny s DEF'. Pak ho oto¢ime, aby byly
trojuhelniky stejné orientované. Nyni uz ziskdme dva stejné velké a stejné orientované trojihelniky,
¢ili existuje posunuti, které transformovany trojuhelnik ABC pfevadi na DEF. Takto je mozné
libovolnou pfimou podobnost slozit ze spiradlni podobnosti a posunuti. V fe¢i komplexnich ¢isel to
znamena, ze kazda podobnost se dé vyjadrit zobrazenim x — zx + k pro néjakd z,k € C. V nasem
pripadé by platilo d = za + k,e = zb+ k, f = zc + k.

Cviceni 11. (Stfed spiralni podobnosti) Necht jsou AB, CD dvé usecky, které na sebe nejde
dostat pouze posunutim. Dokaz, Ze existuje bod M takovy, ze AABM ~ ACDM.

Kdyz méame dva podobné atvary, vzdy mtizeme najit bod, ktery bude stfedem spiralni podob-
nosti prevadéjici tyto utvary na sebe. Pokud s néjakou takovou podobnosti pracujeme, muze se
hodit polozit si stfed spirdlni podobnosti do bodu 0. V takovém piipadé danda spirdlni podobnost
bude jen nasobeni ¢islem z.

Cviéeni 12. (Spirédlka chodi po dvou) Necht se body X, Y zobrazi spirdlni podobnosti se stfedem
S nabody X', Y’ (tj. trojuhelniky XY S a X'Y"’S jsou si podobné). Pak existuje spiralni podobnost
se stiedem S, ktera zobrazi X naY a X’ na Y’'.

Uloha 13. (Klouzani) V této tloze uvazujme jen pi¥imé podobnosti. Nechf plati AABC ~
NA'B'C’'. Sestrojme body A", B", C" tak, aby platilo AAA’A” ~ ABB'B"” ~ ACC'C". Tyto
trojihelniky mtZou byt i degenerované, naptiklad mtze byt bod A’ stied tisecky AA’ a podobné
B", C". Potom plati dokonce AABC ~ AA’B'C' ~ NA”B"C".
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Cviceni 14. Jaky vzorec ma stfed ¢tverce nad tseckou AB? Co stfed rovnostranného trojuhelnika
nad tseckou AB?

a+(242i)(b—a)
a+(1+27ﬁ)(b;a).
a+ 2i(b—a)

° a+(2+1i)(b—a)
a+ (=1%2i)(b=a)
o

at+ (1% i)b—a)
. ' 3
atib=0) a+2(b—a)

o
+ (=149 (b= <
at( .Z)( @) atb—a

i///) at(2Ni)b-a)

o
a+ (1xi)(b="a)
4
a—i(b—a)

a+(—1—i)(b—a)./
]

a—\(b—a)
.

Uvodni piiklad v sobé skrjva hned dva étverce, coz Ti uréité napovida, ze jsme jej neuvedli pro
nic za nic. Pojdme se mu spolu podivat na zub.

Priklad 15. (znovu) V roviné uvazme usecku AB. Pro libovolny bod C na dané poloroviné uréené
pfimkou AB zkonstruujme vné trojuhelnika ABC ¢tverce ACDE a BCFG. Ukazte, ze vSechny
ptimky EG prochézi pevnym bodem.

Nejprve se zamysleme, o jaky bod by se mohlo jednat. Tvrzeni ndm néco fikd o vSech moznych
primkach, z nichz si mizeme par vybrat a podivat se, kterym bodem vsSechny prochazi. Pokud
preklopime C podle osy tsecky AB, preklopi se cely obrazek i vysledna pfimka EG. Prusecik dvou
preklopenych pfimek musi byt na ose usecky AB, tam by tedy mél byt prusecik vsech.

Pokud dale zvolime bod C na ose usecky AB tak, ze je ABC pravouhly trojuhelnik, pak pfimka
EG prochazi touto volbou bodu C', musi to proto byt hledany bod.

6



A B

Reseni. Nyni uz mame intuici, ktery bod hledame. Pfesutime se do komplexni roviny a polozme
a = —1,b =1 a volme body ¢ z poloroviny, kde vSsechny body maji kladnou imaginarni slozku.
Polorovina ve skute¢nosti neni omezujici, jen nam udava, kterym smérem jsou ¢tverce vné. Chceme
pak ukazat, ze vSechny pfimky eg prochéazeji bodem 3.

Tak jako ve cviceni 14 si zjistime soufadnice relevantnich vrcholu étverce (jsou ostatné vidét
z obrazku u cvieni). Mame tak

e=a+ilc—a)=-1+i(c+1)=ic—1+1,
g=c+A+i)b-—c)=c+(1+i)(1—c)=—ic+1+i.

Kdyz se ale podivas na dCisla e a g, tak se dokonce zda, ze stfed usecky EG bude roven i.
A opravdu
etg ic—l+i—dc+1l+i
2 2

Mame hotovo.

Uloha 16. V roviné uvazme tse¢ku AB. Pro libovolny bod C v dané poloroving uréené piimkou
AB zkonstruujme vné trojuhelnika ABC' ¢tverce ACDE a BCFG. Dale sestrojme takovy bod K,
ze je GCDK rovnobéznik. Ukazte, Ze poloha bodu K nezavisi na poloze bodu C.

Uloha 17. Je dan étyfuhelnik ABCD. Nad stranami AB, CD sestrojime &tverce, jejich stiedy
oznacime K, M. Pod stranami BC, DA sestrojime ¢tverce, jejich stfedy oznac¢ime L, N. Dokaz, ze
je KLM N rovnobéznik.

Vratme se k algebraickym vlastnostem komplexnich ¢isel. Realna ¢isla délime snadno, jak ale po-
délime komplexni ¢islo ¢islem komplexnim? Pomoci goniometrického tvaru bychom mohli komplexni
cisla délit tak, ze bychom podélili absolutni hodnoty a odecetli argumenty. Pti praktickém pocitani
si komplexni ¢isla (vétsinou) explicitné nerozepisujeme, at uz do tvaru kartézského z = a + bi nebo
goniometrického z = |z|(cos(arg z) + isin(arg z)) — ty vyuzivame jen k dikaziim tvrzeni. Podivdme
se na jednu uzitecnou konstrukci, kterd ndm pomuze se témto tvarim vyhnout.

Sdruzeni

Definice 18. Komplexnimu ¢islu z = a + bi definujeme sdruzené ¢islo z = a — bi.

Snadno nahlédneme?, Ze operace ,sdruzeni komplexniho &isla“ vyjadiuje geometricky pieklopeni

pires realnou osu. Podobné samoziejmé je i to, ze plati z = z.
OvSem z a z maji i jiny vztah. Jejich souéin neni nic jiného, nez z -z = (a + bi)(a — bi) =
a? +b% = |z|?. Shriime tato pozorovani.

Tvrzeni 19. Pro kazdé komplexni ¢islo z plati z - Z = |2|2.

2napiiklad na tvodnim obrazku komplexni roviny
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Cviceni 20. Pro kterd komplexni ¢isla plati z = 2?7 A co z = —27

Cviceni 21. Rozmysli si, Ze vSechny nepfimé podobnosti v roviné jsou tvaru z +— 2T + k pro
néjaka z, k € C. Specialné toho tvaru jsou vSechny osové soumérnosti.

Uvedme si jesté par zdkladnich vlastnosti této operace. Neboj, necekd nas nic slozitého. Jak
jsme uz nastinili, mizeme pomoci ni snaze délit komplexni ¢isla.

Cviceni 22. Rozmysli si, Ze a/b = ab/|b|?. Jelikoz je |b|? redlné ¢islo, je na rozdil od b snadné
jim délit. Cemu je rovno (8 +1i)/(2 — 3i)?

Cviceni 23. Absolutni hodnota a argument se kamaradi s ndsobenim — tim padem i s délenim.
Dokaz, ze plati |w/z| = |w|/|z| a arg(w/z) = argw — arg z pro libovolna w, z € C, z nenulové.

Uloha 24. Je dén trojuhelnik ABC' s t&zistém T. Nad tiseckami BT a CT jsou sestrojeny pra-
vouhlé rovnoramenné trojuhelniky BT K a CTL. Ozna¢me D a E stfedy usecek BC a KL. Urci
hodnotu poméru |AT| : |DE|. (Domaci kolo MO 2023)

V praxi je dobré si uvédomit, ze sdruzeni ,zachovava“ operace jako séitani a nasobeni:

Cviceni 25. Ukaz, ze pro komplexni éisla a, b plati

(1) (a+b)=a+b, (a—b)=a—b,

(2) (ab) =a-b,
(3) (a/b) =a/b.
Jediné vlastnost &isla i, kterou jsme zatim pouzili®, je, ze i2 = —1. Ov8em ¢&islo (—3) ma tuhle

vlastnost taky. Takze kdybychom vSude misto ¢ psali (—7), mélo by po¢itani porad fungovat, ne?
Z tohoto pozorovani plyne hned celé predchozi cviceni.

Priklad 26. Pojdme si rozmyslet, jak poéitat sdruzend éisla ,komplexnéjsich“ vyrazt. Spocitejme
sdruzené cislo vyrazu Wbi)(w za predpokladu, zZe plati |a| = |b] = |c¢| = 1.
Reseni. Pokud plati |a| = |b| = |¢| = 1, tak aa = bb = cc = 1, tedya = 2, b= 1, ¢ =
Upravujme postupné podle pfedchoziho cviceni 25. Nejprve plati

1
=

o=

< abc > _ (abe)
@r)b-9e-a) @inb o _a
podle bodu (3). To miizeme déle upravit na
(abc) _ abe
(a+b)(b—c)(c—a) (a+Db)-(b—c) (c—a)
podle bodu (2). Kone¢né

abe _ abe
(a+b)-(b—c)-(c—a) (@a+b(d-2o)(c—a)
podle bodu (1). Ted by Ti mélo byt jasné, ze bézné aritmetické vyrazy sdruzime tak, ze sdruzime
vSechna pismenka, a nemusime to uz v budoucnu takhle pitvat. Proto mizeme piejit ke druhé ¢asti,

dosadit a rozsifit cely zlomek &islem a2b?c¢?:
% : % : % abc abc

T, 1\ (1 _1\/1_ 1\ 1,1 1_ 1 1_ 1 :
Gre)-oG-a) alg+g)be(G-o) (-3 ©Gtral-bla-0
Ziskali jsme zlomek rovny ptivodnimu vyrazu. Co znamena, kdyz se ¢islo rovna sdruzenému ¢islu?

Ze je realné. Takize pokud plati |a| = |b] = |c| = 1, pak je W realné &islo.

a+b+c 4y

Uloha 27. Komplexni ¢&isla a, b, c spliuji |a] = |b| = |c| = 1. Dokaz, ze ¢&islo z = b Tborea 1é7

spliiuje |z| = 1.

3Kromé polohy v roviné, ted mluvime o matematickych vlastnostech.
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T¥i body na pfimce, Ctyii body na kruznici.

Uz ses naudil(a), jak pomoci spirdlni podobnosti spoéitat komplexni ¢islo bodu v néjaké hezké
konfiguraci, napriklad ve stfedu ¢tverce nad tseckou. Co kdyz ale né€jakou konfiguraci bodd chceme
v uloze dokazat? Pak muZeme provést stejnou spirdlni podobnost, ale pozpatku.

Véta 28. T¥i body A, B, C lezi na pfimce, pravé pokud plati

c—a

b—a

eR.

Dikaz. Pro vypocetni ucely bychom chtéli pracovat s ,hez¢i formou“ bodu A, B a C. Posunuti
ani spirdlni podobnost tii bodt samozfejmé nezmeéni, jestli body lezi na jedné pfimce. Vime, ze
posunuti v roviné je pri¢teni pevného ¢isla, pficteme tedy —a, ¢imz presuneme a do 0. Tudiz t¥i
¢isla a, b a ¢ lezi na pfimce, pravé kdyz na primce lezi ¢islaa —a=0,b—aac—a.

Vime taky, Ze nasobeni pevnym ¢islem je spirdlni podobnost, vynasobime tedy vSechna ¢isla
ﬁ, ¢imz druhé &islo zjednodusime. Poté cisla 0, b — a, ¢ — a lezi na primce, pravé kdyz lezi na

primce bEa =0, Z:—Z =1, ;=2. Body 0 a 1 ovSem lezi na redlné ose, ¢ili toto je splnéno, pravé
kdyz lezi zlomek =% na redlné ose a dikaz je hotovy.

kem, pravé kdyz se na sebe daji pfesunout stejnolehlosti se stfedem v pocatku, tedy b—a = k(c—a)
pro k € R, neboliz:—gzkER. O

Vsimni si, ze v této vété nezélezi, v jakém poradi body vezmes, staci vydélit dva rozdily. Prave
jsme dokéazali jeden ze zdkladnich kament pii praci s komplexnimi ¢isly. Dokonce mtuzeme o zkou-
maném podilu vydolovat obecn€jsi informaci, totiz thel, ktery sviraji tfi komplexni ¢isla. K tomu
zaprahneme vlastnosti argumentu, které jsme mohli vyuzit i v dikazu véty, jak si muzes rozmyslet.

a) — 4BAC.

c—
b—a

Lemma 29. Pro libovolna komplexni ¢isla a, b, ¢ plati arg(

Dukaz. Staci vyuzit cviceni 23 a zacvicit s definici argumentu:

arg (Z : Z) = arg(c—a) —arg(b—a) = <(redlna osa, 1@) — <(redln osa, zﬁ) = <I(1ﬁ, zﬁ) O

Uloha 30. Jak v komplexnich ¢&islech poznat, #e jsou piimky AB a C'D rovnobé&zné?

Uloha 31. Vyuzij dukaz véty 28 a dokaz, ze dva trojuhelniky ABC a DEF jsou si pfimo podobné
praveé tehdy, kdyz plati

c—a f-—d
b—a e—d’
c %gyd
b /
a%/ q-a_f-d
b—a e—|d
0 1

Cviceni 32. Rozmysli si, jak ovéfit, ze je trojuhelnik ABC rovnostranny nebo ze je étyfthelnik
ABCD c¢tverec.



Cviceni 38. Jak v komplexnich ¢islech poznat, Ze jsou trojuhelniky ABC a DEF podobné
neprimo?

Cviceni 34. Jaky je vzorec preklopeni bodu Z v osové soumérnosti podle pfimky AB? A co paty
vysky ze Z na AB?
Obdobné se podivejme na kolmice v roviné. I v tomto pfipadé ndm komplexni éisla daji jedno-
duchou podminku, kdy jsou na sebe dvé pfimky kolmé.
Véta 35. Pro body A, B, C, D plati AC | BD, pravé kdyz
a—c

b—d

€ iR,

kde iR znaci mnozinu cisel tvaru ki pro k € R, tedy ryze imaginarnich cisel.

Duikaz. Dtkaz povedeme v podobném duchu jako dikaz véty o bodech na jedné pfimce — posuneme
celou situaci k 0.

Posunme body a a cnaa —c a0 abody badnabody b —d a 0. Posunuti zachova rovnobéz-
nost prislusnych usecek, proto miZzeme podminku AC 1 BD ekvivalentné vnimat jako existenci
pravouhlého trojuhelnika s vrcholy 0, a — ¢, b — d s pravym thlem pfi 0.

Ale pozor! To, ze mame pravy thel u pocatku, znamena, ze jedno ¢islo mizeme ziskat pomoci
néjaké spiralni podobnosti z druhého — otoceni o +90° a néjaka stejnolehlost. Otoceni ziskdme
nasobenim +i a stejnolehlost poté nasobenim realnou konstantou. Pro néjaké k € R plati

a —

a—c=(b—d)i k <> ;:zﬂkzeiR.

Pokud naopak plati, ze a — ¢ a b — d sviraji s po¢atkem pravy thel, pak jsou pfimky AC a BD
kolmé. O

Cviceni 36. Rozhodni, které trojice bodu A, B, C lezi na jedné pfimce pro vsechna z, y, z € C
a pro které plati AB | BC, pokud:

(1) a=1—-i,b=—-4+Ti,c=4—6i

(2) a=3i—3b=1c=4+4i

(B) a=2zx+y,b=2y+z,c=4c—=z

(4

) a:m’b:y;z’(z:%.

Y, Z je skuteéné x%ﬂ, totiz ze tento bod lezi na jedné z téznic. Ze ziejmé symetrie pak uz lezi
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na vSech. Blahopfejeme! Miuze$ to oslavit tim, Ze se s ndmi podivas na kruznice. Obvodové tuhly
napovidaji, ze najdeme kritérium pro kruznice podobné dvéma pravé ziskanym.

Véta 37. Ctyii body A, B, C, D lezi na kruznici, pravé pokud plati

a—c a—d

: R.
b—c b—-d €

Dikaz. Podle lemmatu 29 vyjadiuji ¢isla arg (%) ,arg (Z%g) orientované thly <BCA a <BDA,
pomoci nichZz uz umime uréit, kdy lezi body na kruznici. Body A, B, C, D lezi na kruznici, pravé
kdyz
(1) bud lezi C a D na stejném oblouku AB a tehdy plati <BCA = <BDA,
(2) nebo lezi na opaénych obloucich a tehdy plati <BCA 4+ <ADB = 180°, tedy v orientova-
nych thlech <BCA — <BDA = 180°.

Dohromady lezi body A, B, C, D na kruznici, pravé kdyz plati <BCA — <BDA = 0 nebo 180°,
takze muzeme podle cviceni 23 napsat

a—c a—d a—c a—d
: = - —— | = <BCA — <BDA = 0 nebo 180°.
arg(b_c b—d) arg(b_c) arg(b_d> < < nebo

Cislo ma ovSem argument 0 nebo 180° pravé tehdy, kdyz je realné. O

Pokud znas orientovany thel modulo 180°, jisté Ti neuslo, Ze ackoli arg <‘;:2) = <BCA plati

modulo 360°, v tomto dukaze jsme pracovali pouze 180°.
Cviceni 38. Dokaz, ze nasledujici étvefice boda A, B, C, D lezi na jedné kruznici pro vSechna
z, y, z € C, pokud:

(1) a=-1,b=1d,c=—2+i,d=—1+2i.

(2) a=4+1i,b=2+2i,c=8+4i,d="T+Ti.

3) a=z,b=y,c=xz+y+z d=x+y—z pokud |z| = |y| = |z| = 1.

Vsechny ,ovéfovaci“ véty, které jsi v sekci vidél(a), zpravidla vyuZijes na konci dukazu — tj. na
ovéreni tvrzeni ulohy. Napriklad po Tobé uloha chce ukazat, ze se tfi pfimky protinaji v jednom
bodé. Stac¢i Ti najit prusecik dvou z nich a pomoci véty 28 ukézat, Ze lezi na tfeti pfimce.

Nyni nastava ¢as, abys vyzkousela(a) vSechny své doposud ziskané znalosti. Cek4 Té& nyni par
uloh, kde se Ti miiZou hodit tvrzeni z této sekce. Hura do toho!

Uloha 39. Nad stranami trojihelnika ABC sestrojime étverce ACDE a BCFG. Dokaz, ze lezi
stfed usecky DF na vysce z vrcholu C'.

Uloha 40. (Van Aubelova véta) Nad stranami daného étyiuhelnika sestrojime vné étverce. Doka,
ze spojnice stfedl protéjsich ¢tverci maji stejné délky a jsou na sebe kolmé.

Uloha 41. Nad stranami rovnobéznika sestrojime vné étverce. Dokazte, ze st¥edy téchto étverct
tvorii vrcholy Ctverce.

Uloha 42. (Napoleonova véta) Nad stranami trojihelnika ABC sestrojime vné rovnostranné
trojuhelniky ABZ, BCX, CAY. Dokazte, ze stfedy téchto trojuhelniku tvori téZ rovnostranny
trojuhelnik. Dokaz téz, ze ptimky AX, BY a CZ prochazi jednim bodem.

Uloha 43. Je dan trojthelnik ABC s t&zistém T. Otocenim o 120° okolo T se B zobrazi na Bj.

Otocenim o 120° druhym smérem okolo T" se C zobrazi na C7. Dokaz, ze je AAB;C1 rovnostranny.

Jedno vyznac¢né a velmi mocné zobrazeni, kterym se v tomto seridlu nebudeme prili§ zabyvat,
je kruhovd inverze. Zminme ji zde proto zbézné, pokud T€ zaujala, vice informaci najdes v PraSeci
knihovnic¢ce.*

4T¥eba na adrese |https://prase.cz/library /KruhovalnverzePT/KruhovalnverzePT.pdf.
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Definice 44. Bud w dané kruZnice se stfedem O a polomérem r. Poté kruhovou inverzi bodu
P # O podle w definujeme jako bod P* lezici na polopfimce (ﬁ spliiujici |OP| - |OP*| = r2.

Uloha 45. Bud w jednotkova kruznice.

(1) Pro dany bod Z v roviné a komplexni éislo z € C jemu pfislusné urci komplexni &islo
pfislusné bodu Z*.

(2) Jsou dané dva body A, B a body A*, B* k nim inverzni podle w. Dokaz, ze body A, B,
A* a B* lezi na jedné kruznici.

Jednotkova kruznice

Doposud jsme komplexni ¢isla zkoumali z pohledu zobrazeni. Jisté dosvédc¢is, ze zobrazeni, jako jsou
otocCeni ¢i preklapéni, jsou v fec¢i komplexnich ¢isel pfirozena. Bohuzel, v redingch olympiadnich
ulohach je casto objekt zvany kruznice, se kterym prozatim umime pracovat pouze s pomoci véty
37. Jak jsme upozornili, tato véta se typicky pouziva k dukazu, ze Ctyfi body lezi na kruZnici,
nikoliv k préaci s kruznicemi, co v tloze jsou.

Definice 46. Definujme (znovu) jednotkovou kruznici jako mnozinu komplexnich ¢isel s absolutni
hodnotou |z| = 1. V komplexni roviné je ddna kruznici se stfedem v pocétku a polomérem jedna.

K ¢emu je nam jednotkova kruznice dobra? Jelikoz je absolutni hodnota kazdého prvku jedna,
tak pro cislo z na jednotkové kruznici plati

1= 2% = 2z,

tj. z = % Snadno tedy muzeme pocitat sdruzend cisla vyraza obsahujici ¢isla na jednotkové kruz-
nici. To ndm znac¢né zjednodusi zivot. Naptiklad chceme-li ovétit, ze je (=4
b, ¢ jsou vyjadfend pomoci ¢isel na jednotkové kruznici, mizeme timto zpusobem spocitat ¢islo
sdruzené a ovérit, zda je totozné, jako jsme to udélali v prikladé 26. Ve velké fadé tvrzeni a kritérii

nam ale jednotkova kruznice nejen da néastroj k vypoctu, ale zjednodusi samotny vzorec. Pohodlné

realné cislo, kde a,

se usad a kochej se.

Piiklad 47. Dokazme, Ze pro body A, B, C, D na jednotkové kruznici plati AB | CD, pravé
pokud ab + c¢d = 0.

Reseni. Vyuzijeme vétu 35, podle které AC | BD plati, pravé kdyz

a—beAR<:>a—b <a—b>
i = - .
c—d c—d c—d

Vzpomenme si na pravidla vypoétu sdruzenych vyrazu! Pocitejme

<a—b>_6—5_%*%_a—b cd
c—d c—d %—%_c—d ab’
Piislusné pfimky jsou tak kolmé, pravé pokud ab = —cd.

Cviceni 48. Dokaz, ze pro body A, B, C, D na jednotkové kruznici plati AB || CD, pravé pokud
ab = cd.

Zustanme u kolmic trochu déle. Cviceni 34 ndm umoznuje spocist preklopeni bodu podle libo-
volné tsecky. V tomto vyrazu se ale vyskytuje mnoho sdruzenych ¢isel, ktera jednotkova kruznice
magicky zjednodusi na vzorec, ktery uz stoji za zapamatovani.
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Véta 49. Budte A, B body na jednotkové kruznici. Pak je preklopeni bodu Z podle piimky AB
dano cislem
a+b—abz

a pata bodu Z na AB je ddna % (a4 b+ 2z — abz).

Dikaz. Pokud jsi dukladné fesil(a) cviceni 34, vis, ze pfeklopeni bodu Z podle pfimky AB obecné
prislusi komplexni ¢islo

Jelikoz plati @ = % ab= %, tento vyraz se rovna:

byt 0ofo)

_1
a

=a+b— abz.

|
o

1

b a

Kratit ¢islem a — b mizeme, protoze jinak neexistuje primka AB. Pata bodu je stfed usecky dané

Z a jeho pieklopenim, tudiz je ddna ¢islem % (a+b+ z — abz). O
Nyni si ukazme ptiklad pfimo z té nasi Matematické olympiady. Toto feSeni obdrzelo na krajském

kole MO 6 bodu ze 6.

Piiklad 50. V ostrouhlém trojuhelniku ABC oznacme O stfed kruZnice opsané. Obraz bodu O
v osové soumérnosti podle pfimky AC ozna¢me P. Dokaz, ze stiedy tseéek AO a BP lezi na téze
kolmici k pfimce BC. (Krajské kolo MO A 2020)

Reseni. Polozme trojthelnik do komplexni roviny tak, ze (ABC) je jednotkovéa kruZnice, a tedy
o = 0. Rozmysleme si, jak ziskat vyjadfeni bodu P.
Bod P je takovy, ze OAPC tvoii rovnobéznik, jelikoz stied S strany AC spliuje OS L AC.
Podle prikladu 3 je tak p = a+c— 0 = a+ c. Ke stejnému vysledku bychom dosli i pomoci véty 49.
Nyni uz je zbytek feseni nasnadé. Stredy U, V useéek BP a AO maji vyjadreni po fadé HTP =

%W a 5. Chceme ovéiit, Ze plati UV L BC, tj. diky vété 35 chceme ovétit, ze je ¢islo

u—v_%bj%*%_ b+c
b—c b—c  2(b—c)
ryze imaginarni. Spoéitejme ¢&islo k nému sdruzené, diky cviceni 25 a faktu, ze b = % ac = %
muzeme psat
u—v\ b+c . %-ﬁ-% b+ u—w
(b—c>_<2(b—c)>_2%—%_2(c—b)__b—c.

Tento podil je tedy ryze imaginarni, tj. UV L BC, coz jsme presné chtéli.
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Zatim byla volba jednotkové kruznice spiSe zjevna, obcas tomu tak ale nemusi byt. Nasleduje
velka kupa tloh, které lze fesit pomoci komplexnich ¢isel. Pozor, ob¢as bude naptiklad nutné tipnout
si hledany bod.

Uloha 51. Body A, B lezi na jednotkové kruznici. Dokaz, e bod P lezi na pfimce AB, pravé
pokud plati a + b = p + abp.

Cvic¢eni 52. Body A, B lezi na jednotkové kruznici. Dokaz, Ze komplexni ¢islo % prislusi

priseciku tecen k jednotkové kruznici jimi vedenymi.

Uloha 53. Je dan teénovy® étyfuhelnik ABCD. Dokaz, Ze stfed usecky AC, stied tsecky BD a
vepsisté lezi na jedné primce.

Uloha 54. Je dan tétivovy étyfthelnik ABCD s priseéikem thlopticek P, v némz M a N jsou
stfedy uhlopficek AC' a BD. Dokaz, ze kolmice vedené ze stfedu kazdé strany na protéjsi stranu se
protinaji v jednom bodé. Dokaz navic, Ze tento bod je ortocentrem trojuhelnika PM N.

Uloha 55. Ctyitahelnik ABC'D ma kolmé thlopficky a je vepsany do kruznice se stiedem O.
Dokaz, ze vzdalenost bodu O od ptimky CD je %|AB|. (PraSe 40-4p—4)

Uloha 56. (Simsonova piimka) Bod P lezi v roviné trojihelnika ABC. Oznaéme D, E a F po
fadé jeho paty na strany BC, AC a AB. Dokaz, ze pokud P lezi na kruznici opsané (ABC'), pak
body D, E a F lezi na pfimce.

Uloha 57. V trojthelniku ABC oznaéme A1, By, C1 po fadé body dotyku kruznice vepsané se
stranami BC, AC a AB. Dale ozna¢me A2, B2, C2 po fadé stiedy usecek B1Cp, A1C1, A1B;.
Dokazte, ze kolmice z bodu Az na BC, z bodu B2 na AC a z bodu C3 na AB prochazi jednim
bodem.

Uloha 58. Budte AA’, BB/, CC’ tfi priméry kruznice opsané trojuhelnika ABC. Zvolme libo-
volny bod P uvnitf trojuhelnika AABC a ozna¢me D, E, F po fadé paty kolmic z bodu P na
strany BC, CA, AB. Ozna¢me X bod takovy, ze D je stfed tsetky A’X a analogicky definujme
body Y a Z. Dokaz, ze trojuhelniky ABC a XY Z jsou si podobné. (Cina TST 2011)

Dalsi dulezitou vlastnosti, diky které je radno si zahravat s jednotkovou kruznici, je pocitani
prusecika pfimek. Obecné sice jde spocitat prusecik dvou libovolnych pfimek — jednoduse pouzit
dvakrat vétu 28, ale na soutézi by ses z toho vseho pocitani nejspis zblaznil(a). Nastésti, jednotkova
kruznice znovu prichazi na pomoc, vzorec pro pocitani prisecikt tétiv na jednotkové kruznici se
da stravit.

Véta 59. Jsou ddny body A, B, C, D na jednotkové kruznici takové, ze AB }f CD. Prusecik
P =ABNCD je dany vzorcem

_ab(c+d) —cd(a+b)

N ab—cd '
Dikaz. Nejprve si rozmysleme, ze vyraz je dobfe definovany — pokud P existuje, tak AB neni
rovnobézné s C'D, tudiz ab # cd. Vzhledem k symetrii dokazovaného tvaru p nam stac¢i ukazat, ze
bod P definovany pomoci komplexniho ¢isla vyse lezi na pfimce AB. K tomu vyuzijeme tlohu 51,
podle které staci ovérit, zda plati

a+b=p+ abp.

Dosli jsme spolu jiz tak daleko, ze se takového vypoctu urcité nebojime. Nejprve si druhy ¢len
predpocditame, znovu pomoci pravidel sdruzovani

)_

(%—i—%) _ _ablc+d—a—1b)
ab—cd '

ab(c+d)—cd(a+b)> P s

bp = ab
awp a( ab —cd

1

cd
1 -
cd

%\Hmw

5To znamend, e mu lze vepsat kruznice.
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Ted uz i na mili daleko vidime, ze vyraz p + abp vyjde hezky:

ab(c+d) —cd(a+b) ablc+d—a—Db)

b = — -
P+ ap ab—cd ab —cd
ab(c+d) —cd(a+b) —ablc+d—a—b) abla+b)—cd(a+b)
N ab —cd N ab—cd ’
coz je rovno a + b, presné jak jsme potfebovali. O

Pozorovani 60. Priisecik te¢ny v bodé A s piimkou CD je dany , limitnim priblizovdanim bodu
B k bodu A“ ve vzorci vyse, tedy polozenim b = a:

a?(c+d)—cd-2a
a? —cd ’

Opravdu, snadno si jisté spocitas, ze plati OA L AP, pomoci kritéria kolmosti.
Uloha 61. Je dané kruznice w s primérem AK. Bod M lezi uvniti kruznice, ale ne na AK a
pfimka AM protind w podruhé v Q). Te¢na k w v Q protne kolmici v M na pfimku AK v bodé P.

Kone¢né, druhd tecna z P k w ji protind v bodé L. Dokaz, ze body K, L a M lezi na pfimce.
(Nizozemsko TST 2017)

Uloha 62. Je dan4 kruznice w a bod P mimo ni. Uvazme v$echny lichob&zniky ABCD, AB || CD
vepsané w takové, ze P je prusecik pfimek AD a BC. Dokaz, Ze vSechny takové lichobézniky maji
spole¢ny priisecik thlopficek. (Ustiedni kolo MO 1998)
Uloha 63. Je dany rovnobéinik ABCD s tupym uhlem pii A. Oznaéme M stied usecky AB
a F druhy prusec¢ik pfimky DM s kruznici (DAB). Kone¢né, oznaéme H bod na DA takovy, ze
<AHB = 90°. Dokaz, ze body C, D, H a E lezi na kruznici. (PraSe 39-1j-7)
Uloha 64. Je dany rovnoramenny trojthelnik ABC se zédkladnou BC a stfedem kruznice vepsané
I. Pfimka BI protne stranu AC v bodé D a kolmice skrz D k AC protne primku Al v bodé E.

Dokaz, ze obraz bodu I podle ptimky AC lezi na kruznici opsané trojahelnika BDE.
(IMO shortlist 2016/G4)

Pfi poéitani tloh pomoci komplexnich ¢isel se obcas nevyvarujeme del$im vypoctim. Pokud se
nebojis, cekaji Té€ dva testy odolnosti.

Uloha 65. (Brocardova véta) Je dany tétivovy &tyfuhelnik ABCD s nerovnobéznymi stranami.
Ozna¢me P prusecik jeho uhlopticek, @ = ABNCD a R = AD N BC. Dokaz, ortocentrum
trojuhelnika PQR splyva se stfedem kruznice opsané (ABCD).

Uloha 66. (Pascalova véta) Sest bodi A, B, C, D, E a F lezi na kruznici. Dokaz, 7e tfi priseciky
ABNDE, BCNEF a CDnN FA lezi na jedné ptfimce.

Ortocentrum a Eulerova pfimka

Na&s arzenal se rozrusta a jiz jsme cviceni v pocitani kolmic. Pfiklad 47 ndm napovida, ze kolmice
na jednotkové kruznici budou obzvlasté jednoducha kotist. Muzes si zkusit ortocentrum urcit jesté
dfive nez my, je to dobré cviceni.

Véta 67. Bud ABC trojihelnik s jednotkovou opsanou kruZnici a ortocentrem H. Pak h =
a+b+ec.

Dikaz. Staci nam diky symetrii ukazat, ze AH 1 BC. To je ale jednoduché, spocitejme:
a—h b+ec

b—c c—b
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Sdruzené c¢islo k nému je zjevné

@:

tedy vskutku AH 1 BC. O

_b+ec a—h

T b—c  b—c’

ISR IS
IS ST

Mnoho zndmych tvrzeni a faktii, obzvlast tocicich se okolo ortocentra, je pomoci komplexnich
éisel jasné. Neveris? Presvédé se sdm(sama), tradiéné totiz nasleduje velka spousta cviceni a tloh.

Uloha 68. V trojuhelniku ABC oznaéme P bod takovy, ze ABPC je rovnobéznik. Ukaz, ze body
B, H, C a P lezi na kruznici.

Cviéeni 69. (Eulerova pfimka) Dokaz, ze stfed kruznice opsané O, t&zisté G a ortocentrum H
|OG| _ 1

trojuhelnika ABC' lezi na pfimce v tomto poradi, pficemz plati GH] = 3

Cvicéeni 70. Dokaz, ze v trojuhelniku ABC' lezi obrazy bodu H v osové soumérnosti podle strany
BC a ve stfedové soumérnosti podle stfedu BC' na kruznici opsané.

Cviceni 71. Je dany trojuhelnik ABC' s ortocentrem H. Body D, E, F lezi na kruznici opsané
trojuhelnika tak, ze AD || BE || CF. Ozna¢me S, T, U po fadé obrazy bodt D, E a F v osové
soumeérnosti podle pfimek BC, CA a AB. Dokaz, ze body S, T, U, H lezi na kruznici.

(MOP 2006)

Uloha 72. Dokaz, 7e v trojuhelniku ABC lezi stiedy stran, paty vysek a st¥edy useéek AH, BH,
CH na jedné kruznici (tzv. Feuerbachové kruznici). Dokaz navic, ze jeji st¥ed je “"'g"'c a urdi jeji
polomér.

Uloha 73. V daném trojthelniku ABC uvazme D patu vysky z vrcholu A a K bod na kruznici

opsané takovy, ze AK || BC. Dokaz, ze pfimka H K prochézi t8zistém trojuhelnika ABC.

Uloha 74. Bod P lezi na kruznici opsané trojuhelnika ABC. Dokaz, e Simsonova pfimka bodu

P vzhledem k trojuhelniku ABC puli tse¢ku PH.

Uloha 75. V ostrothlém trojuhelniku ABC, ktery neni rovnostranny, ozna¢me P patu vysky

z vrcholu C na stranu AB, V prusecik vysek, O stifed kruznice opsané, D prusecik poloptimky CO

se stranou AB a E stfed tsecky CD. Dokaz, ze pfimka EP prochéazi stfedem tsecky OV.
(Usttedni kolo MO 2011)

Zpatky ke goniometrii aneb pravidelné mnohouhelniky

Body 1, i, —1 a —i tvofi v roviné ¢tverec vepsany jednotkové kruznici. Tyto ¢tyfi body jsou pro
nas zajimavé proto, ze viechny spliuji z* = 1. Navic jsou to vechna FeSeni této rovnice, nebot
2t —1= (22 -1)(@%+1) = (z — 1)(z + 1)(22 + 1). Jsou jesté v nécem specidlni? Jejich argumenty
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jsou 0, /2, m a 37w /2 a absolutni hodnotu maji rovnou jedné. Tedy pokud si je$té vzpomenes na
goniometricky tvar komplexniho ¢isla, tak tato ¢tyfi ¢isla jej maji az podeziele hezky:

cos <kg) + ¢sin (kg) ,

kde k£ = 0,1,2,3. Je to jen ndhoda, ze do sebe vSechno takhle krasné zapada? Ne! Zobecnénim
téchto myslenek se ted podivame do svéta pravidelnych mnohothelnikii v komplexni roviné.

Definice 76. Bud n (pro tuto sekci pevné) pfirozené &islo. Pak definujeme v C tzv. ,n-té odmoc-

niny z jedné“ nasledovné
27k .. [ 27k
(p =cos| — | +isin | —
n n

Vyse jsme tedy méli tu Cest se ¢tvrtymi odmocninami z jedné. Nazev ,n-té odmocniny z jedné“
Ti asi napovid4, ze n-t4 mocnina &isla (i bude 1. Opravdu, mél(a) bys pravdu! To si dokdzeme za
chvilicku.

Rozmysleme si nejprve par zakladnich vlastnosti téchto ¢isel. Nejprve si vSimnéme, ze tvar v defi-
nici je goniometricky, z ¢ehoz vidime, ze maji vSechny absolutni hodnotu rovnu jedné. Vsechna c¢isla
Cr tedy lezi na jednotkové kruznici. Také to znamend, zZe maji i vSechny jejich mocniny absolutni
hodnotu 1, ale jesté neni zaruceno, ze néjaka jejich mocnina je pfimo rovna jedné.

pro celé ¢islo k.

Cvicéeni 77. Pro libovolné k plati (i = (g, ¢ili je jen n riznych n-tych odmocnin z jedné. Staci
tak uvazovat (i pouze pro k =1,2,... n.

Véta 78. (Moivrova) Pro (. jako vyse plati ¢ = ¢F.

Dukaz. Véta pfimo vybizi k postupu matematickou indukci podle k. Nejprve pro k = 1 véta zjevné
plati. Nyni pfedpokladejme, ze plati { = {f pro néjaké k. Poté vyuzijeme vlastnosti nasobeni
komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru, kde mizeme sc¢itat argumenty podle tvrzeni 6. Absolutni
hodnoty nepiseme, protoze vSechna (; maji absolutni hodnotu rovnou jedné. Pisme

(o ()] o (2 ()]

—cos (RN ) i (2T 0

n n

Dusledek 79. Minimalni pfirozené k takové, ze plati Cf =1, jen.

Dikaz. Jednoduse pomoci Moivrovy véty pisme

2 2
1:{{9 = () = cos (%) + i sin (%)

Porovnanim realnych a imaginarnich slozek této rovnice ziskdme cos (M) =1 asin (M) =0,

n n
z Cehoz plyne, Ze existuje celé £ splnujici % = 2m - £. Minimalni takové prirozené k je zjevné

k=mn. O
Cviceni 80. Rozmysli si, ze (i - {; = (x4 a Ze Co = Gk

Moivrova véta nadm fika, ze pro kazdé k plati ¢;' = 1. Rozmysleme si, Ze ¢isla (i jsou dokonce
vSechna komplexni feSeni rovnice 2 — 1. Tento polynom ma stupen n a pravé jsme nasli n jeho
kofenti, navzajem ruzna ¢isla (. Muzes si rozmyslet, Ze podobné jako v realnych ¢éislech ma kazdy
nenulovy polynom nejvyse tolik kofenti, kolik je jeho stupen. Odmocniny z jedné jsou tedy prave
vSechny jeho kofeny.
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Poznamka 81. Komplexni ¢isla maji dokonce jesté lepsi vlastnost, konkrétné, ze kazdy polynom
stupné n ma presné n komplexnich kofent, vCetné nasobmnosti. V realnych cislech toto neplati,
napfiklad polynom z2+1 74dné realné kofeny nemé. Vice o algebraickych vlastnostech komplexnich
¢isel najdes v PraSeéim serialu o komplexnich &islech®.

Pozorovani 82. Soucet 1+(+ o+ +Cu1 =1+ + C% + -+ ¢ —1 ziskdme jako soucet
geometrické rady

2 n—1_ ¢ —1
LGt =S =0

Ziskas ho i pomoci Viétovych vztahti pro polynom z™ — 1.

Cviceni 83. Pro patou odmocninu z jedné preved soudet 1+ ¢+ ¢2 4¢3 +¢* = 0 na kvadratickou
rovnici a diky tomu spocitej 2 cos 36° a z toho déale najdi cos 18°.

Konecné mame tedy opodstatnény nazev téchto zvlastnich Cisel. Zamysleme se nad nimi ale
geometricky. Ctvrté odmocniny z jedné jsou pravé 1, —1,7 a —i, které tvofi v roviné ¢tverec. Vzhle-
dem k jisté symetrii, kterd panuje mezi goniometrickym predpisem (, bychom intuitivné cekali, ze
feseni 2" — 1 budou pravidelné rozestavena v roving. A opravdu, pojdme si to (pfekvapivé) spoéitat:

Véta 84. Body (1,(C2,...,C(n tvoil v komplexni roviné pravidelny n-thelnik.

Dikaz. Argumenty cisel (1,(2,...,(n jsou pfimo z definice po fadé 27”, %’, ...,2m. Snadno tak
2(k+1)7 _ 2km _
n

vidime, ze stied kruznice opsané se na tsecku danou body (i, (x+1 diva pod thlem -
27”, coz je pro vsechna k stejné. Rovnoramenné trojuhelniky dané (, (x+1 a pocatkem tak maji
vSechny stejné uhly a jsou tedy navzdjem shodné, z cehoz plyne, Ze strany mnohothelnika jsou

stejné dlouhé. O

Muzeme dokonce Fict vice. VSimni si, Ze absolutni hodnota obsahujici néjaké odmocniny z jedné
v sobé bude obsahovat jen néjaké siny a kosiny, se kterymi jiz umime obratné pracovat. Urceme
tedy pomér délky strany a poloméru kruznice opsané.

Véta 85. Pravidelny n-tihelnik vepsany do kruznice o poloméru 1 ma délku strany rovnou

,/2—2c052—”.
n

Shttps://prase.cz/archive/30/9.pdf
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Dikaz. Chceme spocitat délku néjaké strany, jinak feceno vzdalenost dvou po sobé jdoucich od-
mocnin. Spoéitejme tedy vzdalenost komplexnich &isel ¢ a (i1, tedy |[Cry1 — Ckl-

Tu umime spoéitat jako \/(Ck+1 — Cx)(Ck+1 — Ck)- RozepiSeme to pomoci mocnin (.

\/(Ck+1 = k) (Crt1 — Ck) = \/( P - Cf) ((E)k+1 - (H)k> =

1 1 k+1 k <k+1 Ck
:J<<f+lcf)<k+1cf): }c+1+7}€7177 k}H:

1 1 1 1

~—
Il

A (1 uz zndme. Pokud napiseme (1 = a + bi = cos (27—7:) + isin (27"), tak (1 +C1 =a+bi+a—bi=

2a = 2 cos (27")
Dohromady dostavame
2
(G = Gl = /2= 2005 (27),

n
coz je stejné pro vSechna k. O
Cviceni 86. Adaptuj predchozi dikaz a uréi délky vsech thlopiicek v pravidelném n-thelniku
s polomérem kruznice opsané rovnym jedné.

Ukazeme si jeden potadny piiklad na zavér. Sikovné tpravy a dobra volba pocateéni situace
nam umozni si zjednodusit slozité vypocty. Vzdy premyslej, kam polozit obrazek do komplexni
roviny — jestli se vhodna kruznice stane jednotkovou, vhodna pfimka realnou osou, ... Obcas si
muzes volbu nechat v zédloze a udélat ji, az kdyz vidis, zZe se Ti néjaky vyraz zjednodusi.

Priklad 87. V pravidelném Sestitthelniku ABCDFEF jsou na uhloprickdach AC a CE déany body
M, N tak, ze

|[AM| |CN]|
- = =17
|AC| |CE|
Urcete hodnotu 7, pokud body B, M, N lezi na pfimce. (IMO 1982)

Reseni. Sestitthelnik jisté vepiSeme do jednotkové kruznice, zbyva nam volba, ktery bod bude
reprezentovan jednickou. Jelikoz dokazujeme fakta o B, polozme B=1,C =¢, ..., A = ¢®. Plati
(=cos§ +isin§ = #

Bod M je takovy, ze (m—a) = r(c—a), tj. m = rc+(1—r)a. Rozepisme pomoci goniometrickych
funkci:

m=rC+ (1= =rc+(1—7) <cos<5§)+isin<5§>> :r#ﬁ-(r—l) (‘1“\/5)

2
COZ je rovno % + %z To vtibec neni Spatné!
Podobné napiseme n = re + (1 — r)c = r(3 + (1 — r)¢ = —r + (1 — 7)¢, znovu rozepiseme
™ LT 14+4v3 1-3r 3(1—71).
n=-r 1—r (cos(f) zsm(f)):fr 1—r = 7.
+(1-r) 3) T 3 +(1-r)— o+ 5
Kolinearita téchto dvou s B je ekvivalentni s
bom  1-1-Y3C=L By .

b—n  q_1=3r _ V30-=r), 3r4+1++3(r—1)i
2 2
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Chceme tedy uréit, kdy je hledany zlomek realné ¢islo. Podobné jako pfi déleni komplexnich ¢isel
rozsifime zlomek o ¢islo sdruzené ke jmenovateli. Jmenovatel poté bude realné cislo, takze uz nas
jen zajima, aby byl realny citatel. Zbyva nam pak urcit r takové, ze

<1 —V3(2r — 1)¢) (37’ +1-V3(r— 1)i> €R.
Imaginarni slozka tohoto ¢isla je rovna
—V3@2r—1)-(Br+1)—V3(r—1) = —V3((2r — 1)(3r + 1) + 7 — 1) = —V3(6r% — 2).

Ta bude nulova pravé tehdy, kdyz r2 = % Jelikoz r je kladné cislo, nastane to pravé tehdy, kdyz
r= V3
= ¥3,

Uloha 88. Na kruznici opsané pravidelnému 2n-thelniku A1 As ... As, lezi bod P. Dokazte, ze
ortocentra trojuhelnikia PA1As, PA3Ay, ..., PAg,_1Aa, tvoii pravidelny n-thelnik.
(BAMO 2023)

Uloha 89. Je dany pravidelny sedmitihelnik ABC' D EFG vepsany do jednotkové kruznice. Dokaz,
ze plati |AB|%2 + |AC|? + |AD|? =T.

Uloha 90. Je dany pravidelny n-thelnik A1 As ... A, vepsany do kruznice se stiedem O a polo-
mérem R. Na polopfimce opa¢né k A10 najdeme bod P. Dokaz, ze plati

1] 1PAi| = |POI™ — R™.

i=1
(Putnam 1955)

V minulém dile jsme se bavili o vlnach — ztélesnéni goniometrickych funkci. Jelikoz komplexni
¢isla a obzvlasté odmocniny z jedné maji ke goniometrii velmi blizko, muzes si zkusit vyfesit nékteré
ulohy z ptedchoziho dilu pomoci nové nabytych znalosti.

Uloha 91. Na kruZnici opsané pravidelného mnohotihelnika se pohybuje bod. Dokaz, ze soudet
druhych mocnin jeho vzdalenosti ke stranam je stale stejny.

Uloha 92. (znovu) Je dan rovnostranny trojihelnik ABC. Na kratsim oblouku BC kruZnice
opsané lezi bod X. Dokaz, ze | XB| + | XC| = | X A]|.

Zavérem. ..

Imagindrni susenku posilame vsem, kteti docetli druhy dil az sem. Spolu s timto textem prichazi i
zadani druhé seridlové série, prejeme Ti co nejméné pocetnich chyb pfi jejim feseni!

Komplexni ¢isla jsou silnym néastrojem k feSeni geometrickych tloh, kde figuruje jedna centralni
kruznice — na takové kousky jsou komplexni ¢isla jako stvofena. Naopak pro tlohy s vice kruznicemi
nebo vSudypritomnymi pruseciky primek doporucujeme zadrzet v pocitani.

Pointa je nasledujici: geometrické tlohy fe$ pomoci néastroji, které mas k dispozici, tedy Tvé
standardni podobnosti, mocnosti bodu ke kruznici a tak dale. Jakmile ale tilohu pfevedes do tvaru,
ktery by byl v rozumném case spocitatelny, zaptremyslej i nad vypocetni metodou. Nez takové FeSeni
spachas na soutézi jako ustifedni kolo, MEMO nebo IMO, vzpomen na svatou trojici ze zacatku
seridlu:

(1) Uloha jde spo¢itat pomoci komplexnich ¢isel.
(2) Znam dobfe vSechna tvrzeni a dokazu je obh&jit.
(3) Mam na FeSeni cas.
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Mnoho z téchto bodi pfichdzi jednoduse se zkuSenosti v pocitani, nenech se tedy uz déle zdrzovat
a pust se do pocitani! Spolu s touto sérii Ti do obalky pfistéla i zadani druhé seridlové série. Pokud
budes apelovat na néjaké tvrzeni ze seridlu, prosime, odkaZz se na néj. Pfejeme hodné zdaru.

V poslednim letosnim dile se podivime na pocetni metodu vhodnéjsi na praci s délkami a
pfimkami — barycentrické souradnice. Nauc¢ime se vazit body, pocitat obsahy a zase si spocitame
nepreberné mnozstvi prikladii. Tésime se na opétovné setkani!

Navody k Gloham a cvicenim

5. Podivej se na obrazek. Je to totéz jako v kartézskych soutadnicich.
8. Absolutni hodnota je vzdélenost bodu od pocatku.

10. Kam se zobrazi 17

11. Usecky jsou si podobné, takze ¢ = za + k,d = zb + k.

12. Stied podobnosti si dej do bodu 0, pak je spiralni podobnost jenom nasobeni. Cim musis
vynasobit, aby se bod X posunul na bod Y7

13. Zapis a’ = ra, a/’ = sa pro n&jaka r,s € C.

14. Podivej se na obrazek.

16. Vzpomen na pravidlo pro rovnobéznik z prikladu 3.

21. Preklopenim utvaru podle realné osy ziskas utvar s nim nepfimo shodny.
22. Ovef, ze takovéto déleni funguje, jak ma, tedy ze (a/b) - b = a.

23. Uvaz zpétné nasobeni: (w/z) -z = w.

la—t| .
|d76| se rovina

a—_t’ Mize se Ti

24. Vzpomei si na vzorec t = 2t2+¢ Nezapometi, ze pomér

hodit umistit si bod 0 do tézisté a pouzivat a + b+ c = 0.
25. Rozepis si komplexni ¢isla po slozkach: a = + yi, b = u + vi.
27. z-z=1.
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30. % € R. Obé primky posun, aby prochéazely pocatkem, pak uz muzes ovérovat, Ze jsou
vSechny body na jedné pfimce.
31. Pouzij na oba transformaci jako v dikazu véty. Ziskas vzdy trojihelnik podobny puvodnimu.

32. Kdyz opét uvazime spirdlku = +— %, ktera zobrazi a na 0 a b na 1, kam se musi zobrazit

c? U ¢tverce zkombinuj vic trojahelniki.
33. Jeden pieklop, pak uz jsou pfimo podobné.

34. Pouzij predchozi cvi¢eni nebo opét podobnost, ktera presune a na 0 a b na 1. Potom vyjadii
z rovnosti.
38. Na (3) vyuzij, ze 7 = L.

39. Dokaz kolmost AB a SC.

40. To, ze je KL kolmé na M N a ma stejnou délku, se pozna tak, ze W’i:ln =

pak otoceni okolo poc¢atku o pravy thel zobrazi ¢isla k — [ a m — n na sebe.

+i. To proto, ze

41. Stfed jednoho ¢tverce oto¢ okolo sousedniho stfedu a ukaz, ze padne na protéjsi stied.

42. Prusecik t¥i pfimek bude tézisté ptivodniho trojuhelnika.

43. Zaved rovinu tak, ze t¢zisté trojuhelnika bude bod 0 a pouzivej a + b+ ¢ = 0.

45. Pro prvni ¢ast najdi takové realné k, ze y = kz. Nezapomeii, co je |z|2. Druh4 ¢ast pro Tebe
uz bude jisté hracka :)

48. Vzpomen si na kritérium rovnobéznosti a postupuj jako v pfedchozim prikladé. Alternativné
se zamysli nad stfedy tétiv AB a CD.

51. Dosad do vzorce pro pfimku nebo preklopeni.

52. Pouzij stfed tétivy a najdi vhodnou spiralni podobnost.

53. Zvol kruznici vepsanou jako jednotkovou a pouzij predchozi cviceni.

54. Hledany bod bude W Pro obé casti jednodusSe ovér kolmost.

55. Ponékud vice vzorcti, ale vSechny uz jsi vidél(a). Hodi se 19, 47, 49. Pak jen ukaZ rovnost.
56. Pouzij vzorec pro patu vysky a pocitej.

57. Zvol kruznici vepsanou jako jednotkovou se stfedem O. Dejme tomu, ze N je hledany prusecik,
poté by maélo platit A2 N || OA;. Uréi pomoci toho N.

58. Trojuhelniky budou nepfimo podobné. Pouzij bud cvi¢eni 33 a nebo spocitej poméry délek.

61. Zvol a =1, k = —1 a predefinuj body L a Q. Pak chces§ ukazat, ze M P je kolma na redlnou
osu, coz je snadny vypocet.

62. Vhodné zvol osy tak, aby platilo b = @. Jaky bude vztah bodu P a priseciku thlopficek?

63. Poloz (DAB) jako jednotkovou kruznici. Bod M spo¢itas snadno pomoci tlohy 51. Zbytek je
jen cviceni se vzorci.

64. Vezmi kruznici vepsanou jako jednotkovou a bod dotyku s BC' bude 1. Pak prosté pocitej,
vyjde to hezky.

65. Rozdil r — q zkus rozlozit na cinitele. K tomu vyuzij dobry trik: pokud se vyrazy budou
rovnat napiiklad pro a = ¢, tak mze$ vytknout z rozdilu ¢initel (a — ¢). Pokus se rozdily co nejvice
rozlozit. Kone¢ny podil vyjde hezky.

66. Z rozdil bude opét mozno néco malo vytknout.
69. Stejnolehlost zobrazi G na H.
70. Oveér, Ze maji absolutni hodnotu 1.

71. Jak elegantné zahrnout podminku pro rovnobéznost? Cely obrazek si oto¢ tak, aby byly
asecky kolmé na realnou osu, potom dokonce d =@ = +

-
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72. Ukaz, ze stiedy usecek AH a BC tvoii prumér této kruznice. Alternativné spocitej, ze vzda-
lenost stfedu od vSech bodu je stejna.

74. Stfed PH lezi na pfimce se dvéma patami.

75. Misto poéitani priusecéiku CO s AB uvaz bod pfimo naproti C.

77. Sinus a kosinus jsou periodické funkce.

80. (i =Cl.

83. Pro patou odmocninu z jedné ¢ si rozmysli, Ze plati 2cos36° = ( + % . Z rovnosti 14+ ¢ +
¢2 4¢3 4 ¢* = 0 odvod kvadratickou rovnici, kterou toto &islo splituje. Druhou &ast spoéti pomoci
formule pro dvojnésobny thel.

88. Vyuzij vzorec pro ortocentrum a ovél jednim vypoctem, Ze jsou u kazdého vrcholu stejné
dlouhé strany a stejny thel.

89. Absolutni hodnoty roznasob a pouzij 1 +¢ +¢2+---+¢6 =0.

90. Leva strana je velikost éisla (p—1)(p— ) (p—¢2) - -+ (p—¢™ 1) = p™ — (™, coZ je realné &islo.
91. Spocitej paty vysek z bodu na jednotlivé strany a poté pocitej vzdalenosti.

92. Cislaz —1, 2 — ¢ a  — (2 vhodné piendsob odmocninami z jedné a se¢ti na nulu. Co to
znamend pro prislusné délky?

Regeni cviteni

5. Z prvniho dilu vime (v podstaté z definice goniometrickych funkci), ze kdyz uvazime kruznici
s polomérem r, stfedem v poc¢atku a na ni bod Z, ktery spliiuje <(osa x,0Z) = o, ma Z soufadnice
(r cos v, 7 sin @), coz je v komplexnich &islech r(cos a+isin ). Kdyz r = |z| a a = arg z, dostaneme
pfesné goniometricky tvar bodu Z, takze vidime, ze <(osa z,0Z) = arg z.

8. Je to jednotkova kruznice. Absolutni hodnota je vzdélenost bodu od pocatku, ¢ili vSechny
takové body maji vzdalenost od pocéatku 1, tedy lezi na kruznici. Obecnd kruznice se stiedem S a
polomérem r je tedy mnozina vSech bodu Z takovych, ze |z — s| = 7.

10. Cislo 1 se pfi nasobeni zobrazi piesné na ¢islo z, ¢ili si staéi uvédomit, kam se v jednotlivych
piipadech zobrazi bod 1, tedy kartézsky (1,0). Vzdalenost od stfedu zachovaji vSechna t¥i zobrazeni,
proto z musi byt bod splitujici |z| = |1| = 1. To méame absolutni hodnotu, co argument? z musi byt
takovy bod, ze <((O1,0Z) je hledany uhel otodeni (stfedova soumeérnost je otoceni o 180°). To je
ovSem thel <(redlnd osa, OZ), coz je arg z. Diky goniometrickému tvaru budou p¥islusné body po
g) = ¢ a konec¢né cos (2?”) + isin (%T) = 71%“/5
11. Usecky jsou si podobné (daji se zvétsit, otoéit a posunout na sebe), takze plati ¢ = za+k,d =
zb + k pro néjakad z, k € C. Najdeme takovy bod m podobného zobrazeni z — zz + k, ktery se
nezméni, tedy ktery spliuje m = zm + k. To je bod m = & Vsimnéme si, ze tohle mizeme
udélat, kdyz z # 1, coz je pfipad, kdy se na sebe daji pfesunout posunutim. Ted vidime, Ze se ¢isla
a, b, m podobnym zobrazenim x — zz + k zobrazi na body c, d, m, ¢ili jsou si trojahelniky ABM
a CDM opravdu podobné.

12. Polozme s = 0. Pak existuje komplexni &islo r takové, Ze z’ = rx # 0 a y’ = ry. Pak chceme
najit spirdlni podobnost, ktera pienese body z, ' = rz na y, ¥y’ = ry. Je pak zjevné, Ze staci zvolit
stfed podobnosti s a koeficient nasobeni bude komplexni ¢islo %

fadé cos(m) + isinw = —1, pak cos (5) + ésin (

14. Podobné zobrazeni « — a+ (b—a)x zobrazi 0 na a a 1 na b. Staci tedy najit stfed étverce nad
usec¢kou 01 a pak ho zobrazit touto podobnosti. Na obrazku u cviceni je ¢ast souradnicové miizky
zobrazena touto podobnosti. Jeden ze dvou ¢tvercii nad tseckou 01 ma vrcholy 0, 1, 1+14, ¢ a stied
%. Stied se tedy zobrazi na

1+14 1+ 1+4d  1—4 1+

b— = b— =
a+( a) 5 a-+ 5 5 a 5 a—+ 5

23

b.



V3

Stejné ur¢ime stred rovnostranného trojuhelnika, ktery je nad tseckou 01 v bodé % + 574 a obecné

pak v bodé (1 — i) a+ (1 +2i)b.

20. Rovnost a + bi = (a + bi) = a — bi nastane pravé tehdy, kdyz b = 0, tedy z je realné &islo.
Podobné druha rovnost nastane pravé pro ryze imaginarni ¢isla.

21. Meéjme dva nepfimo podobné utvary. Komplexnim sdruzenim x — T jeden utvar preklopime
(podle realné osy), takze je pfimo podobny s tim druhym. Potom uz ho miiZzeme standardné otocit,
naskalovat a posunout na druhy utvar zobrazenim ¥ — 2T + k.

22. Podle tvrzeni 19 plati |b|2 = bb, takze ab/|b|? = ab/(bb) = a/b. To se hezky napise, ale tvaiime
se pritom, ze se vibec néjak délit da. Tim si ovSsem nemizeme byt tak jisti vzhledem k tomu, jak
zv]astné se nasobi. Muzeme to ovérit poradné. Déleni ma byt opacna operace k nasobeni, chceme
tedy oveéfit, ze (a/b) - b= a:

(a/b) - b=ab/|b|? - b= abb/|b|* = a|b|?/|b|? = a.
D4 se snadno ovéfit, ze plati i dalsi bézné vlastnosti déleni, t¥eba (a/b)/c = a/(bc). Spoéitame pak
(8+1)/(2—3i) = (8+14)(2+ 37)/(2% + 32) = (13 +261)/13 = 2 + 1.
23. Pokud z # 0, tak |z| - |[w/z| = |w|. Obdobné arg(w/z) + arg z = arg w.

25. Zapisme a = x + yi, b = u + vi, potom vSechno snadno spocitdme. Prvni vlastnost je jasna
a+b=z+u— (y+v)i=a+b. U druhé vlastnosti

(z + yi)(u+ vi) = [zu — yu + (zv + wy)i] = u — yu — (zv + uy)i = (v — yi)(u — vi).

, . , . c— _14++/3i ,
32. Podle tlohy 31 je AABC rovnostranny, kdyz {—- = ==°*. Podminka pro to, aby byl

ABCD é&tverec, miize byt tieba % = Z:z = =+i. Odpovida to ovéfeni, ze jsou ABC a BCD
pfimo podobné pravothlé rovnoramenné trojuhelniky.

33. Pieklopime ABC podle realné osy na A’B’C’. To je sdruZeni, takze o’ = @,b’ = b,c/ = ¢
Trojthelniky ABC a A’ B’C’ jsou si nepfimo podobné, takZe uz staéi ovéfit podle tilohy 31 pfimou
podobnost trojuhelniki A’B’C’ a DEF, takZze vhodna podminka bude naptiklad %ﬁ% = f=d

34. Jeto

e—d”’

(b—a)z+ ba — ba
b—a ’
Je-li Z' zrcadlovy obraz podle piimky AB, jsou trojuhelniky ABZ a ABZ’ nepiimo podobné, takZe

z—a z'—a

muZeme vyjadiit 2’ ze vzorce z predchoziho cviceni = = ba Také muzeme pouzit podobnost
T — ?:Z, ktera zobrazi a na 0 a b na 1. Tedy zobrazi AB na redlnou osu. Ptreklopeni podle realné

osy je ovSem sdruzeni, takZe obrazy z a z’ musi byt sdruzené, z ¢eho# vypadne stejné rovnost jako
predtim.

Zajimavé je ovérit to pomoci obecné nepfimé podobnosti. Vidime, ze feSeni je tvaru kZ + c,
takze to je nepfima podobnost. Dosadime-li a a b, zjistime, Ze se touto podobnosti zachovaji.

Jedind nepfimé podobnost, kterd zachovava body A, B, je osovd soumérnost podle pfimky AB.
z+z/
5=

Pata vysky je stied tusecky ZZ', takZe ji spocitame jako
36. (3), (4) lezi na pfimce, (2) jsou kolmé. (1) ani jedno.
48. Podle ulohy 30 plati, ze AB || CD plati pravé tehdy, kdyz Z:‘Z € R. Pro A, B, C, D na
jednotkové kruznici toto znamena

b—a_(b—a)_
d—c \d—c/)

coz nastane pravé pokud ab = cd.

_ cd(a—Db)
" ab(c—d)’

Qo=
o= =
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52. Ukazeme si, jak na to pfijit. Ozna¢me P prusecik tecen a M stied AB. Pak AOMA ~ ANOBP,

tedy pro néjaké r € C plati r‘%"b = b a zaroven p = ra. Z toho snadno ziskdme p = a%lz.

69. Uvazme komplexni rovinu tak, Ze kruznice opsand ABC je jednotkova. Potom o = 0, g =
%b"'c a h = a+ b+ c. Stejnolehlost se stftedem v O a koeficientem 3 zobrazi G na H, proto jsme
hotovi.

70. Oproti pfimému vypoctu si mizeme malinko usetfit praci. Prisecik vysky s opsanou kruznici

méa podle prikladu 47 vzorec — %c Pata vysky z A na BC ma tvar d = % (a +b+c— @), tedy je to

a

stted bodia+b+c=ha 7%, ¢imz jsme ovérili, ze je zrcadlovy obraz bodu H na kruznici opsané
f%c a lezi tak na kruznici opsané. Obdobné, bod A’ piimo naproti A ma p¥islusné komplexni &islo
—a.Pakb+c=—a+a+b+c, tedy B, A, C, H tvoifi rovnobéZnik a stiedy uhlopiicek splyvaji,

¢ili je A’ obraz H ve stiedové soumérnosti podle stredu BC.

71. Natocime si rovinu tak, aby tfi rovnobézky byly kolmé na redlnou osu. Pak bude platit

dzazéapodobnébe:cle. Potés:b—&—c—%C =b+c—abcat =a+c— abc

u = a+ b — abc. Toto dosadime do zlomku z véty o kruznici:

s—=t h—t b—a b+abc (b—a)(l+abd)

s—u h—u c¢c—a c+abe (c—a)(l+ac)

Cislo sdruzené k danému zlomku je

L+ 25) _ (a—b)(ab+1)
Ja+2L)  (a—¢)(ac+1)’

—_
ISR S
2 |mje =
~—
—

—

coz je to samé — tedy zlomek je realné cislo a jsme hotovi.

77. Upravime tvar z definice.

2w (k 27 (k 2k 27k
Ck+n = cOS <M> + ¢sin (M> = cos (L +27r> + ¢sin (L +27r> =

n n n
<27rk> o (27rk>
=cos| — | +isin | — ) = (k.
n n

80. Podle Moivrovy véty plati ¢ - ¢ = ¢F - ¢t = ¢F*! = ¢, Dale jelikoz ma (; absolutni
1

a0 Podle prvni ¢asti cviceni ovSem plati (i - (,—x = Cn = 1, 2z ¢ehoz

hodnotu rovnou jedné, je (i =
vidime, ze é =C(n—k-

83. Nejprve si vSimni, ze obé ¢isla budou kladna. Mame trochu napovédné napsino 2 cos36°
Oznac¢me ¢ = cos 36° 4 isin 36° patou odmocninu z jedné. Pak 2cos36° = ( + % Jak toto ¢islo
urcit? Plati

2
0=1+C+C+P+¢* = 0=~ + L 414¢t¢2= <C+1> +<c+1>71,

¢ o< ¢ ¢

z Cehoz ziskame ¢ + % = %. Pomoci formule pro dvojnasobny thel ziskdme cos 18° = %.

86. Muzeme postupovat analogicky jako u predchozi véty, dojdeme k
J— 2(k —O)m
GGl = V2~ G+ Gon) =2~ 200 X0,
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Analyticka geometrie lll — Vazeni bodu

,Ked dojde zdsoba trikov, mldtim to barycentrikou.“ — Hymna ‘KS

Véazeny a mily priteli,

vitdme Té u posledniho dilu PraSeciho seridlu na analytickou geometrii. I v tomto dile se bu-
deme zabyvat soufadnicemi, tentokrat ale soufadné osy x a y nahradi strany trojuhelnika ABC.
Opravnéné se ptas — pro¢, proboha, pro¢?

Takové souradnice nabizeji spoustu vyhod pfi feSeni konfiguraci svazanych s trojuhelnikem —
mnoho je toho spojeno s pfimkami. Body na stranach trojihelnika mtzeme uchopit velmi dobfe,
jelikoz si ukazeme, ze jsou to pouze vhodné navazené vrcholy. To ale neni vSe! V minulém dile
jsme obecné rovnici pfimky neméli a protinani primek bylo takové kostrbaté, zatimco objekty jako
kruznice ¢i kolmice byly velmi pfirozené. Barycentrické souradnice nabizi v podstaté opacné vyhody
— kruznice nemaji ani zdaleka tak jednoduchy tvar, kolmice jakbysmet. Je-li ale jedna véc, ve které
tyto soufadnice dostanou za jedna, jsou to jednoznac¢né pfimky a obsahy.

Vazeni bodu a tézisté

Typicky se pro zavedeni barycentrickych souradnic vyuziva vektorova definice. My ale vektory zcela
vypustime.

Definujeme na bodech operace séitani a odc¢itani, a nasledné nasobeni a déleni redlnym cislem.
Operace provadime po slozkéch (soufadnicich), tedy na chlup stejné jako u komplexnich ¢isel — jen
jsme vratili velikost pismenek, misto a + b budeme psat A + B.

Rozdil mezi vektory a komplexnimi ¢isly je nasobeni. U vektort se zavadi skalarni soucin,
jehoz vysledkem je redlné ¢islo (ne tedy vektor nebo bod). Zavedeni skalarniho souéinu pfeskocime.
Pokud ho nezavedeme, neodchylime se nijak od definice komplexnich ¢&isel a budeme moct (ponékud
netradi¢né) ve vhodné chvili poéitat s body jako s komplexnimi ¢isly a pomoci toho dokéazat tvrzeni.
Mimo dikazy vsak v tomto dile komplexni ¢isla nebudeme potfebovat.

Ted se uz bez dalsiho zdrzovani vydame na cestu vazeni.

Definice 1. Tézisté bodu Ay, As,..., A, s hmotnostmil mi,ma,..., mn, jejichZ soucet neni
nula, je bod
Yy miA;  mi1Ar +maAz + -+ mnAp

Z?Zlmi mi1+ma+ -+ mp

Piiklad 2. Mg&jme body A, B, C' s hmotnostmi 1. Jejich t&zisté je pak 1‘Aﬁ‘13++11'0 = ABEC

Cviceni 3. Uréi soufadnice t€zisté bodi A = (2,5) s vahou 1, B = (1,2) s vahou 2 a C = (6,3)
s vahou 4.

INebo také vahami.



Poznamka 4. Pokud bychom na pevnou nehmotnou desku umistili bodova zavazi s prislusnymi

dokazovat. Vtip je v tom, Ze vyraz délime souctem vah. Rozmysli si, Zze kdyZ tfeba posuneme
osu y o 1 doleva a z-ova soufadnice kazdého bodu se tak o 1 zvétsi, zvétsi se pfesné o 1 i z-ova
stejném misté. Muzes z toho snadno vyvodit, Ze nezalezi na tom, kam posuneme pocatek soustavy
soufadnic. OvSem rozmyslet si, Ze nezalezi na tom, jak otocime a naskédlujeme osy, uz je tézsi.

Dale se podivame na zakladni vlastnosti.

Napftiklad nezalezi na bodech s nulovou hmotnosti. Pokud ma bod hmotnost nula, jako by nebyl.
Pokud méme dva hmotné body na jednom misté, je to stejné, jako by tam byl jeden bod s jejich
celkovou hmotnosti.

Vsimnéme si, ze zalezi jen na poméru hmotnosti. Pokud vSechny hmotnosti vynasobime jednim

jmenovatel zmizi a tézisté je dano vztahem mi A1 +moA2 + - - - + myp Ayn. Pokud maji vahy soucet
1, fikame, Ze jsou mormované. Pozdéji v seridlu tuto podminku budeme casto vyzadovat.

soufadnic, kteréhozto triku sis mohl(a) v§imnout v minulém dile. Pak plati rovnou

mi1A1 +moAs + - +mnpA, = (0,0).

jednoho bodu je zjevné bod sdm, no a dal ...
Tézisté dvou bodh
Tvrzeni 6. Pokud jsou A, B dva body s hmotnostmi m 4, mp, pak je jejich tézisté pravé ten
bod na piimce AB, ktery spliuje
AT _ mp
TB  my’

kde AT, T'B jsou orientované vzdalenosti.

Dikaz. Umistime osu z tak, aby prochazela body A, B. MuZeme ovérit, ze jejich tézisté nehledé na
vahy také lezi na ose z (ma nulovou souradnici y). Umistime tedy jesté pocatek soustavy souradnic
do tézisté. Pak plati
maA+mpB=(0,0)=T.
2



Poté je z-ova soufadnice bodu na ose x jeho orientovana vzdalenost od pocatku, tedy od T. Kdyz
se podivame jen na z-ovou slozku vzorce, dostaneme m 4 - TA + mp - TB = 0, coz upravime na

mp —-TA AT
ma TB TB’
Hodnota poméru % uz zaroven jednoznac¢né urcuje polohu bodu 7" na pfimce AB. O

Poznamka 7. Toto tvrzeni je pfesné zdkon péaky z fyziky.

AN

Pokud budeme pozadovat soucet hmotnosti 1, abychom mohli vynechat jmenovatele, da se

vzorec t&zisté dvou bodu zapsat jako tB + (1 — t)A pro néjaké realné ¢t. V téhle podobé vzorec
uvidi$ nejcast&ji. D4 se taky zapsat ,vektorové“ jako A + t(B — A) nebo A+t - ﬁ Parametr t

v poloviné cesty, dosadime t = % a dostaneme vskutku vzorec pro stied %A + %B. Nachézi-li se za
celou cestou, dosadime ¢t = 1 a dostaneme B, konec cesty. Shrnuje to nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 8. Méjme tézisté T = tB+(1—t)A. Pak je T pravé ten bod na piimce AB, ktery spliiuje
AT

=y
AB
Duikaz. Podle pfedchoziho tvrzeni 6 plati % = ﬁ neboli (1 — ¢t)AT = t - T'B. RozepiSeme
t-TB =1t-(TA+ AB) = t- (—AT + AB) a pri¢teme k obéma stranam ¢ - AT, ¢imz ziskame
AT =t- AB. O

Jestli ¢tes pozorné, mas uz mozna podezieni... nikdo nefekl, Ze hmotnost nesmi byt zaporna!
Délky AT a T B ve tvrzeni 6 bereme orientované. Pokud jsou obé hmotnosti kladné, ma AT a T B
stejné znaménko, takze lezi T na tseéce AB. Pokud jsou obé hmotnosti zdporné, vyjde to stejné,
jako by byly obé kladné, protoze zalezi jen na poméru. Pokud je ale jedna kladna a jedna zaporna,
maji AT a TB opa¢na znaménka, takze lezi T" mimo tsecku AB, za tim bodem, ktery ma vyssi
absolutni hmotnost (t6zisté tedy lezi bliz t&éz8imu bodu). Z minulého dilu vime, ze pfeklopeni bodu
B pres bod A je 2A — B, je to tedy tézisté pro A o hmotnosti 2 a B o hmotnosti —1 (soudet
hmotnosti je 1, jak mé byt).

Jak si to predstavit fyzikalné? Misto zavazi si na pace muzes predstavit balének, ktery ji tahne

AN

takze se pripadné mizes sméle pustit do dalsi sekce.
Uloha 9. Uvazme libovolnou piimku prochézejici tézistém. DokaZ, Ze vaZeny soudet orientova-

nych vzdalenosti hmotnych bodt od takové piimky je nulovy.?

2Tedy midy + mada + -+ + mpdy, = 0, kde d; je orientovana vzdalenost bodu A; od dané
primky.



Uloha 10. (znovu) Vrcholem A étverce ABCD prochézi pfimka p, kterd oddéluje B od C a D.
Dokaz, ze |Bp| + |Cp| = |Dp]|.

Barycentrické souradnice

Omezime se nyni pouze na trojuhelnik ABC' — ukaZeme, Ze je tézisté jeho vrcholi uréeno jejich

Véta 11. Libovolny bod v roviné Ize jednoznac¢né vyjadrit jako tézisté vrcholu trojiuhelnika ABC
s néjakymi vahami, které maji soucet 1.

Dikaz. Nejdiiv ukadzeme, ze kazdy bod néjak vyjadrit lze. K tomu si uvédomime, ze umime-li

prochéazejici skrz né. Méjme tedy
P=x1A+y1B+21C a Q=x2A+y2B+ 22C,

kde 1 +y1 + z1 = 22 + y2 + 22 = 1. Kazdy bod na pfimce PQ je podle tvrzeni 8 mozné vyjadrit
jako tQ + (1 — t) P pro néjaké ¢. To mizeme rozepsat jako

(tze + (1 = )z1) A+ (ty2 + (1 = O)y1) B + (tz2 + (1 — t)21)C

a vahy maji skuteéné soucet 1, ¢ili opravdu umime spravné vyjadrit kazdy bod na ptimce PQ.

Potom uz to jde lehce. Vrcholy trojuhelnika vyjadfit umime, A=1-A+0-B+0-C a podobné.
Diky tomu umime vyjadfit vSechny body na pfimkach obsahujicich strany. A libovolny dalsi bod
jisté lezi na né&jaké pfimce, kterd protne strany ve dvou riiznych bodech (staci, aby takova primka
prochéazela vnittkem trojihelnika). Takova pfimka uZ obsahuje dva vyjadfitelné body, proto se da
trojahelnika ABC' se souc¢tem vah 1.

Nyni ukazme jednoznacnost vyjadieni. Pfedpoklddejme pro spor, ze bod P muzeme vyjadrit
jako

1A+ y1B+ 21C =P =22A+ y2B + 22C,

kde se vahy lisi, bez ijmy na obecnosti z1 # z2. Pak
(1 —22)A+ (y1 —y2)B + (21 — 22)C = (0,0),

tedy ziskame
B.

1 — X2 1— Y2
A+y Y
22 — 21 22 — 21

C =
Plati 1 +y1 + 21 =22+ y2 + 22 = 1, tedy

T1 — T2 yl—yz_I1+y1—(952+y1)_Z2—21_1
z2 — 21 z2 — 21 z2 — 21 zZ2 — 21 '

Pokud by tedy néjaky bod Sel vyjadrit vice riznymi zptsoby, lezel by bod C na pfimce AB, coz je
hledany spor. O

Kazdy bod v roviné méa tedy vuci trojuhelniku ABC' jednoznacnou trojici vah, pro kterou je



Definice 12. Bud ABC dany trojuhelnik a bod P = zA + yB + zC, tedy tézisté s vahami z, y
a z kde z + y + z = 1. Poté budeme pséat souradnice bodu P = (z,y, z) v barycentrické soustavé
vzhledem k trojuhelniku ABC'. Trojuhelniku ABC fikame referencni trojihelnik.

Umluva 13. Neni-li fedeno jinak, pfedpokladejme, Ze pracujeme v barycentrické soustavé vzhle-
dem ke trojuhelniku ABC.

Pojdme si rozmyslet par zakladnich véci — body A, B a C maji soufadnice (1,0,0), (0,1,0),
respektive (0,0, 1). Stfed strany BC' je % =0A+ %B + %C, tedy bod (07 %, %) 7da se vsak, ze
jsme vzorec stfedu tiseCky mohli rovnou pouzit na barycentrické souradnice a vyhodnotit standardné
po jednotlivych soufadnicich:

B+C (0,1,0)+(0,0,1)  (0,1,1) 0 11
2 2 2 "272)°

Zni rozumné, Ze by v souradnicich definovanych vazenim meélo jit vazit stejné hezky jako v kartéz-

skych, ne? Vskutku. Pokud si v barycentrickych soufadnicich rovnéz povolime sc¢itani a nasobeni

redlnym ¢islem po slozkach, mizeme hledat tézisté iplné normalné.

Pozorovani 14. Tézisté bodu Pi, P, ..., P, s hmotnostmi m1,ma,...my, které maji pro jed-

noduchost souéet jedna®, je (barycentricky vypoéteno)

n
> miP;=miPi+maPy+ -+ mp P
i=1

Dikaz. Rozepiseme si P; = z; A + y; B + 2;C. Pouzijeme vzorec pro tézisté v kartézskych sourad-

nicich a dostaneme
n

Z mi(CCiA +y; B+ Zic)7
i=1

coz roznasobime a z ¢asti vytkneme A, B, C:
n n n
i=1 i=1 i=1

4Ale funguje to i obecné.



n n n n n
> mim, Y mayi, Y mazi | =Y ma (T, i, z) = Y miP; u
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Véazime-li kartézské body, stac¢i pfislusné vazit obé jejich slozky. Vidime, Ze p¥i zapisu v ba-
rycentrickych souradnicich postaci vazit prislusné tii slozky. V disledku toho se zachovd mnoho
yrozumnych vlastnosti“ kartézskych souradnic (a komplexnich ¢isel).

Véta 15. Plati nasledujici vlastnosti
1) Stred usecky XY je védzeny bo
) Stied tisecky BC' mé souiadnice (0, %, %)
) Preklopeni bodu Y podle bodu X je vazeny bod 2X — Z.
4) Body XY ZT tvoii rovnobéznik, pravé pokud plati X + Z =Y + T.
)
)

X+Y
d XY

Loy X+Y+2Z

Dikaz.  Prvni t¥i vlastnosti plynou hned z tvrzeni 6 a predchoziho pozorovani, ze v barycentrickych
soufadnicich funguje vazeni stejné. Déale body X, Y, Z a T tvofi rovnobéznik pravé tehdy, kdyz
bod T je preklopenim bodu Y podle stfedu usecky X Z, tedy dle prvniho a tfetiho bodu mame

X+Z

T=2. —-Y=X+Z-Y.

psat

Y+Z 1. X+Y
YAZ 1 _X+V+Z
2 3 3

Posledni bod je pak zfejmy. O

Cvicéeni 16. Urci souradnice stfedu téznice z vrcholu A.

Poznamka 17. Kartézské soutadnice jsou v podstaté zvlastni pripad barycentrickych. Na nasle-
dujicim obrazku jsme si zvolili pravothly rovnoramenny trojuhelnik. Kdyz si odmyslis tieti sou-
fadnici, zbydou Ti dvé duvérné znamé kartézské.
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(-1,2,0) ~J(0,2,—1)

(=1,1,1) \JB(0,1,0) \J(1,1,-1)

(=1,0,2) \JC(0,0,1) \JA(1,0,0) \J(2,0,-1)

(0,-1,2) \J(1,-1,1) \J(2,-1,0)

na tom nezavisi.

Definice 18. Pro libovolné nenulové realné k ztotoznéme homogenni bod (kz : ky : kz) s bodem
(z,y, z) v barycentrické soustavé souradnic.

Dvojtecky znaci, ze urcujeme jen pomeér vah, které vsak nejsou nutné normované. Nezalezi tedy,
zda piseme (z : y : 2), (—2z : —2y : —22) nebo (999z : 999y : 999z), myslime tim vzdy ten samy

(0:1:1)a(1:1:1). Hned vypadaji trochu lip, co?
Cviceni 19. Jak vyjadiis dany bod (r : s : t) v normovanych soufadnicich?
Lemma 20. Bod P lezi na pfimce BC. Pak ma barycentrické souradnice

CP PB
0:CP: PB) neboli (0, 2= "2,
( ) neboli ( CB CB)

kde CP a PB jsou orientované vzdalenosti.

Dikaz. Jde znovu o tvrzeni 6 a 8. Druhou variantu mtzZeme alternativné odvodit tak, Ze znormu-
jeme soufadnice v prvni varianté a vyuzijeme CP + PB = CB. O

Analogicky plati pro body na pfimkach obsahujicich ostatni strany — nula je u protéjsiho vr-
cholu a vzdalenosti k vrcholim u strany jsou prohozené. Soufadnice daného bodu jsou tedy pouze

prevraceny pomér vzdalenosti bodu k pfislusnych vrcholim. Soufadnice tohoto bodu muzeme za-
0. 2C BP

’ BC’ BC
zménila orientace (znaménko) jen jednoho vyrazu — napiiklad kdyz je P uvnitf strany, musi mit
soufadnice stejné znaménko (viz obrazek). Ponévadz chodi poméry v rozliénych formach, nejprve
s nimi zacvi¢ime, aby nas pak v tlohach nezaskocily.

psat i opa¢né orientované jako (0 : PC : BP) nebo ( ) Nemiizes ale dopustit, aby se

Cviceni 21. Urdi v zavislosti na k barycentrické souradnice bodu P, jestlize:

(1) Lezi na strané AC a % =k.
(2) Lezi na strané BC a ‘lgg‘l =k.
(3) Lezi na pfimce BC mimo stranu BC' a % =k.

7



P¥imky
Pojdme se nyni zabyvat pfimkami — v nich totiz lezi nejvétsi sila barycentrickych soufadnic. V téchto
soufadnicich protneme libovolné dvé primky jedna béasen. Za¢néme zlehka.

Libovolny bod na pfimce BC muzeme vyjadiit jako vazeny bod ¢B + (1 — ¢)C = (0,¢,1 — ¢).
Timto vyrazem lze vyjadrit jakykoliv bod, ktery ma prvni souradnici nulovou. Pfimka BC m4 tedy
rovnicové vyjadieni z = 0, pfimky C' A a AB jsou analogicky y = 0 a z = 0. Muzes si to zkontrolovat
na obrazcich. Obecné maji rovnice vSech pfimek podobné jako v kartézskych souradnicich velmi
jednoduchy tvar.

Véta 22. Obecna rovnice primky je
uxr + vy + wz = 0,

kde u, v, w jsou néjaké realné konstanty.

Drikaz. V kartézskych soutfadnicich je obecnd rovnice pfimky rz+sy+t = 0. Bud P barycentricky
bod (z, y, 2), tedy zA + yB + 2C (pozor, je to jiné = a y nez v kartézskych souradnicich!). M4-li
A kartézské soufadnice (A1, A2) a obdobné B, C, dostaneme kartézsky

P = (zA1 +yB1 + 2C1,2A2 + yBa + zC>).
Dosadime do kartézské rovnice pfimky a roznasobime:
zAir +yBir + zCir + xAzs + yBas + zCas +t = 0.
,»Zeslozitime* tento vyraz rozepsanim ¢t = t(x 4+ y + z) a pfeusporddame ¢leny na
(A1r + Azs + t)x + (Bir + Bas + t)y + (Cir + Cas + t)z = 0,
coz je hledana rovnice, v niz vystupuji redlné konstanty v = Ajr + A2s +t, v = Bir + Bas + t,

w = Ci1r+ Cas +t. O

Dosazenim ¢ = t(x + y + z) jsme se zbavili konstanty. Muzes si v8ak odvodit, Ze rozepsanim
z = 1 — x — y bychom rovnici libovolné primky mohli napsat jako ux + vy + w s konstantami
u, v, w a analogicky bychom mohli vynechat libovolnou soufadnici. Tvar uz + vy + wz = 0 ma
ale jednu vyhodu, Ze mtzeme dosazovat homogenni (nenormované) souradnice. Pro k # 0 je totiz
u(kz) + v(ky) + w(kz) = 0 ekvivalentni s uz + vy + wz = 0. Stejné tak vidime, Ze i konstanty u,
v, w muzeme vynasobit jednim cislem a nic se nezméni. Pfedvedeme si to na prikladé.

Priklad 23. Ptimka prochéazi tézistém trojihelnika ABC, stranu BC protina v bodé X a stranu

AC v bodé Y. Jestlize plati % = i, urci mg‘l

A




Reseni. Bod X mé soufadnice (0 : 3 : 1) neboli (0, %, %) Tézisté mé souradnice (1 : 1 : 1).
Najdeme rovnici pfimky prochazejici témito dvéma body. Hledame tedy u, v, w takové, Ze je pro
soufadnice obou bodi splnéno ux + vy + wz = 0. Co znamend, Ze muZeme dosadit homogenni
soufadnice? Dosadime-li normované souradnice prvniho bodu, vyjde
0 3 . 0
u- +v~4+w~47 s
coz vSak muzeme rovnou vynasobit ¢tyfmi — nemuseli jsme tedy ani pocitat normované soufadnice
a mohli jsme dosadit z homogennich soufadnic (0 : 3 : 1) a pohodlné dostat 3v + w = 0. Stejné
tak dosadime (1 : 1 : 1) a dostaneme u + v + w = 0. Mame dvé rovnice pro tfi neznamé u, v,
w, ale to staci, protoze zalezi jen na jejich pomeérech. Vynasobeni vSech jednim cislem, jak jsme
fekli, nic nezméni. Staéi proto najit jakékoliv feseni. Zde miizeme zkusit celoéiselné, z prvni rovnice
vymyslime v = 1, w = —3, z druhé pak dostavame v = 2. Dané pfimka ma piedpis 2z +y — 3z = 0.
Dale najdeme bod Y, prisecik pfimky se stranou AC. Rovnici strany AC uZ jsme zminili,
ale kazdopadné bychom ji mohli najit coby pfimku skrz body A, C, velmi snadno vyjde rovnice
y = 0. Prusecik téchto dvou pfimek spocitame soustavou prislusnych dvou rovnic pro tfi neznamé
x, y, z, kde je zase vic FeSeni, protoze muzou vyjit nenormované body. Jestlize hleddme normované
soufadnice, pfiddme si za tfeti rovnici podminku z +y + z = 1.
Resenfm je bod (3: 0 : 2) neboli (2,0, 2). Podle lemmatu 20 plati (3:0:2) = (CY :0: YA) a

30.2) (Y YA
5775) \CcA’CA)’

Cviceni 24. Rozmysli si, ze
(1) Rovnice kazdé primky skrz A spliiuje u = 0, tedy je tvaru vy + wz = 0.
(2) Rovnice téznice z vrcholu A je y = z.
(3) Rovnice stifedni pficky vzhledem ke strané BC' je z =y + z.

Vsimnéme si, Ze stfed strany mé homogenni soufadnice (0 : 1 : 1), coz je stejné jako téziste,
pouze s nulovou prvni soufadnici. To viibec neni ndhoda, v nasledujicim cviceni si mas rozmyslet,
jak vypada protinani pfimek prochézejicich vrcholem trojtahelnika (tzv. cevidny) s opa¢nou stranou.
S tim uz mas nastroje na to dobusit si svych prvnich par poradnéjsich uloh.

Cviceni 25. Primka prochazejici vrcholem A a bodem P = (r : s : t) protne pfimku BC v bodé
(0 : s:t). Analogicky se z jiného vrcholu na protéjsi stranu vynuluje pfislusné soufadnice.

Cviceni 26. V trojuhelniku ABC lezi na strané AC bod E tak, ze |CE| = 3|AE|, a na strané
AB bod F tak, ze |BF| = 3|AF|. Jestlize se pfimky BE a CF protnou v bodé O a pfimka AO
[OB| . |OD]

protne stranu BC' v bodé D, spocitej poméry 10E] @ [04]-

Uloha 27. Na stranach BC, CA, AB trojuhelnika ABC lezi po fadé body D, E, F, pfi¢emz plati
|AE| = |AF| =|CD| =2, |BD| =|CE| =2 a |BF| = 5. Piimky DE a CF se protinaji v bodé K.
D| . |KC|

Uréi pomeéry TKE| @ [KF|"

Uloha 28. Je dany trojihelnik ABC s t&zistém T. Oznac¢me D bod takovy, ze B je stied tsecky
AD a podobné E bod takovy, ze C je stied usecky AE. Ukaz, ze ptimky T'D, AT a TE déli stranu
BC na &tvrtiny. (CPSJ 2019)

Uloha 29. V trojihelniku ABC oznaéime M a N po fadé stiedy stran AB a AC. Body D, E
lezi na useéce BC tak, ze |BD| = |DE| = |EC| = %|BC\. Konecné, piimky DM a EN se protnou
v bodé P. Dokaz, ze ABPC je rovnobéznik.

Cviceni 80. Rozmysli si, jak spoéitat rovnici pfimky p prochazejici bodem D € AB rovnobéznou
se stranou BC.



Zatim jsme pfimky poditali pomoci soustavy rovnic, kterou splni koeficienty rovnice ux + vy +
wz = 0. V pristi sekci si ukdzeme, jak si praci ulehéit. Poznamenejme, Ze vSechny zatim uve-
dené tulohy jsou afinni, tedy se zabyvaji pouze body, které jsou na tseckach v pevnych pomérech.
Abychom se z afinniho prostoru vymanili, musime do barycentrickych soufadnic zacit psat vyrazy
s délkami nebo uhly.

Obsahy

Mozné se ptas — v ¢em je vyhoda barycentrickych soufadnic oproti vazeni bodu ve vicethelnicich?
Barycentrické soufadnice totiz maji jesté jednu obfi vyhodu — jsou pfirozené spjaté s délkami,
podobnostmi a obsahy. Pojdme se k jejich propojeni postupné propracovat, zaéneme zlehka s body

na strané.

Uloha 31. Jaké jsou soufadnice paty vysky a osy uhlu vedouci z vrcholu A? Muzes je vyjadrit
v zavislosti na délkach stran nebo na thlech v trojuhelniku ABC.

Véta 32. (stézejni) Bod P m4 barycentrické souradnice
B ([PBC] [APC] [ABP]

[ABC]’ [ABC)’ [ABC]
kde [XY Z] znadi orientovany obsah trojihelnika XY Z.5

) — ([PBC] : [APC] : [ABP)),

A

B C
Dikaz. Ozna¢me K prusecik pfimek AP a BC a P = (u,v,w). Podle cvideni 25 plati K =
(0:v:w). Z lemmatu 20 plyne
KC v
BK — w’
Protoze maji trojthelniky AKC a ABK stejnou vysku na stranu (pfimku) BC, jsou jejich obsahy
umérné délce jejich strany na té pfimce, takze plati také
[AKC] KC
[ABK]  BK'
Tyto dva trojuhelniky zaroven sdili stranu AK. Pokud ji zkratime ¢i prodlouzime, zméni se obsahy
stejnym pomérem. Zménime ji tedy na AP a dostaneme
[APC]  [AKC]|
[ABP] = [ABK]’
Ze vsech t¥i rovnosti dohromady ziskdvame pomér dvou soutradnic, coz muzeme cyklicky zopakovat
pro ostatni soufadnice, takze ziskdme P = ([PBC] : [APC]: [ABP)). O

Pozorovani 33. Bod lezi uvnitf trojuhelnika pravé tehdy, kdyz vSechny jeho soufadnice maji
stejné znaménko.

5Kdyz jdou vrcholy po sméru hodinovych rucicek, je obsah zaporny.
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Jisté se, vazeny ¢tenafi, ptas — k ¢emu je nam tato obsahova definice? Tvé otazky budou vysly-
Seny, pomoci této klicové vlastnosti barycentrickych soufadnic mizeme s pfehledem uréit mnoho
znamych stfedu trojuhelnika.

Priklad 34. Stfed kruznice vepsané mé barycentrické souradnice I = (a: b: ¢).

B a c

Dikaz. Necht je r polomér kruznice vepsané. Obsah trojuhelnika ABI je %cr, protoze r je jeho
vyska na stranu c. Analogicky je [IBC| = %ar a [AIC] = %br. Takze plati

1 1 1
I:<7ar:7brzfcr):(a:b:c). O
2 2 2

Cvigeni 35. Nalezni pomoci obsahové definice barycentrické (staci homogenni) soufadnice stfedu
kruznice opsané a ortocentra. Muzes je zapsat v zavislosti na vnitinich thlech trojuhelnika.

Uloha 36. Pomoci délek stran trojihelnika ABC a s = %’”c nalezni soufadnice dotykt kruznice
vepsané a kruznic pfipsanych ke strandm trojuhelnika.

S jednotlivymi body jsme si uzili zdbavu, co se podivat na obsahy? Mozna ted uz vidis, Ze
barycentrické soufadnice budou na pocitani obsaht jako délané, ale jak pfesné na to?

Definice 37. Uvazme body s barycentrickymi soufadnicemi (z1 : y1 : 21), (z2 : y2 : 22)
a (x3 : y3 : z3). Pak definujeme determinant

Tl Y1 Z1
2 y2 22| = v1(y223 — y322) — y1(T223 — 322) + 21(T2y3 — T3Y2).
T3 Y3 z3

Poznamka 38. Vzorec se da roznasobit na Sest sou¢int a v kazdém z nich je z kazdého radku
i z kazdého sloupce pravé jeden cinitel. Souciny vsak maji riznd znaménka — kladné, pokud jsou
soufadnice, které bereme z prvniho, druhého a tfetiho rfadku ve spravném cyklickém poradi, tedy
...xyzryz...; naopak zaporné, pokud jsou v obriceném cyklickém poradi, tedy ...zyzzyz...
Jinak fe¢eno, bud jdeme do dalsiho Fadku a vzdy vezmeme dalsi souradnici (a jdeme dokola), pak
je znaménko kladné, nebo jdeme do dalsiho faddku a vzdy vezmeme ptredchozi soufadnici, pak je
znaménko zaporné.® Schématicky to vypada takhle:

1 Y1 21 21 Y1 1
Y2 + z2 || z2 - Y2 —| z2 - 22
z3 z3 Y3 3 23 Y3

SPozor ale, aby Té to pak nezmaétlo v linearni algebfe: tento princip neplati pro matice vétsi
nez 3 x 3.
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Cvicéeni 39. (vlastnosti determinantu)
(1) Jak se zméni determinant, kdyz vynasobim jeden fadek redlnym ¢islem (po slozkach)?
(2) Jaky je determinant, kdyz je jeden fadek cely nulovy?

(3) Jaky je determinant, kdyz plati (z1 : y1 : 21) = (z2 : y2 : 22)7?

(4) Jak se zméni determinant, kdyz k jednomu fadku pfictu néjaky nésobek druhého?

Prvni bod cviéeni se zejména hodi, kdyz musime dosazovat normované body (uvidis kde). Pak
dosadime

< r s t )

r+s+t r+s+t r+s+t)’

kde méame cely fadek vynasobeny ﬁ, takZe muzeme dosadit prosté (r : s : t) a vysledek jen
vydélit r + s + t.

Poznamka 40. (Teoretickd) Determinanty pochazi ze svéta linearni algebry, konkrétné vyjadiuji
jisty (orientovany) obsah spiiznény s danou matici, to si ukdZeme i v nésledujici vété. Mnoho
z teorie barycentrickych soufadnic, kterou zde zminujeme, lze elegantné vysvétlit slovy linedrni
algebry. Pro hlubsi pochopeni barycentrickych soufadnic tedy doporucujeme si nacist i zaklady
linearni algebry. ..

Znalosti z linearni algebry pak mohou poskytnout prekvapivé elegantni pravidlo vhodné na
poéitani obsahti. Uplny diikaz si zde neuvedeme, najdes ho napiiklad v &lanku od Zacha Abela.”

Véta 41. Méjme body P, Q, R s normovanymi soufadnicemi (z1,y1, 1), (v2,y2, 22) a (z3,y3, 23).
Pak orientovany obsah trojihelnika PQR je

X1 Y1 Z1
[PQR] = |z2 y2 22 |[ABC].
x3 Y3 z3

Pokud vsak nehodlas uvérit, dokud nebudes mit dukaz, nabizime Ti nacért: ukaz si pomoci
vlastnosti determinantu, Ze pokud véta plati pro trojuhelnik PQR, plati to i pro trojuhelnik P'QR,
kde bod P’ = kP + (1 — k)Q lezi na pfimce PQ — tedy zZe véta zistane platnd, pokud budes
posouvat vrcholy po stranach. Déale si vSimni, ze pro trojuhelnik ABC' véta plati a rozmysli si, ze

z néj posouvanim vrcholi po stranach muzes dostat libovolny trojuhelnik PQR.
Ma4s hotovo nebo to nepotiebujes zkouset? Vyborné, pojd s ndmi na priklad.

Priklad 42. V trojuhelniku lezi po fadé body X, Y, Z uvnitf stran BC, AC a AB tak, ze

[BX| |cY| |AzZ|
|[BC|  |CA|  |AB|

Dokazme, ze pro k = % vytinaji pfimky AX, BY a CZ trojahelnik, jehoz obsah je sedmkrat mensi
nez obsah ABC.

Reseni. Jednoduse spoéitdme vsechny priseciky a vyuzijeme piedchozi vétu. Dle lemmatu 20
plati X = (0:2:1) apodobné Y = (1:0:2)a Z = (2:1:0). Pfimka AX ma proto rovnici
y = 2z, pfimka BY zase z = 2z. Jejich prusec¢ik uré¢ime jako (1 : 4 :2) = (%, %, %) a podobné
spocitdme i zbylé dva priiseciky (pouze protacime soutradnice). Koneéng, podle nasi véty je hledany
podil obsaht roven

12 2 1 4 2

2 1 4 1 1
2 1 4l=_ |9 1 4|=-.
7 7 7 73 7
4 2 1

12 1 4 2 1

Thttp://zacharyabel.com/papers/Barycentric_A07.pdf
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B X C

Cviceni 43. V trojihelniku ABC lezi bod P a ozna¢me D, E, F' po fadé pruseciky pfimek AP,
BP a CP se stranami BC, AC' a AB. Potom dokaZz nerovnost neorientovanych obsahtu

[ABC] > A[DEF).

Kdy nastane rovnost?

Uloha 44. Je dan trojthelnik ABC' a uvnitt néj bod U. Ozna¢me A’, B’ a C’ po fadé obrazy
bodi A, B, C' v soumérnosti se stfedem U. DokaZ, %e pokud je Sestitthelnik AC’ BA’C B’ konvexni,
potom mé obsah 2[ABC]. (Krajské kolo MO 2011)

Uloha 45. Je dén trojuhelnik ABC. Uvnitt jeho stran AB a AC jsou po fadé zvoleny body X
a Y. Oznacme Z prusecik usecek BY a C'X. Dokaz nerovnost neorientovanych obsahu

[BZX]+[CYZ] > 2[XZY].

(Celostatko 2020)

Uloha 46. (delsi) Budte O, H, I po fadé stfed kruznice opsané, ortocentrum a stied kruznice
vepsané. Pak trojuhelnik OHI ma obsah

(a=b)(b—c)(c—a)
8r

[OHI| = [ABC].
Pocitani obsahti v barycentrickych soutradnicich je tedy asi tak tézké, jako secist devét cisel —
proto presné se této technice nékdy prezdiva ,areal coordinates.

Co miizeme jesté délat s timto vzorcem? Co napiiklad znamend, kdyZz mé trojuhelnik nulovy
obsah?

Dusledek 47. (Rovnice pfimky znovu) T¥i body P, Q a R s (nyni uz ne nutné normovanymi)
soufadnicemi (z1 : y1 : 21), (2 : y2 : 22) a (x3 : y3 : 23) leZi na piimce pravé tehdy, kdyz plati

T1 Y1 21
x2 y2 z2|=0.
T3 Y3 23

Specidlné rovnice pfimky prochéazejici body (z1 :y1 : z1) a (z2 : y2 : 22) je

T oy z
1 y1 21| =0 <= z(y122 —y221) —y(x122 — x221) + 2(x1Y2 — x291) = 0.
T2 Y2 22

Vsimni si, ze zde uz nepozadujeme normované body. Podle cviceni 39 totiz to, jestli je determi-
nant nulovy, nezalezi na tom, jestli fadek vynasobime nenulovym d¢islem.
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Cviceni 48. Dokaz jednu implikaci predchoziho diisledku pomoci vazeni bodt na pfimce a cvic¢eni
39.

Diky tomu si mizeme pfi hledani rovnic pfimek usetfit feseni soustavy rovnic. Jakmile dostanes
do ruky pocitani determinantu, rovnice pfimky uz pro Tebe bude zcela rutinni zalezitost — my
vyrazné doporucujeme pocitat pfimky timto zpisobem.

Uloha 49. Najdi rovnici osy vnitfniho a vnéjsiho thlu BAC a dokaz, ze stied kruznice pfipsané

Jak zakon kéaze, nasi nové ziskanou teorii si musime vyzkouSet na néjaké obéti. A neni lepsi
obét, nez tloha z mezindrodni matematické olympiady.
Piiklad 50. Je dan trojuhelnik ABC. Kruznice pfipsana ke strané BC m4 stied J a dotyka se
pfimek AB, AC a BC po fadé v bodech K, L a M. Pruseéik pfimek LM a BJ ozna¢me F, prusecik
piimek KM a CJ pak G. Koneéné body S, T jsou po Fadé pruseciky pfimek AF a AG s pfimkou
BC. Dokazme, ze M je stfedem tsecky ST (IMO 2012)

Reseni. Zavedme soutadnice vzhledem k ABC. Dle pfedchozi tlohy plati J = (—a : b : ¢) a podle
dlohy 36 pisSeme M =(0:s—b:s—c), K = (c— s:s:0). Pfimka KM m& rovnici

x y z
0= 0 s—b s—c|=-xs(s—c)—y(s—c)’>+z2(s—c)(s—b) = 0= —zs—y(s—c)+2(s—b),
c—s s 0

jelikoz diky trojuhelnikové nerovnosti miazeme kratit s—c > 0. Pfimka C'J ma zase rovnici bz+ay =
0 a prusecik téchto dvou primek spocitame jako reseni pfislusné homogenni soustavy, coz vyjde
s kracenim

G = (—a(s—0b):b(s—0b):b(s—c)—as) =(—a(s=b) : b(s—b) : —(a+b)(s—b)) = (—a : b: —(a+b)),
tedy T=(0:—-b:a+b) = < ,—2 M) Obdobné ziskdme S = (O, “TH, —%), z &ehoz uz hned

a’ b
S+T _
tT — M.

vidime, zZe

vepsané trojuhelnika ABC'.
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Uloha 52. V trojthelniku ABC je M stfed strany BC a I stied kruznice vepsané. P¥imka MT
protind vysku z bodu A v bodé F. Dokaz, ze délka tisecky AF je rovna poloméru kruznice vepsané.

Uloha 53. Je dan trojthelnik ABC a bod P uvniti. Oznaéme D, E a F po fadé priiseéiky p¥imek
AP, BP a CP s prislusnou protéjsi stranou. Dokaz, ze plati

[PAF] + [PBD] + [PCE] = %[ABC]

pravé tehdy, kdyz P lezi na jedné z t&znic trojuhelnika. (USA TST 2003)
Uloha 54. Je dan trojthelnik ABC, jehoz kazdé dvé strany se lisi alesponi o délku d > 0. Oznaéme

[AIT] + [BIT] + [CIT] > %dr.
(Celostatko 2015)

Na jedné piimce, v jednom bodé . ..

Presné tato slova zakonc¢uji zadani velkého mnozstvi olympiddnich tloh, se kterymi se setkds. Na
dtkaz tvrzeni takového typu mame nemalo technik — pouziti stejnolehlosti, pfevedeni na néjakou
znamou primku... Co kdybychom si ale mohli pomoct vypoc¢tem? Pokud naSe t¥i pfimky pfipou-
tame k jednomu trojuhelniku, potom kritérium, kdy se tfi pfimky protinaji v jednom bodé€, zni
jednoduse.

Véta 55. (Cevova) Je dédn trojuhelnik ABC' a na strandch a, b, ¢ po fadé body D, E, F. Potom
se pfimky AD, BE a CF protinaji v jednom bodé, pravé kdyz plati

BD CE AF _
DC EA FB
Dikaz. Vhodné pouZzijeme cvideni 25 a lemma 20. Uvazme P = (d, e, f) priseéik piimek AD a
BE.Pak D=(0:e: f)aE=(d:0: f). Prase¢ik CPN AB je F/ = (d: e :0), coz je jediny bod
splnujici
AF' e e f CD AE

F'B d f d DB EC

Piimka CF tedy prochazi bodem P, pravé kdyz je F' = F’, coz plati, pravé kdyz

AF CD AE O

FB DB EC’

Pojdme si vychutnat silu této véty, jelikoz na mnohé standardni konfigurace v trojihelniku je

jako déland. Pfemyslel(a) jsi nékdy nad tim, pro¢ se vlastné osy thlu, vysky ¢ podobné piimky

v trojahelniku opravdu protinaji v jednom bodé? Kdyz jsme vybaveni Cevovou vétou, bude to pro
nas hracka dokazat.

Cviceni 56. Dokaz, ze se néasledujici pfimky v daném trojahelniku ABC protinaji v jednom bodé
a najdi soufadnice jejich pruseéikii (ano, nékteré body uz znas):
(1) téznice,
2) osy uhlu,
3) vysky,
4) spojnice vrcholt a bodu dotyku kruznice vepsané s protéjsi straonu,
5) spojnice vrcholi a bodit dotyku kruznic pfipsanych na protéjsi stranu.

o~~~ —~
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Vyvstava otdzka — mizeme Cevovu vétu zobecnit? Nasledujici véta podava obecné kritérium,
kdy tfi pfimky prochazi jednim bodem. Snadno si mizes ovéfit, ze pro tii ceviany véta dava prave
Cevovu vétu.

Véta 57. Uvazme tii pfimky u;x + v;y + w;z = 0 pro i = 1,2,3. Pak tyto tii pifimky prochazi
jednim bodem pravé tehdy, kdyz plati

up vl wi
us wg weo|=0.
u3z vz w3

Dikaz. (ndznak) Vsiml(a) sis, Ze kdyz jsme Fesili pfimky bez determinantii, jen soustavami rovnic,
tak vypadalo hledani pfimky prochéazejici dvéma body stejné jako hledani pruseciku dvou pfimek?
V rovnicich ux + vy + wz = 0 byly akorat jednou z, y, z zndmé a u, v, w neznamé a podruhé
naopak. Kdyz jsme pak dosadili z, y, z do determinantu, odhalili jsme kritérium, kdy jsou t¥i body
na jedné piimce.

Rovnicemi bychom to ovérili tak, ze by pfimka skrz kazdé dva z nich vysla vzdy stejné. To,
ze se tfi primky protnou v jednom bodé, bychom rovnicové ovérili tak, ze by prusec¢ik kazdych
dvou vysel stejné. Ale vypoc¢ty pfi tom ovéfovani by byly totozné az na zaménu z, y, z a u, v, w.
A v ptipadé bodu se toto ovéfeni dalo snéze provést s determinanatem. Déava tedy smysl, ze kdyz
do determinantu dosadime u, v, w, ziskame kritérium, kdy se tfi pfimky protinaji v jednom bodé.

O

Uloha 58. V trojthelniku ABC se kruznice vepsana dotyka stran AC a BC v bodech D a E.
Dokaz, ze osa thlu <BAC, stiedni pficka vzhledem k vrcholu B a pfimka DE prochazi jednim
bodem.

Cvicéeni 59. (Izotomicti kamaradi) Je dén trojuhelnik ABC a na stranéch a, b, ¢ po fadé body
D, E, F takové, ze se piimky AD, BE a CF protinaji v jednom bodé P = (u,v,w). Pieklopime
body D, E, F podle stfedii pfislusnych stran na body D', E’, F'. Pak se i pfimky AD’, BE’ a
CF’ protinaji v jednom bodé. Jaky bude mit tento bod soufadnice?

Véta 60. (Menelaova) Je dén trojuhelnik ABC' a na piimkdch BC, AC, AB po fadé body D,
E, F. Potom body D, E a F lezi na pfimce, pravé kdyz plati

BD CE AF _
CD AE BF
Dikaz. Uvazme néjakou pfimku uz + vy + wz = 0. Jelikoz orientovany pomér % jednoznacné

urcuje pozici bodu F, stac¢i nam ukazat, ze libovolné tfi body lezici na pfimce splnuji dany vztah.
Priseciky dané pfimky se stranami budou body po fadé D = (0 : —w : v), E = (w: 0: —u) a
F =(—v:u:0). Pak

BD CE AF _ v w uw _

CD AE BF —w —u —v
je tedy hotovo. O

Uloha 61. V trojahelniku ABC lezi bod P a ozna¢me D, E, F po fadé priisediky pfimek AP,
BP a CP se stranami BC, AC a AB. Dokaz, ze plati

|PD| |PE| | |PF| _

|AD| * |BE| |CF|
Uloha 62. Ve &tyisténu ABCD ozna¢me stiedy kruznic vepsanych trojahelnikiim BCD, CDA,
DAB, ABC potadé I, I, Ic, Ip. Necht plati, ze usecky Al 4, BIg, Clc a DIp prochézi jednim
bodem. Dokaz, ze

|AB|-|CD| = |AC|-|BD| = |AD| - |BC].
(Prase 39-1j-7)
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KruZnice

Jak jsme vidéli, oproti komplexnim c¢islim si barycentrické soufadnice mnohem vice rozumi s pfim-
kami. V tvodu jsme Ti slibili, Ze i rovnici kruznice mizeme explicitné vyjadfit. Mozna prekvapivé
bude, ze pravé komplexni ¢isla ndm pomuzou odemknout plnou krasu kruznic v barycentrickych
soufadnicich. I kdyz je rovnice kruznice zdaleka nejméné hezkou véci, se kterou se v tomto dilu
potkame, ukdzeme si, jak je dobfe vyuzivat.

Véta 63. Obecna rovnice kruznice je
—a?yz — b2xz — Aoy + (ux + vy + wz2)(x +y+ 2) =0,

kde u, v, w jsou néjaké realné konstanty.

Dikaz.  Zde trikové vyuzijeme komplexnich ¢isel. Aby se nam body A, B, C nepletly s délkami
stran a, b, ¢, budeme komplexni ¢isla taky psat velkymi pismeny. Uvazme takovou soustavu sou-
fadnic, ze je dand kruZnice jednotkova (A, B, C' na ni nemusi leZet). To, Ze na ni bod P lezi, se
pozna ze vztahu PP = 1. Pochopitelné pouzijeme rozepsani P = A + yB + zC.

(xA+yB+ 2C)(xA+yB + 20) = (xA+ yB + 2C)(z A+ yB + 20) =
=22 AA + y?’ BB + 22CC + 2y(AB + AB) 4+ y2(BC + BC) + 2z(CA + CA) = 1.

V rovnici jsou délky stran na druhou, tak se podivame, jak vypadaji v komplexnich ¢&islech. Napfi-
klad
a?=|A-B]?=(A-B)(A-—B)=AA+ BB — (AB+ AB).

Vyjadiime vyraz, ktery jsme vidéli uz v predchozi rovnici:
AB+ AB = —a® + AA + BB,
cyklicky pro ostatni délky stran. Dosadime, pfeusporadame cleny a dostaneme
(2?4 2y + 22)AA + (y% + yz + y2) BB + (22 + 22 + 2y)CC — a®xy — b2yz — Pzz = 1.

Z prvnich t¥i ¢lena lze vytknout = + y + z. Odeétenim pfesuneme jednicku na levou stranu a
rozepiseme ji také jako 1 = x + y + z, ¢imZ dostaneme vyslednou rovnici, kde u = AA — 1,
v=BB -1, w=CC — 1 jsou doopravdy reéalna, ¢isla. O
Jak najit kruznici prochazejici danymi body? Jednoduse dosadime soufadnice bodt do rovnice
kruznice a vyfesime soustavu pro u, v a w. VSimnéme si, ze v rovnici kruznice bychom nemuseli
psat ¢len x + y + z, protoze je roven jedné. Piseme ho tam, aby byla rovnice kruznice stejné jako
rovnice pfimky homogenni v (z, vy, 2), diky ¢emuz mizeme bezpetné dosazovat nenormované body.
Ukézeme si na prikladé.
Priklad 64. Oznac¢me M stfed strany BC' a hledejme kruznici opsanou trojuhelniku ABM.
Dosadime body A = (1,0,0), B = (0,1,0) a bod M budeme psat jako (0:1: 1), abychom si lehce
usnadnili vypocty. Dosazenim ziskame:

0+0+0+ (u+0+0)-1=0,

04040+ (04+v+0)-1=0,

—a2404+0+@w+w) - (1+1)=0.
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. ¥ ’ ~ v 2 v v . . ’ . s
Thned je zfejmé, ze u = v = 0 a pak spocteme w = % Nase kruznice je tedy reprezentovana rovnici

2
—a?yz — b2xz — APy + %z(:p +y+2)=0.

Hned vidime, Zze pokud kruznice prochéazi vrcholem trojuhelnika, je pfislusnd neznadma v rovnici
kruznice nulovana®. Toto je velmi diilezité pozorovani — pokud totiz v tiloze pracujeme s kruznici,
chceme, aby prochéazela co nejvice vrcholy referen¢niho trojuhelnika.

Také si uvédomme, ze muzeme prvni t¥i ¢leny rovnice psat s kladnymi znaménky a jen zménit
znaménka koeficientii u, v, w (bylo by u = 1 — AA apod). Je to zcela legélni, prvni moznost ale
umozni poc¢itat mocnost pfimo dosazenim (véetné znaménka) — to uvidime za chvili.

Uloha 65. Je dany trojihelnik ABC spliiujici |[AC| + |BC| = 3|AB|. Kruznice jemu vepsana
ma stied v I a dotyka se stran BC, CA v bodech D a E. Konec¢né, pieklopme bod D pies I na
bod K a podobné pfeklopme bod E pfes I na bod L. Dokaz, ze body A, B, K a L lezi na jedné
kruznici. (Shortlist 2005)

Uloha 66. Je dany rovnobéznik ABCD s prusecikem thlopficek P. Oznaéme M stied strany
AB. Necht @Q je takovy bod, ze pfimka QA je te¢nou ke kruznici opsané trojihelniku M AD a QB
je te¢nou ke kruznici opsané trojahelniku M BC. Dokaz, ze body Q, M a P lezi na pfimce.

(CPS 2020)

Mocnost bodu ke kruZnici

Co ndm muze rovnice kruznice fict o vztahu libovolného bodu v roviné vzhledem k ni? Mozné
prekvapivé odpovéd je pfimo mocnost bodu k této kruznici.

Véta 67. Bud P = (z1,y1,21) bod v roviné trojuhelnika ABC' a k kruZnice dand rovnici
—a?yz — b2zz — Aoy + (ux + vy + wz2)(x +y + 2) = 0.
Pak je mocnost bodu P ke kruznici k rovna
P(Pk) = —a2y1z1 — 23121 — c2a:1y1 + (uz1 +vy1 + wz1)(z1 +y1 + 21),
Jjinak Feceno se jedna o pouhé dosazeni bodu do rovnice kruznice.

Tuto vlastnost si snadno ovéfis na ditkkazu 63. TotiZz mocnost bodu P k jednotkové kruznici je
pfesné PP — 1. Zde na znaménkach pochopitelné zalezi (a je to i diivod, pro¢ jsme psali rovnici
kruznice v tomto tvaru).

Pomoci mocnosti pfirozené muzeme pracovat s chordalami.

Véta 68. Uvazme dvé kruznice k a l. Pak jejich chordala je piimka dana rozdilem jejich rovnic.

Dikaz. Analogicky k dukazu v pfipadé kartézskych souradnic z prvniho dilu. O
Vyuziti této véty pfi pocitani tloh je jasné — chceme-li najit rovnici chordaly dvou kruznic,

nemusime pracné pocitat jejich pruseéiky. Staci je od sebe odecist! Muzes si to vyzkousSet na nasle-

dujici uloze.

Uloha 69. Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC' se zakladnou BC, uvniti které je zvolen bod

D. Necht E, F jsou po fadé takové body na strandch AB, AC, ze plati <BED = <DFC > 90°.
Dokaz, ze pfimka AD je chordédlou kruznice ABF a AEC. (Celostatko 2020)
Uloha 70. Uvniti trojuhelnika ABC lezi bod P. Necht ptimka AP protne stranu BC v bodé
A1 a bod As je takovy, ze Ay je stied tsecky PAs. Obdobné definujeme body B2 a Cs. Dokaz, ze

body A2, B2 a C2 nemohou vSechny najednou lezet uvnitf kruznice opsané trojuhelniku ABC.
(Shortlist 2019)

8Mimochodem, vidime to uz z dikazu, kde mame v = AA — 1 apod.
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Uloha 71. V nerovnostranném trojthelniku ABC oznaéme T jeho tézisté a My, Mg, Mc,

Na, Np a N¢ po fadé stiedy usec¢ek BC, AC a AB, TA, TB a TC'. Dokaz, ze kruznice opsané
trojuhelnikim NoMpM¢g, MaNgpMc a Mo MpN¢c vsechny prochézi jednim bodem.

(Prase 39-4p—8)

Jednak se tedy muzeme vyhnout néjaké pocetni praci, je to ale vSe? Neni, ¢asto totiz chordaly

najdes schované v naprosto necekanych situacich. Mizeme si jimi napriklad vynahradit kolmost,
kterou jinak v seridlu nezminujeme.

Cviceni 72. Dokaz, Ze tecna ke kruznici opsané trojuhelnika ABC v bodé A m& rovnici
b2z 4+ 2y = 0 tak, ze ji napises jako vhodnou chordalu.
Uloha 73. Najdi pomoci chordal vhodnych (degenerovanych) kruznic osu strany BC.

Uloha 74. Najdi soutadnice K priise¢iku tecen ke kruznici opsané v bodech B a C. Piimku AK
nazveme symedidnu v trojuhelniku ABC. Dokaz déle, ze se symedidny v trojuhelniku protinaji
v jednom bodé.

Vratme se na moment zpéatky az k prvnimu dilu, kde jsme si zminili linearitu mocnosti bodu ke
kruznici.
Uloha 75. Pomoci linearity mocnosti dokaZ, Ze mocnost bodu H ke kruznici opsané ABC je
rovna 8R2 cos o cos B cos~, kde R je polomér kruznice opsané.

Steinerova véta (o téZzisti)

Pokud jsi docetl(a) az sem, vénujeme Ti nakonec maly odpoéinkovy darek: ndvod na s¢itani ¢tverci
vzdalenosti. Vratime se zpét k vazeni soustavy vice bodi.

Véta 76. (Steinerova®) Necht jsou Ai,..., A, body a T jejich tézisté (vSechny maji stejnou
hmotnost). Pak pro libovolny bod X plati

n n
SIXAP =D ITAP +n- | XT)2.
=1 =1

Véta nam tedy umoznuje vyjadrit soucet ctverct vzdalenosti nékolika bodi od X jen v zavislosti

Dikaz. Oznaéme soufadnice bodu A; (x;,y;). Zvolme si navic soustavu tak, ze tézisté lezi v po-
Catku a osa = prochazi bodem X. Potom plati Y7 ; (z4,y;) = (0,0), tedy > 1" ; z; = 0,a X = (d,0),
kde d = | XT|. Nyni jiz jednoduse spoéitdme soucet ¢tverct ze znéni véty

n n n
DIXAP =D (@ —d)’ + (v —0)?) = D _(aF +yf — 2dw; +d°) =
i=1 i=1 i=1
=Y @ +yl)—2d- Y @i+ d> =) |TAPP +0+n-|XT a
=1 i=1 =1 =1

Cviceni 77. Rozmysli si, Zze pro dané body A; nabyva soucet > I ; | X A;]? nejnizsi hodnoty,

9Pod timto jménem je znamé ve fyzice, kde se pomoci ni poéitaji momenty setrvaénosti. Verze,
kde vazime jen tfi body, se pfipisuje ke jménu Leibniz.
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Mimo to je dikaz pomérné jasny. Pfi umocnéni vzdélenosti na druhou zmizi odmocnina, takze pak
séitdme jenom n kvadratickych funkci (v obou soutfadnicich).

Priklad 78. Na kruznici opsané pravidelnému mnohothelniku Aj As ... A, lezi bod X. Dokaz,
7e hodnota | X A1|? +|X A2|%2 + -+ + | X An|? nezéavisi na volbé bodu X.

Reseni. Kdyz ma kazdy vrchol stejnou véahu, je jejich tézisté ze symetrie ve stiedu (kruznice

opsané) mnohothelnika, ozna¢me ho O. Vzdalenost X od tézisté je vzdycky stejnd, coz je jako
délané na Steinerovu vétu. Soucet muzeme vyjadrit:

SUIXAP =D |0A* +7n- X0
=1 =1

Bod X lezi na kruznici opsané, takze vzdalenost |XO| je vzdy jeji polomér a vyraz proto nezavisi
na poloze bodu X.

Cvic¢eni 79. Rozmysli si, ze priklad vySe plati i pokud volime X na jiné kruZznici se stejnym
stfedem, napiiklad vepsané.

Uloha 80. (znovu) Uréi délku té&#nice v trojihelniku jen pomoci délek stran.

Uloha 81. (znovu) Je dany pravidelny sedmitthelnik ABCDEFG vepsany do jednotkové kruz-
nice. Dokaz, #e plati |AB|? + |AC|? 4+ |AD|? = 7.

Uloha 82. Mezi sttedy dvou kruznic s polomérem 1 je vzdéalenost 1. Na prvni kruznici zvolime
body A a B soumérné podle spojnice stiedti. Dokaz, ze pro libovolny bod P na druhé kruznici plati
|PA|2 + |PBJ? > 2. (Kolmogorov Memory Cup 1999)

Uloha 83. Na dané kruznici zvolime dvé kolmé tétivy AB a CD. Ty se protnou v bodé S. Dokaz,
ze hodnota |SA|? + |SB|? + |SC|? + |SD|? nezavisi na volbé t&tiv.

Aby ses nedivil(a), jak to, Ze jsme cely serial vazili se vSemi moznymi vahami a ted se zbabéle
vratili k tomu, Ze jsou vSechny stejné, uvedeme Steinerovu vétu v uplnosti.

Uloha 84. (Vazena Steinerova véta) Necht jsou A1, ..., Ay body s vahami v1,. .., v, a celkovou
vahou V =wv1 + -+ + v #0, a T jejich tézisté. Pak pro libovolny bod X plati

n n
Swi IXAP =D v [TAP + V- [XTP2
1=1 i=1

Cviceni 85. Jak se zméni vysledek cviceni 777

Uloha 86. (znovu Stewartova véta) Uvazme bod D na strané BC trojuhelnika ABC. Oznaéme
d délku usecky AD, m délku usecky BD a n délku usecky CD. Pro tyto délky plati vztah

mna + d%2a = mb? + nc?.

Uloha 87. Je déan trojihelnik ABC a v ném bod P takovy, Ze je soucet ¢tverct jeho vadalenosti
od stran nejmensi mozny. Budte D, E, F kolmé pruméty P na strany trojuhelnika ABC. Ukaz, ze
je P tézisté DEF. (Oliforum 2017)

10A v 1D je tézisté jen pramér, takze ma pramér nejmensi soucet étverct vzdalenosti od vSech
bodi. Zcela mimochodem, to je dobré odtvodnéni, pro¢ se k vypoctu rozptylu pouzivaji ¢tverce a
ne absolutni hodnoty.
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Zavérem

A se Steinerovou vétou kondi i letosni seridl. Pokud jsi doéetl(a) az sem, velmi si Té vazime (s klad-
nymi vahami, samozfejmé :)). Zrekapitulujme, co jsme se naucili. Pomoci vazeni bodt jsme zavedli
soufadnice na rovin€, se kterymi dokazeme hravé pracovat s pfimkami, obsahy a dokonce i kruz-
nicemi! No neni to krasné? Samozirejmé, barycentrické soufadnice jsou uziteéné pii feSeni geomet-
rickych olympiddnich tloh. Pfed tim, nez jen zvazis feSeni touto metodou, pamatuj na jiz zndmou
mantru

(1) Uloha jde spoéitat pomoci barycentrickych soutadnic.

(2) Znam dobie vSechna tvrzeni a dokazu je obh&jit.

(3) Mam na FeSeni Cas.

Proto vzdy zauvazuj, nez za¢nes do ulohy bezhlavé mlatit, oko na feSitelné tlohy opét prichazi
pouze a jenom po pocitdni mnoha a mnoha jinych pfikladd. Zacni své prvni kriacky s nami, pri
feSeni tfeti seridlové série. TéSime se na Tva FeSeni :)

Pokud mas chut védét vic, mtizeme Ti doporudit vyborny textik od Evana Chenall, anebo nam
klidné napis, radi se s Tebou pobavime.

Dékujeme vSem, ktefi se podileli na tvorbé seridlu, zejména Hedvice, Klarce, Matéjovi a Radkovi.
Serial pro Tebe psali Zdenék Pezlar a Matous Safranek.

Navody k Gloham a cvicenim

3. Dosad do vzorce a spoéitej po soufadnicich.

10. A je doopravdy tézisté bodu B, C, D se spravnymi vahami. Vzpomen na (komplexni) vzorec
rovnobéznika A+ C = B + D.

16. Pouzij vzorec pro stfed, pocitej po soufadnicich.
19. Vynéasob vSechny soufadnice takovym ¢islem, aby mély soucet 1.

21. Rozmysli si orientaci vzdalenosti a pfeved poméry do spravného tvaru, napiiklad CP : PB
na strané BC.

24. Jednoduse dosazuj do obecné rovnice body, kterymi pfimka prochazi.

25. Jakou bude mit ta pfimka obecné rovnici?

26. K urceni poméru na useCce jiné nez je strana trojihelnika Ti mize pomoct tvrzeni 8.
29. Jaka je podminka pro rovnobéznik? Piimka DM vyjde x — y + 2z = 0.

31. Goniometrické funkce a véta o ose uhlu. Vyjde (0 : tang : tanvy) a (0 : b : ¢). Pokud Ti
ortocentrum vyslo jinak, ovéf sinovou vétou, jestli to neni totéz.

Uhttps://web.evanchen.cc/handouts/bary/bary-full. pdf
21



https://web.evanchen.cc/handouts/bary/bary-full.pdf

35. Obsahy prosté spocitej. Zavislosti na délkach stran se mtzes zbavit sinovou vétou, homogenni
soufadnice pak staci vydélit polomérem kruznice opsané.

36. Dotyk kruznice vepsané se stranou BC ma soufadnice (0 : s — ¢ : s — b), kruznice pfipsand se
dotyké stran BC, AB a AC po fadé v bodech (0:s—b:s—c).

39. Prvni dva body plynou ze vzorce. Ve tfetim uvaz, ze x2 = kx1, y2 = ky1 a z2 = kz1. Ve
Stvrtém vzorec roznasob a pouzij predchozi body.

43. Uvaz P = (r,s,t), spocitej soufadnice zbylych bodf a determinant.
44. Staci spocitat obsahy trojuhelniku A’BC, AB'C a ABC'.

45. Zacéni bodem Z, pak vyjadii X a Y.

46. Pouzij kosinovou vétu a Heronuiv vzorec.

48. P, Q, R, lezi na pfimce, kdyz se d4 P vyjadfit jako P = kR + (1 — k)Q. Pak ukaz, Ze je

determinant nulovy.

49. Stfed kruznice vepsané uz jsme méli. Pro osu vnéjsiho thlu dokaz pomoci sinové véty podobné
pravidlo, jako je véta o ose uhlu.

51. Dané tézisté bude mit soufadnice (b+ c: a+ c: a+ b). Na zbytek pouzij vétu o pfimce.

52. Najdi v tloze rovnobéznik s délkou strany daného poloméru.

53. Upravuj a pamatuj, ze pokud je vyraz nulovy vzdy, kdyz z = y, tak mazes x — y vytknout.
54. Vyjde [AIT] = %, t¥i zlomky odhadni (jeden z nich bude alesponi dvojnésobek) a
pouzij vzorec 2[ABC| =r(a+ b+ c).

56. Kdyz uz dokazes, ze je souin pomérd 1, mas v ruce i soufadnice (viz ditkaz Cevovy véty).

58. Podle tlohy 36 je D = (s —c: 0 : s — a). Spocitej pfimku DE a stfedni pricku a dosad do
predchozi véty.

59. Cevova véta. Poméry na stranach, tedy i poméry souradnic jsou prevracené.
62. Zacni souradnicemi pruseciku. Pfece Té nezastrasi, Zze mas o soufadnici vic.
65. Vse spocitej a dosazuj podminku na délky stran.

66. Soutradnice vzhledem k PAB. Vyuzij stejnolehlost k ziskani novych kruznic, které prochazi
vice vrcholy. Poté tecnu spocitej jako pfimku, kterd po dosazeni do rovnice kruznice bude mit
dvojnasobny prusecik.

69. Body E a F' najdi pomoci podobnosti.

70. Postupuj sporem a ziskej t¥i nerovnosti pro vahy, které nemohou soucasné platit.

71. Zaved soufadnice vzhledem k trojuhelniku M4 Mg M, potom bude snadné pocitat kruznice.
Jak vyuzit chordaly v této uloze?

72. Jakd je chordéla kruznic, které se dotykaji?

73. Najdi rovnici kruznice se stfedem v B a nulovym polomérem — tedy kruznici, kterd obsahuje
pravé jeden bod. Pak hledej chordélu.

74. Protni dvé pfimky, vyjde K = (—a? : b% : ¢?) a tedy se vSechny piimky protinaji v bodé
(a2 : b2 : ).
75. Dosad do vzorce kruznice a pocitej.
77. Kde ma nejmensi hodnotu | XT|??
79. |XO| bude porad konstanta.
80. Stred je tézisté B a C, vrchol A ma roli X.
81. |AB| = |AG]| a tak podobné.
82. Pomoci Steinera najdi P, kde to bude nejmensi.
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83. Najdi tézisté a pouzij Steinera dokonce dvakrat.

84. Zopakuj puvodni diukaz, jen ho pis s vahami.

85. Skoro nijak, jen kdyz je V zaporné.

86. D je vazené tézisté B a C. Od A méfime.

87. Sporem (extremélnim principem).

Reseni cvieni

3. Dosazenim vyjde w. Séitani a nasobeni redlnym c¢islem se provadi po soufadnicich,
6718 72+2‘;+4'6 = 4 a y-ova soufadnice bude 75+2'3+4'3 = 3. Tézisté

ma soufadnice (4, 3).

16. Jeji krajni body jsou A = (1,0,0) a st¥ed strany BC, bod M = (0, %, %) PouzZijeme vzorec

AEM a vyhodnotime zvlést v kazdé soufadnici: (3, 1,1).

19. <r+g+t’ r+§+t’ r+ts+t)' Vime, ze (r : s : t) = (kr : ks : kt), najdeme tedy takové k, aby
platilo kr + ks + kt = 1, odkud uz vyjde k = ﬁ.

21. (1) Jestlize lezi P na strané (Gseéce) AC, maji PA a PC opa¢nd znaménka, takZe mame

}Iz—é = —k, tedy ﬁ—g = k. Podle lemmatu musi byt pomér soufadnic Z roven k12 takze

muzeme homogenni soufadnice P zapsat jako (1 : 0 : k) neboli normované (%H, 0, kLH)

(2) Jestlize lezi P na strané BC, ma PC a BC stejné znaménko, takZe mame g—g = k.
Tim uz z druhé varianty lemmatu vyjde, Ze soufadnice y je rovna k, takze celkové musi
byt soufadnice (0, k,1 — k). Alternativné mizeme zacilit na prvni variantu lemmatu, pak
potfebujeme dostat pomér PC a BP. Proto upravime vyraz na PC = k- BC a BC
rozepiseme: PC' = k(BP + PC). Dostaneme PC(1 — k) = k- BP, ¢ili £5 = ;£ Podle
lemmatu méa P soufadnice (0: k : 1 — k), coz uz je dokonce normované, takze (0,k,1— k).

(3) Jestlize lezi P na pfimce BC mimo stranu BC, m4 PB a PC stejnou orientaci, takze

% = k. Potfebujeme ale }B;—g, zlomek s jednou orientaci opacnou, ktery vyjde }B;—g =
7P7PC{3 = —k. Dostavame soufadnice (0:1: —k) = (0, ﬁ, %)

24. (1) Dosadime-li do uz + vy + wz = 0 bod A = (1,0,0), dostaneme u = 0.
(2) Z prvniho bodu méme tvar vy + wz = 0, dosadime stfed strany BC, tj. (0 : 1 : 1),
dostaneme v + w = 0, takze y — z = 0.
(3) Dosadime stfedy stran AB a AC, tj. (1 :1:0)a (1:0:1). Dostaneme u+v = 0 a
u+w = 0. Zvolime si tfeba u = 1 a dopoc¢itdme v = w = —1, ¢ili rovnice je x —y — z = 0.

25. Z predchoziho cviéeni uz vime, ze rovnice pfimky skrz A ma tvar vy + wz = 0. Z toho uz
vidime, Ze podil soufadnic y a z nezavisi na soufadnici z, takze bude stejny pro bod P a prusecik se
stranou. A bod na strané ma navic nulové z, ¢ili ho s tim, co vime, mizeme zapsat jako (0 : s : t).
26. Mame E = (3:0:1), F=(3:1:0). Najdeme rovnici pfimky BE uz + vy + wy = 0:
dosadime B = (0,1, 0), dostaneme v = 0; dosadime F, dostaneme 3u + w = 0, to spliiuje napiiklad
u=1aw = —3, coz dava rovnici x — 3z = 0. Analogicky ma C'F rovnici x — 3y = 0. Jejich prusecik
spliiuje tyto dvé rovnice, miiZeme napsat tfeba O = (3 : 1 : 1). Bod D je uz podle pfedchoziho
cvifeni 25 D = (0: 1 : 1) (stied strany BC'), d4 se ovSem samoziejmé odvodit i pfes rovnici pfimky
AO, y — z = 0. Tohle celé mimochodem snadno vyplyne z Cevovy véty, se kterou budeme mit Cest

za chvili.
K urceni poméru muzeme pouzit Gvahu s vazenim. O, B, E lezi na pfimce, takze muzeme
vyjadfit B jako tézisté B = tE + (1 — t)O. Pak podle tvrzeni 8 plati ¢t = O—g, coz je kyzeny pomér.

120bracené nez pomér vzdalenosti. Mame pomér vzdalenosti od vrcholu A a k vrcholu C, ten
je roven poméru soufadnic od vrcholu C' a od vrcholu A.
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NapiSeme si proto libovolnou slozku (soufadnici) rovnice B = tE + (1 t)O a z ni vyjadiime ¢.13
K tomu potfebujeme body normované: B = (0,1,0), E = (Z, , ) (%, 5 5) Vezmeme tieba
druhou soufadnici a ma platit 1 =¢-0+ (1 —¢) - % a vyjadiime t = —4. To znamend, Ze jsou body
B a FE na opaénych stranach od O a v absolutni hodnoté je pomér ‘Iggl‘ =4.

Druhy pomér ziskdme stejnym postupem. D = (0 % %) =tA+ (1 —t)O, napiiklad z prvni
soufadnice vyjde 0 = ¢+ (1 — t)g a pak t = f%, ¢ili |‘8A‘|

30. Bud rovnice dané pfimky uzx + vy + wz = 0. P¥imky p a AB se neprotinaji, tedy soustava
ur +vy+wz =0,z =0ax+y+ 2z =1 nema feeni. AvSak prvni dvé rovnice vedou na feseni
(0: w: —v). Aby toto nebyl vazeny bod, musi byt soucet vah roven 0 (pak uz se nedd normovat),
tedy w = v a pfimka je 0 = uz +v(y + z) = v+ v(1 — ). Ekvivalentné bude mit dané p¥imka tvar
z = ¢, kde ¢ je néjaka konstanta.

35. Vyjde stied kruznice opsané O = (sin 2« : sin28 : sin2v) a ortocentrum H = (tana : tan 3 :
tan-~y).

Jak na stfed kruznice opsané? Oznaéme polomér kruznice opsané r. Podle véty o obvodovém
thlu je <BOC = 2<BAC = 2a. Obsah trojuhelnika BOC' je pak podle véty 33 z prvniho dilu

serialu roven %r2 sin 2a (rozmysli si, ze dokonce orientovang). Podle obsahové definice tudiz méme

1 1
o= (57"2 sin 2« : 2" 25in28 : 77“ sin 27) = (sin2a :sin28 : sinvy).

Jak na prusec¢ik vysek? Muzeme si vzpomenout na tlohu 31, podle které je pata vysky rovna
(0:tan B : tan+y), a cviéeni 25, podle néjz je pomér soufadnic y a z u pruseciku vysek stejny,
cyklicky muzeme totéz uvazit pro kazdou stranu a dostaneme H = (tan« : tan 3 : tan~y).

Miuzeme ovSem rovnéz spocitat obsah [HBC|. Bud P pata vysky z A. Plati PC = b - cos~.
Vysky z C a z A sviraji thel 3, takze plati

cosB  cosfBcosy

HP = PC -cotg 3 = PC - =
- cotgf © sin 8 sin 8

Obsah pak spocitame jako

1 1
(HBC| = ta. HP = L8807
2 2 sin 3

Upravime pomoci sinové véty vzorci a = 2rsina a ﬁ = 2r, kde r je polomér kruznice opsané:

[HBC| = 272 cos B cosysin a = 2r? cos a cos B cos y tan av.

Obsahy [AHC] a [ABH] odvodime stejné, vyjdou jen s cyklickou zdménou thli. Podle obsahové
definice vyjde

H= (2'r2 cos accos B cosytan o : 2r2 cos B cos vy cos atan B : 21 cos y cos o cos B tan ).

To po vydéleni 272 cos a cos 3 cos vy vychazi opravdu (tan « : tan 8 : tan~y). Stoji za povSimnuti, ze

kdyz je trojuhelnik pravouhly, tak trochu podvadime a délime nulou. Jeden tangens vyjde jakoby

nekonecny, coz odpovida tomu, ze je ortocentrum ve vrcholu.

39. (1) V kazdém soucinu, ktery s¢itdme, se pravé jeden ¢len vynasobi danym redlnym cislem,
takze se cely determinant vynésobi danym realnym ¢islem.

13Ne tplné libovolnou, pokud maji t¥i body nékterou soufadnici vSechny stejnou, nepodaii se
nam z ni ¢t vyjadrit.
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(2) Z ptedchoziho bodu i pfimo ze vzorce plyne, Ze je nulovy.
(3) Podle podminky existuje takové k, ze x2 = kx1, y2 = ky1 a z2 = kz1. Pak kdyZ vzorec
preusporadame s timto dosazenim, vyjde

x1(ky1z3 — yskz1) — y1(kr1z3 — w3kz1) + z1(kx123 — x3kz1) =
= k1‘1y1 (23 — 23) + kylzl (xg — 333) —+ kZ1331(y3 — yg) =0.

Stejné by to vyslo, i pokud by byly jiné dva fadky (homogenné) stejné.
(4) Pokud na misto x1 napiSeme z1 + kx2 a podobné ostatni soufadnice, rozepiseme vzorec

(x1 + kx2)(y223 — y32z2) — (y1 + ky2)(v223 — x322) + (21 + k22) (w223 — w322) =
= z1(y223 — y322) — -+ + kwa(y223 — y3z2) — -

Uplné rozepsani si odpustime, vidime, ze vyjde soucet

1 Y1 21 kra kyz2 k2 T1 Y1 21
T2 y2 22|+ | T2 Y2 22 |=|w2 y2 22|10
T3 Y3 23 T3 Y3 23 T3 Y3 23

v némz je druhy séitanec nulovy podle piedchoziho bodu cvi¢eni. Kdyz pfi¢teme k prv-
nimu fadku nasobek druhého, determinant se nijak nezméni. Podobnym rozdélenim na dva
determinanty vyjde totéz, kdyz k jakémukoliv fadku pfi¢tu nasobek jakéhokoliv jiného.

43. Necht ma P soufadnice (r, s,t). Pfimka AP prochdzi vrcholem A, takze je tvaru uy+wz = 0,
a bodem P, takZe plati us + wt = 0, naptiklad mize byt u = t a w = —s, tedy je to pfimka
ty — sz = 0. Pak najdeme jeji prusecik se stranou BC danou rovnici z = 0, to bude

Dz(O:s:t):(O, ° , i )
s+t s+t

Body FE, F vyjadiime analogicky jako E = (HLT,O, t+7) F = (

) r+5 O) Do determinantu

[DEF] _ 1 [DEF]

budeme totiz potfebovat normalizované body. Chceme vlastné dokazat aso] < 1 podil [ABc]

je podle véty 41 roven determinantu

0 S t

st st 1 0 st 2rst
o 0 = 0 t|= :
Ol R ORI B OR[GO G
r+s r4+s
Musime dokézat % . Jelikoz je bod P uvnitf trojuhelnika, jsou jeho soufadnice

kladné, takZe miizeme nerovnost ekvivalentné prendsobit na 8rst < (s +t)(¢t + r)(r + s), coz plati
diky AG nerovnosti aplikované na véechny tii (:leny vpravo (s 4+t > 24/st apod.). Vidime tedy, ze
48. Predpokladejme, ze Q # R, protoze jinak je determinant automaticky nulovy. Body P, Q,
R lezi na pFimce, pravé kdyz se P da navazit, tedy vyjadrit jako kR + (1 — k)Q. Pokud oznacime
soufadnice P = (z1,y1,21), Q = (z2,y2, 22), R = (x3, Y3, 23), plati podle étvrtého bodu cviceni 39,
ze
kxs + (1 — k)xg kys + (1 — k)yz kzs + (l — kJ)ZQ kxs kys kzs3
T2 Y2 z2 =] x2 Y2 22 |
3 Y3 23 r3 Y3 23

coi je nula podle tf“etiho bodu téhoi Cviéeni Druhé implikace ze je li determinant nulovy, muzeme

dokéazat ji pomoci vazeni je tézsi.
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56. Body vyjdou po fadé (1 : 1 : 1), (a : b : ¢), (tanc : tan : tanvy), <ﬁ : ﬁ : Sic> a
(s—a:s—b:s—c), kde s je polovina obvodu.

Pocitame sice vzdy vyraz

BD CE AF

DC EA FB’
ale také vime, ze pomér vzdélenosti bodu na strané k vrcholiim odpovid4 poméru soufadnic (akorat
pfevracend). Téznice stranu protind v jejim stiedu, tedy (0 : 1 : 1), takze vyjde jednoduse % . % . % =

1. Podivame-li se do dikazu Cevovy véty nebo do cviceni 25, snadno uréime poméry soufadnic

Pomeéry u paty osy thlu a vysky jsme uz méli v tloze 31, jsou to (0:b:¢) a (0:tanS : tan-).
Cyklickou zdménou dostaneme paty na ostatnich stranich a vyjde

c a b tany tana tanﬂil

b ¢ a ’ tanf3 tany tana

Jak na spojnice vrchold s dotykem kruznice vepsané? OznacCme d, e, f délky teCen z vrchold
A, B, C ke kruznici vepsané. Tedy AFF = FA = d, BD = FB = e a CE = DC = f. Vyjde
% . 5 . g = 1. Déle je-li D’ bod doteku kruZnice piipsané, plati D'C = e a BD’' = f a podobné,
takze vyjde % . % . g = 1. Tim jsme pomoci Cevovy véty lehce dokazali, ze se pfimky v bodech
(4) a (5) protnou, ale chceme-li znét souradnice priise¢iku, musime poméry doopravdy vyjadrit. To
jsme délali uz v dloze 36: platid+e=c, e+ f = a, f +d = b, z ¢ehoz umime vyjadfit d = s — a,
e=s—b, f=s—c kdes= %(a + b+ ¢). Tak vyjdou soufadnice uvedené na zacatku Feseni.

59. Plati BD' = DC a podobné, takZe

BD' CE' AF' DC EA FB _ 1

’ ' ~“ BD CE AF BD . CE  AF’
D'C E'A F'B BD CE AF 2555 55

co? je podle Cevovy véty rovno 1. Levy vyraz je tedy také roven jedné, a proto se i piimky AD’,
BE'’ a CF’ protinaji v jednom bodé P’ = (u/,v’,w’). Tomuto bodu se fik4 izotomicky kamarad
bodu P. Z lemmatu 20 dostaneme

w'  BD' DC v

o  DC BD w

a podobné pro ostatni soufadnice. Bod P’ musi mit tedy prevracené poméry kazdych dvou souiad-

nic, co% vyjde, kdyz bude mit vSechny soufadnice prevracené, tedy P’ = (% : % : i) .

72. Oznac¢me M, N stredy stran AB a AC. Pak je dana te¢na pouze chordalou dvou dotykajicich

se kruznic (ABC) a (AMN). Snadno ovéfime, Ze kruznice opsané trojuhelniku AM N ma rovnici
2 2

—a?yz — b2xz — oy + (%y + %z) (z + y + z) = 0. Chordala této kruznice a kruznice opsané

(ABC) pak spocitame jako rozdil p¥islusnych rovnic, ziskdme diky x + y + z # 0 pfesné hledany

tvar.

77. Podle Steinerovy véty je to rovno >, |T'4;|> + n - |XT|2, z toho na poloze bodu X zavisi

jen ¢len | XT|?, ktery nabyva nejnizsi hodnoty, kdyz je X = T.

79. Lezi-li X na kruZznici se stfedem v O a polomérem r, je
n n
D I0AP +n-|XOP =) |0A* +nr?,
i=1 i=1

coz nezavisi na poloze bodu X.

85. Pokud je V kladné, pak ma V - |XT|?, tedy i >~ v; - |[T4;|2 + V - |XT|?, minimum pro
X =T. Pokud je V zaporné, tak maximum.
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