Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 6. KVETNA 2024

V této sérii nejsou tlohy Fazeny podle obtiznosti, ale podle témat (v ramci kazdého tématu je jedna
uloha snazsi a jedna obtiznéjsi). Pozor, poditaji se body za vSechny tlohy!

ULOHA 1.

(a) Michal a Samo byli na IMO v Japonsku a sledovali tam turnaj zapasnikti sumo. Uéastnilo se
n > 2 zapasnika a zapasil kazdy s kazdym. Michal bohuzel pfiSel pozdé, a tak nevidél jednotlivé
zapasy, védél pouze, kolikrat ktery zapasnik vyhral. Samo mu nechce prozradit, jak jednotlivé
zapasy dopadly. Michal si ale o kazdém zapase miZe tipnout, kdo vyhral, nacez mu Samo povi,
jestli si tipnul spravné. Dokazte, ze se Michal dokiZze postupné zeptat na vSechny zapasy a u vice
nez poloviny spravné uhodnout vitéze. (2 BODY)

(b) José vybira ve étvercové miizce 2023 x 2024 dva miizové body A a B. Rekneme, ze dva m¥izové
body X a Y jsou propojené, pokud jeden umime zobrazit na druhy slozenim nékolika stfedovych
soumérnosti se sttedem v A nebo v B. Mnozinu mfizovych bodi nazveme veselou, pokud jsou kazdé
dva body v ni propojené a nelze k ni zadny mrizovy bod pfidat, aby to stale byla pravda. Nakonec

José vybral body A a B tak, aby existovalo co nejméné veselych mnozin. Kolik jich je? (3 BODY)
ULOHA 2.

(a) Pomozte Vaskovi nalézt polyomino slozené z dvaceti ¢tverecki, které lze rozdélit na pét
shodnych polyomin, ale nelze jej rozdélit na deset shodnych polyomin. (2 BODY)
(b) Je déno prvoéislo p. Rozhodnéte, zda muze délitelnost n+p+1 | n® 4+ np + 1 byt splnéna pro
presné 2024 pfirozenych c¢isel n. (3 BODY)
ULoHA 3.

(a) Mezi rameny tGhlu XOY jsou vepsany kruznice o a (. KruZnice o se dotyké poloptimek
OX a OY po fadé v bodech A; a Az a kruznice 8 se OX a OY dotyka po fadé v bodech B; a Ba.
Dokazte, ze ¢tyftuhelniku A A2 Ba By lze vepsat kruznici pravé tehdy, pokud se o dotyka 8.

(2 BODY)

(b) Je dan trojuhelnik ABC, jehoZ obvod méa délku 1. Kruznice w se dotyka strany BC' a také
polopfimek opa¢nych k polopfimkam BA, C A po fadé v bodech P, Q. Pfimka prochazejici stredy
stran AB, AC protind kruznici opsanou trojuhelniku APQ v bodech X, Y. Uréete | XY|.

(3 BODY)

ULOHA 4.
(a) Je déno pfirozené ¢islo n. Dokazte, ze pro kazdé redlné z plati
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(2 BODY)
(b) Jsou dana z,y € R. Dokazte, ze lze zvolit a,b € Z takova, ze
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(3 BODY)

ULOHA 5.
(a) Prirozend disla jsou rozdélena do koneéné mnoha aritmetickych posloupnosti tak, ze kazdé
Cislo je pravé v jedné z téchto posloupnosti. Dokazte, Ze pro jednu z posloupnosti plati, Ze jeji prvni
¢len je délitelny jeji diferenci. (2 BODY)
(b) Rozhodnéte, zda existuje 2023 nekonec¢nych rostoucich aritmetickych posloupnosti ptirozenych
Cisel spliiujicich nasledujici t¥i podminky:

(1) Existuje nejvyse koneéné mnoho ptirozenych &isel, kterd nejsou v zddné z nich.

(2) Neexistuje ¢islo, které by bylo ve dvou z nich.

(3) V kazdé z nich je alespoii jedno provoéislo vétsi nez 2023.

(3 BODY)

ULOHA 6.

(a) Na PraSeéim jarnim vyleté se seslo deset lidi. Kazdy z nich ma na tomto vyleté pravé tii
kamarady!. Mohlo se stat, ze se kazdy vyletnik s kterymkoliv jingm vyletnikem bud kamaradi,
nebo maji spole¢ného kamarada? (2 BODY)

(b) Je dan trojahelnik ABC' s pravym thlem u vrcholu A. Patu vysky z vrcholu A oznadime P.
Na strandch AB a AC lezi postupné body E a F tak, ze |<BPE| = |<CPF| = 45°. Stfedy tsecek
PE a PF postupné ozna¢ime M a N. Dokazte, ze prusecik pfimek BM a CN lezi na ose uhlu

BAC. (3 BODY)
ULOHA 7.

(a) Rozhodnéte, zda lze ¢isla 1,2, .. ., 20 sparovat tak, aby kazda dvojice davala v souctu prvoéislo
a aby téchto deset prvocisel bylo navzajem raznych. (2 BODY)

(b) Na Matfyzu studuje n matfyzéki, navic néktefi matfyzaci jsou navzijem kamarddi. Anicka
si vSimla, Zze pokud se néjaci dva matfyzaci kamaradi, pak nemaji zddného spoleéného kamarada.
Naopak pokud se néjaci dva matfyzaci nekamaradi, pak maji pravé dva spole¢né kamarady. Do-
kazte, ze vSichni matfyzaci maji stejny pocet kamaradu. (3 BODY)

1Kamaradstvi je vzadjemné.



Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

(a) Michal a Samo byli na IMO v Japonsku a sledovali tam turnaj zapasnikii sumo. Uéastnilo se
n > 2 zapasniki a zapasil kazdy s kazdym. Michal bohuzel prisel pozdé, a tak nevidél jednotlivé
zapasy, védél pouze, kolikrat ktery zapasnik vyhral. Samo mu nechce prozradit, jak jednotlivé
zapasy dopadly. Michal si ale o kazdém zapase miiZze tipnout, kdo vyhral, nacez mu Samo povi,
Jjestli si tipnul spravné. Dokazte, ze se Michal dokaze postupné zeptat na vSechny zapasy a u vice
nez poloviny spravné uhodnout vitéze.

(b) José vybira ve ¢tvercové miizce 2023 x 2024 dva mii%ové body A a B. Rekneme, Ze dva miiZové
body X a Y jsou propojené, pokud jeden umime zobrazit na druhy slozenim nékolika stiedovych
soumeérnosti se stfedem v A nebo v B. Mnozinu miizovych bodii nazveme veselou, pokud jsou kazdé
dva body v ni propojené a nelze k ni zadny mrizovy bod pridat, aby to stale byla pravda. Nakonec
José vybral body A a B tak, aby existovalo co nejméné veselych mnozin. Kolik jich je?

RESEN(:

(a) Michal si v kazdém kroku vybere libovolného zapasnika a podivd se na pocet jeho vyher
a proher. Nasledné si u vSech jeho zapasu tipne ten ¢etnéjsi vysledek. Takto si urcité tipnul alespon
polovinu ze zapast tohoto zapasnika spravné. Nyni zna vysledky téchto zapast, a proto u kazdého
zapasnika opét muze dopocitat pocty vyher a proher v zapasech, které si jesté netipnul.

Puvodni turnaj tedy redukoval na turnaj s o jedna mensim poctem lidi, a tak si zase miize
nékoho vybrat, tipnout si u v8ech jeho zapast (které si jesté netipl) ten castéjsi vysledek a urcité
se zase v alespon poloviné pfipadu trefi.

Takto postupuje, dokud mu nezbyvaji dva lidé, pak ovSem zna vysledek posledniho zapasu, tudiz
vitéze uhodne spravné. Vysledky zapastu byly tipovany po skupinkach, pficemz v kazdé skupince
se trefil v alespon poloviné pfipadu a v posledni dokonce ve vice nez poloviné. Celkové se tedy také
trefil ve vice nez poloviné pripadu.

(b) Zkusme se podivat, kam vSude se umime dostat z libovolného bodu X pomoci stfedovych
soumeérnosti podle A a B. Urcité nema smysl pouzit dvakrat po sobé soumérnost podle stejného
bodu, protoze to nas nikam neposune. Do vsech bodu ve stejné veselé mnoziné se tedy umime
dostat stfidanim soumérnosti (B), A, B, A, B...

Néasledné si rozmyslime, ze na$ bod X se po slozeni soumérnosti podle A a soumérnosti podle
B nas dostane do bodu X + 2(B — A), neboli posune se o dvojnasobek vektoru jdouciho z A do B
(s¢itdnim a od¢itdnim bodh zde rozumime p¥islusné operace na vektorech, které za¢inaji v pocatku
a konéi v piislusném bodé). To proto, ze kdyz udélame soumérnost podle A, posune nés to do
bodu 24 — X (jde o bod, do kterého se dostaneme tak, Ze si stoupneme do bodu A a posuneme se
o usecku X A, vektorové zapsano A + (A — X) = 2A — X). Tedy slozenim soumérnosti dle A a B
se z X dostaneme do 2B — (2A — X) = X 4+ 2(B — A). Ze stejného diivodu skladani v opa¢ném
poradi nas bude posouvat o dvojnasobek opa¢ného vektoru (posouvat na druhou stranu).

Tedy pokud pouzijeme sudy pocet symetrii, budeme se posouvat o dvojnasobek tohoto vektoru,
a ze stejného dtivodu pfi pouziti lichého poctu symetrii se budeme posouvat o sudé nasobky stejného
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vektoru, ovSem z jiné pocatecni pozice. Klicové pozorovani je, zZe protoze nékterd sourfadnice vzdy
skace alespori o 2 (pokud by obé skékaly o 0, pak A je B a kazd4a veseld mnozina ma maximalné dva
prvky, tudiz by jich bylo minimalné 2023 - 1012), muzeme se timto skdkdnim dostat do maximalné
% = 1012 bodu uvnitf tabulky. Jesté muzeme pouzit lichy pocet preklopeni, ¢imZ se dostaneme
na druhou pomyslnou pfimku, na které se ovSem také dostaneme do maximalné 1012 boda tabulky.

Celkové tedy kazda veseld mnozina mé maximalné 2024 prvki. A v jednom pfipadé to umime
jesté zesilit, totiz v pripadé, ze X lezi na pfimce AB. Pak totiz kazdy propojeny bod s X musi
také lezet na AB, avSak zaroven na ni existuji alesponn dvé veselé mnoziny. To proto, ze napfiklad
z bodu A se neumime skdkanim o vektor 2(B — A) ani o vektor 2(A — B) dostat do B, tedy A a B
lezi v raznych veselych mnozinach.

A nyni to uz jen spocitat: Dvé veselé mnoziny obsahujici postupné A a B se rozkladaji dohro-
mady na maximalné 2024 bodech tabulky, a zbylé veselé mnoziny si musi rozdélit zbylych alespon
2024 - 2022 bodu tabulky, a protoze kazd4 obsahuje maximalné 2024 prvka, musi takovych byt
alespon 2022, celkem tedy mame alespon 2024 mnozin.

Nakonec jesté ukdzeme, ze 2024 je dosazitelné: Umistime-li A a B do stfedu tabulky (tedy
v krat$im rozméru budou lezet pfesné v poloving, v del$im zabirat dvé prostfedni policka), pak
jakykoliv bod mtzZeme diky pfedchozim tivaham posouvat o 2 ve sméru delsiho rozméru tabulky,
tedy timto trefime 1012 bodt, nacez pieklopenim na druhou stranu od AB umime vygenerovat
dal$ich 1012. Opét bude vyjimka pfimka AB, na které lezi 2 veselé mnoziny s velikosti pouze 1012.
Celkem jsme tedy opravdu ziskali 2024 veselych mnozin.

POZNAMKY:
V ¢&asti (a) postupovala velka vétsina jako vzorové FeSeni s drobnymi obménami (pfi lichém poétu
tipneme vic nez polovinu, indukci, lehkym rozebiranim pfipadi) a vyslouzila si plné dva body.
Neéktera reseni si nejdrive rozhodla, jak budou tipovat, a poté se neohlizela na pribézné vysledky
tip1, coz ale v nékterych pripadech selze.

V druhé casti se FeSeni seslo podstatné méné. Prestoze vSak byla feSeni na prvni pohled odlisna,
vyuzivala velmi podobné myslenky reseni vzorovému. (Vitek Hanika)

Uloha 2.
(a) Pomozte Vaskovi nalézt polyomino slozené z dvaceti ¢tverecku, které lze rozdélit na pét
shodnych polyomin, ale nelze jej rozdélit na deset shodnych polyomin.

(b) Je déno prvoéislo p. Rozhodnéte, zda miize délitelnost n+p+1 | n® +np+ 1 byt splnéna pro
presné 2024 prirozenych cisel n.

RESEN(:

(2)

Umluva. Polyomintim slozenym ze étyf ¢tvereckit budeme fikat tetromina
dvou ¢tverecku klasicky domina.

1 a polyomintim ze

Vaskovo polyomino mé dvacet ¢tverecki. Rozdélenim na pét ¢asti vzniknou tetromina, rozdéle-
nim na deset ¢asti domina. V§imnéme si, ze pokud by kazdé z tetromin bylo mozné rozdélit na dvé
domina, celé Vaskovo polyomino by bylo mozné rozdélit na domina. Proto musime Vaskovo polyo-
mino slozit z tetromin, kterd nelze rozdélit na dvé domina. Pokud vyzkousime vSechna tetromina,
zjistime, Ze tuto vlastnost ma jenom , T“ tetromino.

IToto oznaleni se standardné pouzivé, polyomina o tiech étvereécich jsou triomina, o péti
¢tvereccich pak pentomina.



Nyni vime, Ze Vaskovo polyomino se musi skladat z péti ,,T“ tetromin. Konstrukci je zde moz-
nych hodné. Dokézeme, ze funguji vSechny, tedy Ze zadné takové polyomino nejde rozdélit na deset
domin.

Obarvime si Vaskovo polyomino jako sachovnici. V§imnéme si, ze kazdé ,, T“ tetromino nezavisle
na umisténi vzdy obsahuje bud tfi ¢erna pole a jedno bilé nebo tii bil pole a jedno ¢erné. Kdyz tedy
Vagkovo polyomino rozdélime na pét tetromin, kazdé z nich bude obsahovat lichy pocet ¢ernych
poli. Celkovy pocet Cernych poli ve Vaskové polyominu tedy bude soucet péti lichych cisel, takze
bude vzdycky lichy.

Pokud bychom Vaskovo polyomino pokryté Sachovnici rozdélili na deset domin, kazdé z domin
bude obsahovat pravé jeden Cerny ctverecek. To by ale ¢ernych ¢tvereckti v polyominu muselo byt
presné deset. My ale vime, ze Cernych ¢tverecku je lichy pocet, tudiz jich nemutze byt deset. Proto
zadné polyomino slozené z péti ,T“ tetromin neni mozné rozdélit na deset domin.

(b) Nejprve délitelnost upravime tak, abychom se na pravé strané zbavili n. To lze udélat napti-
klad odectenim vhodného nasobku n + p + 1 od pravé strany. Dostavame

n+p+1|n3+np+17(n27np7n+p2+3p+1)(n+p+1),
n+p+1|—p® —4p® —dp,
n+p+1|pp+2)>.

Chceme zjistit, pro kolik riznych n € N je délitelnost splnéna. Snadno si v§imneme, ze takovych n
je pravé tolik, kolik ma ¢islo p(p + 2)? délitelt vétsich nez p + 1.

Nejprve zvlast vyfesime piipad p = 2. V tomto piipadé p(p + 2)2 = 32 a délitelé 32 vétsi nez
p+1 = 3 jsou pouze ¢isla 4, 8, 16, 32. Délitelnost je tedy splnéna pro pfesné ¢tyti rtizna n a 4 # 2024.

Pro zbytek vypoctu tedy predpoklddejme, Ze p je liché. Kdyz je p liché, p { (p + 2)2. Pokud by
totiz p | (p + 2)% = p? + 4p + 4, muselo by p | 4. Proto kazdy délitel p(p + 2)? obsahuje prvocislo p
v nejvyse prvni mocniné.

Ozna¢me D mnozinu délitelt &isla (p + 2)? a definujme si mnozinu pD = {pd | d € D} jako
mnozinu ¢&isel branych z D a nasobenych p. VSimnéme si, ze D obsahuje vSechny délitele p(p + 2)2,
které nejsou nasobky p (p nedéli zadny prvek D, protoze nedéli (p + 2)2, zaroveni kazdy délitel
p(p + 2)2, ktery neni nasobek p, musi délit (p + 2)?). Mnozina pD pak obsahuje vsechny délitele
p(p+2)2, které jsou nasobky p (kazdy délitel obsahuje p v nejvyse prvni mocning). Nakonec viechny
délitele p(p—i—Z)2 tedy ziskame jako sjednoceni disjunktnich mnozin DUpD. Mnoziny jsou disjunktni,
protoze délitel nemize zaroven byt a nebyt nasobkem p,

Kdyz nyni mame vSechny délitele (p+2)2, zbyva zjistit, kolik z nich je vétsich nez p+1. Vezméme
délitele z mnoziny D. Protoze jsou to vsichni délitelé cisla (p+2)2, muzeme je jednoznacné naparovat
do dvojic (d, %) Protoze (p+2)? je druhou mocninou pfirozeného &isla, mame navic jednoho
délitele p+2, ktery je ve dvojici sam se sebou, toho prozatim vynechme. Pocet vzniklych dvojic (bez
p+2) ozna¢me k. Plati, Ze v kazdé dvojici je jeden délitel vétsi a druhy mensi nez /(p + 2)2 = p+2.

Toto plyne z faktu, ze d - % = (p+ 2)2. Snadno tedy spocitame, ze D obsahuje celkem 2k + 1
deéliteld, z nichz je praveé k + 1 vétsich nez p + 1.

Zbyva spocitat pocet délitelt vétsich nez p + 1 v mnoziné pD. Zde je jediny délitel mensi nez
p+ 1 asice p. Ostatni délitelé jsou > 2p a jelikoz p > 1, tak jsou také vétsi nez p + 1. Mnozina pD
ma stejné prvka jako D a to 2k + 1. Proto pocet délitelti vétSich nez p+ 1 v pD je 2k.

Spocitali jsme tedy, Ze pocet n, pro kterd je délitelnost splnéna, je roven k + 1 + 2k = 3k + 1,
kde k € Ny je néjaka konstanta zavisejici na p. Toto ¢islo dava po déleni tfemi zbytek 1, zatimco
2024 = 2 (mod 3). Proto 3k + 1 # 2024. Proto délitelnost nikdy nemiize byt splnéna pro presné
2024 cisel n.



POZNAMKY:

Prvni dlohu vyresili skoro vsichni. Novacky a zapomnétlivce bych upozornil, Ze nestaci pouze uvést
nebo nakreslit ono polyomino, je tfeba alespon kratce zdavodnit, Ze spliuje pozadavky ze zadani.
Za konstrukci byl jeden bod, za dikaz druhy bod.

upravovani nerovnosti dosli k vyrazu n+p+ 1| (n — 1)2(n + 1). Tato tprava, a¢ vypadala slibné,
vedla spise do pekel. (Ondra Trinkewitz)

Uloha 3.

(a) Mezi rameny thlu XOY jsou vepsany kruznice o a . KruZnice o se dotyka polopiimek
OX a OY po fadé v bodech Ay a Ag a kruznice 8 se OX a OY dotyka po fadé v bodech By a Ba.
Dokazte, ze ¢tyruhelniku A1 A2 Ba Bi lze vepsat kruznici pravé tehdy, pokud se o dotyka f3.

(b) Je dén trojuhelnik ABC, jehoz obvod m& délku 1. Kruznice w se dotyka strany BC a také
poloprimek opac¢nych k poloprimkam BA, C A po fadé v bodech P, Q. Piimka prochazejici stredy
stran AB, AC protind kruznici opsanou trojihelniku APQ v bodech X, Y. Urcete | XY|.

RESENI:

(a) BUNO je kruznice « bliz k O nez kruznice 3 (kdy# jsou kruznice totozné, tak ze étyfuhelniku
A1A2B2B; dostaneme usecku, které jisté nemizeme vepsat kruznici). VyuZijeme toho, ze stied
kruznice vepsané existuje pravé tehdy, kdyz se vSechny osy thla protinaji v jednom bodé. Oznac¢me
si tedy druhy pruseéik osy uhlu <Az A; B1 a kruznice « jako bod P. Ukéazeme si, ze bod P lezi i na
ose <A1 A2B>.

Jelikoz je O A1 teéna k «, bude z tisekovych uhlu platit |[<PA1Bi1| = |<A1 A2 P|. Jesté ale vime,
ze A1 P je osa hlu, takze plati, ze |[<<A2A1 P| = |[<PA1Bi1| = |<<A1 A2 P|. Takze trojuhelnik A1 PAy
je rovnoramenny a ze symetrie plati, ze AaP je osa <<{AjA2Bs a bod P lezi na ose <XOY.

Bod T si definujeme jako prusecik osy thlu <A1 B1 B2 a kruznice . Obdobnym postupem jako
pro bod P dostaneme, ze T lezi i na osdch <XOY a <(BjB2Aas.

Stfed kruznice vepsané (a tedy i kruznice vepsand) bude existovat préavé tehdy, kdyz se vSechny
osy uhlu protnou, coz nastane pravé tehdy, kdyz P = T, tedy kdyz se kruznice dotykaji.

X

(b)

RESENT PODLE JAKUBA TRCKY:
Oznacme si stfedy usecek AB a AC postupné M a N. KruZnice w je pfipsand strané BC' trojuhel-
niku ABC, jeji stied si ozna¢ime I,, vSimnéme si, Ze jelikoz |[<API,| = |[<AQI4| = 90°, bude I,
lezet na kruznici opsané APQ a Al, bude jeji primér.

Déle si ozna¢ime O stfed kruznice opsané APQ. Kdyz budeme nyni stejnolehlit kruznici w se
stfedem v A a koeficientem %, tak se nam zobrazi na kruznici pfipsanou strané M N trojahelniku
AMN (BC se zobrazi na M N, jelikoz je to stfedni pficka). Dale se I, zobrazi na O, takze je to
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stfed kruznice pfipsané a musi lezet na ose vnéjsiho thlu <AM N. To nam ve spojeni s tim, ze O
je stfed kruznice opsané APQ, dava, ze tsecky AP a XY jsou osové soumérné podle MO, tedy
|XY| = |AP|. Spocitame si tedy tuto délku. Vime, Ze teény z bodu ke kruznici jsou stejné dlouhé,
tedy |AP| = |AQ)|. Dale kdyz si dokreslime R jako bod dotyku BC a w, bude platit, ze | BP| = |BR)|
a |CQ| = |CR|. Plati tedy, ze

|AP| 4 |AQ| _ |AB| + |BP| + |AC| +|CQ| _

| XY|=|AP| = 5 5
_|AB| +|BR| + |RC| + |AC| _ |AB|+|BC|+|AC| 1
- 2 - 2 T2

Plati tak, ze |[XY| = 3.

POzZNAMKY:

V podiloze (a) fada fesitelti vyuzivala podminku o souc¢tu délek stran pro dikaz existence vepsané
kruZnice, z toho se ale pak hiif dokazovala ekvivalence. Reseni (b) dorazilo méné a postupy byly
¢asto velmi rizné. Nejhezci feseni mél Jakub Tréka, ktery si vyslouzil +i. (Kéta Danilina)

Uloha 4.

(a) Je déno prirozené ¢islo n. Dokazte, Ze pro kazdé redlné x plati
1
x2n_x2n71+x2n72__“+x2_I+1> Z.

(b) Jsou ddna z,y € R. Dokazte, Ze lze zvolit a,b € Z takova, ze
b\ 2 v\ 1
— —b < —.
<:c +a+ 2> + <y + 2 > =3
RESEN{:

(a) Zadanou nerovnost nejprve ekvivalentné upravime:
2n 2n—1 2n—2 2 1
" —x +z — otz —w+1>§,

1
x2"71~(x—1)+x2”73-(:c—l)+~~~+a:~(:r:—l)>—5,

1
x~(a7—1)-(172”_2+z2"_4+-~~+r2+1) >—§A
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Nyni si uvédomime, Ze posledni zavorka je kladnad pro libovolné z (jakozto souéet druhych
mocnin a jednicky) a ze - (x —1) > 0 pro € R\ (0,1). Pro tato x je proto levé strana nezaporna
a nerovnost tedy plati.

Pro z € (0,1) si ptivodni nerovnost upravime jinak. VSimneme si, Ze leva strana je vlastné
geometricka posloupnost s po¢ateénim ¢lenem 1 a kvocientem —z. Jelikoz  # —1, mizeme pouzit
vzorec pro soucet této posloupnosti a ziskame

gt g Lbe 140 1
1+ 1+1 2

kde v posledni nerovnosti jsme uzili faktu, ze 0 < x < 1. Tim je dikaz hotov.

(b) Ulohu budeme interpretovat geometricky. Zamysleme se nejprve nad nasledujici nerovnosti:

o)) (- (2) <2

Ukéazeme-li, ze pro kazdé z, y € R existuji a, b € Z takova, ze tato nerovnost plati, pak jiz nutné
existuji a’, b’ splitujici nerovnost ze zadani (vezmeme a’ = —a a b’ = —b). Chceme tedy ukazat,
ze kdyz uvézime libovolny bod [z; y] v roviné, pak dokadzeme zvolit bod (déle nazyvejme ,kotvici“)

f

{a + 2. fb] takovy, ze eukleidovska vzdalenost téchto dvou bodu bude nejvyse %2. Rozmysleme

si tedy, jak budou tyto kotvici body v roviné rozmistény.
Nejprve si v§imnéme, ze mame-li kotvici body A = {a + 2 fb] B = {a +1+3 L. ‘f ] alC=
{a —+ HTI; %(bJr l)], pak |[AB| = |BC| = |CA| = 1, neboli ze tvofi rovnostranny trojuhelnik. Na

zakladé tohoto pozorovani bychom mohli mit domnénku, ze kotvici body budou v roviné rozmistény
nasledovné:

Budou tedy tvofit trojuhelnickovou sit pokryvajici celou rovinu. Pojdme si tedy tuto nasi domnénku
formalné dokazat!
Na zacatek si predstavme, Ze mame néjaky konkrétni kotvici bod Ag = [a + b f } Nyni,
kdyz b zvysime o 1, dostaneme jiny kotvici bod A; = [a + H—l' ﬁ(b + l)} Vsimnéme si, Ze jsme
1.3

vlastné bod Ag posunuli o vektor v, = (E’ —) Obdobné, navysime-li nikoli b, ale a o 1, dostaneme

kotvici bod A2 = |a+ 1+ %; @b], tedy jsme vlastné bod Ap posunuli o vektor v, = (1;0).
6



Kotvici body (a tedy i trojuhelnik slozeny z t¥i z nich), tedy umime v roviné posouvat o vektor
vg nebo vy, resp. o vektor —vg nebo —wvp. Zacneme-li proto s trojuhelnikem ABC, kde A = [0;0],

2772

trojuhelnicki, jejichz jedna strana lezi na ose x. Nasledné tento pas posuneme o vektor vy, ¢imz
dostaneme novy pés, ktery svou spodni stranou pfiléhd k puvodnimu. Opakovanym posouvanim
o vektor vy, (resp. —vp) pak témito pasy pokryjeme celou rovinu, ¢imz dostaneme kyZzenou sit
rovnostrannych trojihelnick o délce strany 1 s vrcholy v kotvicich bodech. Libovolny bod [z, y]
pak lezi uvnit¥ (& na obvodu) nékterého z téchto trojuhelnicki. Staci tedy ukazat, ze libovolny bod
v jednom takovém trojuhelnicku AABC je vzdy od nékterého z jeho vrcholi vzdéalen nanejvys ?

Zde si uvédomme, ze mame-li dva body v roviné K, L, pak body blize ke K nezli k L jsou pravé
body lezici v poloroviné uréené osou tusec¢ky K L a bodem K. Uzitim této skute¢nosti na nas AABC
si jej rozdélime na 3 shodné ¢tyiuhelniky, které maji spole¢ny vrchol ve stfedu AABC. Chceme

tedy ovérit, ze libovolny bod v jednom tomto ¢tyfthelnicku je od prislusného vrcholu trojihelniku

B=1[1;0laC = [l‘ ﬁ], pak opakovanym posouvénim o vektor v, (resp. —vq) vytvofime ,pas®

vzdalen nanejvys ? Je patrné, ze ekvivalentné toto staci ovérit pro bod nejdale od uvazovaného
vrcholu, coz je vzdy ziejmé stfed trojuhelniku AABC. Ten je ovSem od kazdého z vrchol vzdélen
pravé ? Tim je dukaz hotov.
(&
\
\
1
A I B
POZNAMKY:

U podulohy (a) jste nas potésili hojnym poétem doslych Feseni. Velkd ¢ast z nich postupovala
v podobném duchu jako vzorové (které jest silné inspirovano feSenim Jakuba Tréky) — dtikaz si
rozdélila na nékolik pfipadi a hojné vyuzivala vzorec pro soucet geometrické posloupnosti. Bohuzel
také casto zapominala ovérit podminky uziti tohoto vzorce nebo se dopoustéla jinych mensich chyb.
Nakonec jsem se rozhodl za tyto chyby body strhavat jen tehdy, kdyz by jejich oSetfeni vyzadovalo
podstatnéjsi doplnéni doslého FesSeni.

U podulohy (b) se ndm seslo Feseni méné, ale i tak mezi nimi nechybéla feSeni velmi davtipna
a elegantni :). (Josef ,, José“ Soural)

Uloha 5.
(a) Piirozena déisla jsou rozdélena do koneéné mnoha aritmetickych posloupnosti tak, ze kazdé
c¢islo je pravé v jedné z téchto posloupnosti. Dokazte, Ze pro jednu z posloupnosti plati, Ze jeji prvni
¢len je délitelny jeji diferenci.
(b) Rozhodnéte, zda existuje 2023 nekonecnych rostoucich aritmetickych posloupnosti pfirozenych
c¢isel splnujicich nasledujici tii podminky:

(1) Existuje nejvyse konecné mnoho prirozenych cisel, kterd nejsou v zadné z nich.

(2) Neexistuje ¢islo, které by bylo ve dvou z nich.

(3) V kazdé z nich je alespon jedno provocislo vétsi nez 2023.



RESENI:

(a) Jelikoz posloupnosti je koneéné mnoho, pak mame i kone¢né mnoho riaznych diferenci. Tudiz
existuje prirozené cislo, jez je délitelné kazdou z nich. Nazvéme toto ¢islo k. Vime, Ze k musi lezet
v né&jaké (dokonce v pravé jedné) posloupnosti, jeji diferenci ozna¢me d. Pak kazdy prvek této
posloupnosti se da vyjadrit jako k + a - d pro néjaké celé a. Jelikoz k i a - d jsou délitelné d, pak
jsou nutné vSechny prvky, tedy i ten prvni, délitelné d.

(b) Analogicky jako v bodu (a) ukdzeme, Ze alesponn jedna posloupnost musi mit svij prvni
¢len délitelny svoji diferenci. MuZeme vyuzit to, ze Cisel, kterd jsou délitelnd vsemi diferencemi
je nekonec¢né mnoho, tedy alespon jedno z nich musi v néjaké posloupnosti lezet. Prvni ¢len této
posloupnosti je pak jedingym ¢lenem, ktery mutze byt prvodislo. Aby byla splnéna tfeti podminka,
musi byt toto ¢islo prvocislo. Pojmenujme jej p. Rozmyslete si, ze pokud maji dvé posloupnosti
nesoudélné diference, pak nutné sdili alespon jeden prvek, coz dle zadani nemohou. Tedy toto
prvocislo musi délit vSechny diference (nebot je rovno jedné z nich).

Nyni si rozmysleme, ze prvky kazdé posloupnosti musi patfit do jiné zbytkové tfidy po déleni p.
Pokud je ale p vétsi nez 2023, existuje vice zbytkovych tiid nez posloupnosti. Pak urcité zbude
nekone¢né mnoho prvka nepokrytych, a tedy takovd mnozina posloupnosti neexistuje.

POZNAMKY:

Prisla velka spousta spravnych feSeni, ale i mnoho Spatnych. Vétsina chyb spocivala v tom, ze
diference v prvni tloze nemusely byt stejné. (Vojta ,,Dldza“ Gadurek)
Uloha 6.

(a) Na PraSe¢im jarnim vyleté se seslo deset lidi. Kazdy z nich md na tomto vyleté pravé tri
kamarady?. Mohlo se stat, ze se kazdy vyletnik s kterymkoliv jinym vyletnikem bud kamaradi,
nebo maji spolecného kamarada?

(b) Je dén trojihelnik ABC' s pravym thlem u vrcholu A. Patu vysky z vrcholu A oznacéime P.
Na strandach AB a AC lezi postupné body E a F tak, ze |<BPE| = |<CPF| = 45°. Stiedy usedek
PE a PF postupné oznacime M a N. Dokazte, ze prusecik piimek BM a CN lezi na ose uhlu
BAC.

RESENT:
(a) Ano, stat se to mohlo. Vezméme si napiiklad nasledujici graf, kde vrcholy reprezentuji lidi
a hrany kamaradstvi:

Vsimnéme si, ze graf je pro vSechny vrcholy symetricky (tedy pokud bychom do horniho vrcholu
umistili libovolny vrchol, bude graf vypadat stejné jako nyni). Stac¢i tedy ovéfit, zda podminku
spliiuje libovolny jeden vrchol, pak ji budou spliiovat vsechny.

Jisté ma kazdy vrchol stupen tfi, tedy i kazdy c¢lovek ma pravé tfi kamariddy. Zaméime se
naptiklad na jiz zminény horni vrchol. Ten sousedi se dvéma vrcholy ve vnéjSim pétithelniku, se

2Kamaradstvi je vzajemné.



zbylymi dvéma pak mé spole¢ného kamarada. Sousedi s hornim vrcholem z hvézdy, ten sousedi se
spodnimi vrcholy hvézdy, tedy maji spolecného kamarada. Bo¢ni vrcholy hvézdy sousedi s bo¢nimi
vrcholy pétithelniku, které sousedi s nasim hornim, tedy maji opét spoleéného kamarada.

Opravdu takova situace tedy muze nastat.

Poznamka. Graf, ktery pouzivime v feSeni, se nazyva Petersentiv graf a méa v kombinatorice
a teorii grafu spoustu zajimavych vlastnosti.

(b) Série, které koresponduji tyto tlozky, se nazyva kamaradi, tudiz by se asi hodilo vyuzit néjaka
tvrzeni o kamarddech v geometrii. Vime, Ze pokud se tfi pfimky protinaji v jednom bodé, jejich
izogonaly se protinaji v jeho kamaradovi, a naopak. Jelikoz o nasich pfimkach nic moc nevime,
zkusime se podivat na to, jak vypadaji jejich izogonaly a jestli by se ndhodou o nich nedokazovalo
snaze, ze se protinaji v jednom bodé.

Jelikoz izogondalou osy uhlu je ona sama, sta¢i ndm dokézat, Ze se s ni izogonaly primek CN
a BM protinaji v jednom bodé. V§imnéme si, ze CN a BM jsou téznice v trojihelnicich BPE
a CPF. O nich je znamo, Ze jejich izogonalami jsou symediany, pfimky, které prochazeji stejnym
vrcholem, jako ony téZnice, a prusecikem tecen ke kruznici opsané oném trojuhelniktim, vedenym
zbylymi dvéma vrcholy. O téch se tedy budeme pokouset néco zjistit.

Necht D je pata osy thlu <BAC na stranu BC. Dokazme nyni, ze AEPDF je tétivovy pétia-
helnik.

Jelikoz |[<EAF| = |<EPF| = 90°, pak je AEPF tétivovy ¢tyfahelnik, oznac¢me kruznici jemu
opsanou w. Nyni sta¢i naptiklad dokézat, ze |[<PDA| = |[<PF A|, pak podle véty o obvodovém tihlu
bude na kruznici w lezet i bod D.

Oznacéme si thel |[<ABC| = 3, pak

|<PDA| = 180° — |<APD| — |<PAD| = 90° — |<PAD| = 90° — (|<BAD| — |<BAP|)
=90° — 45° 4 90° — B = 135° — B,
|<PFA| = 180° — |[<PAF| — |<APF| = 180° — 8 — 45° = 135° — 8.

Tedy se opravdu jednd o tétivovy pétithelnik. Zaroveni vzhledem k tomu, ze |<APD| = 90°
a |[<EAF| = 90°, jsou EF a AD praméry kruznice w. Ozna¢me jejich prusecik jako S, to bude
stfed nasi kruznice.

Dokéazeme, Ze v bodé S se protinaji teény ke kruznicim opsanym trojahelniku PCF z bodu P
a F a trojuhelniku PBE z bodt P a E. VSimnéme si, ze pak mame vyhrano, nebot S lezi na
pruméru AD kruznice w, coZ je zaroven osa uhlu u vrcholu A v trojahelniku ABC.

Dokazme tedy, ze F'S a SP jsou tecny ke kruznici opsané trojuhelniku PCF:

|<SPF| = |<SFP| = |<EFP|=|<EAP| = 90° — 8 = |<BCA|,

kde prvni rovnost plyne z toho, ze S je stfed kruznice w a druhé z toho, ze E'F je jeji prameér.

Tedy podle véty o obvodovém a tsekovém tuhlu plati, ze SF' a SP jsou teény ke kruznici opsané
trojahelniku PCF, tedy CS je v ném symedidna. Obdobné dokazeme i to, ze BS je symedidna
v trojuhelniku PBE. Pak se tedy s osou thlu BAC protinaji v jednom bodé, a tedy i prusecik
ptimek BM a CN lezi na ose thlu BAC.



POZNAMKY:

Naprosté vétsina Fesiteld méla spravné feseni ¢ésti (a). Mnozi konstruovali stromecky, néktefi pouze
vypisovali seznam sousedi, tak ¢i tak, za spravnou konstrukci jsem udélovala dva body. Bohuzel
se ale nékteri misto toho pokouseli dokazat, ze takova situace nikdy nenastane.

Do ¢asti (b) se pustilo jen nékolik odvazlived a prekvapivé hodné z nich se vyhybalo kamaradtim
jako Cert k¥izi. Nékolikrat jsem se setkala s Fesenimi pomoci dvojpomérti, nebo spiralni podobnosti.
I tak se vSak FeSenim, podobnym tomu vzorovému, ubirala nejvétsi skupinka Fesitelt.

(Adéla Karolina ,, Ada“ Zackova)

Uloha 7.

(a) Rozhodnéte, zda lze ¢isla 1,2, . .., 20 sparovat tak, aby kazdd dvojice ddvala v souctu prvocislo
a aby téchto deset prvocisel bylo navzajem ruznych.

(b) Na Matfyzu studuje n matfyzaki, navic néktefi matfyzaci jsou navzdjem kamarddi. Anicka si
vsimla, ze pokud se néjaci dva matfyzaci kamaradi, pak nemaji zadného spolecného kamarada. Na-
opak pokud se néjaci dva matfyzaci nekamaradi, pak maji pravé dva spole¢né kamarady. Dokazte,
ze vSichni matfyzaci maji stejny pocet kamaradi.

RESENT:

(a) Nejvyssi mozny soucet dvojice ¢isel je 20 + 19 = 39 a nejmensi 1 + 2 = 3, miZeme tak
ziskat pouze prvocisla 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31 a 37. Jelikoz kazdé c¢islo od 1 do 20
pouzijeme pravé jednou, soucet deseti prvocisel musi byt roven souctu hodnot 1, 2, ..., 20.
Protoze 1 +2+---+20 = 2()2& = 210 a soucet 10 nejvétsich prvocisel, ktera umime vytvofit, je
54+74+114+13+17+ 19423429+ 31+ 37 = 192, neni mozné cisla sparovat tak, aby soucet kazdé
dvojice byl prvocislo a zaroven bylo vzniklych 10 prvocisel navzajem rtznych.

(b) Uvazime graf takovy, ze kazdému vrcholu odpovida jeden matfyzak a dva vrcholy jsou spojeny
hranou pravé tehdy, kdyz se odpovidajici dva matfyzaci kamaradi. Ukazeme, ze kazdé dva sousedni
vrcholy maji stejny stupen. Pro spor predpoklddejme, Ze existuje sousedni dvojice vrchold v a v,
které maji rizny stupen. Tyto dva vrcholy nemaji zadného spole¢ného souseda. Oznacime S,, jako
mnozinu vSech sousednich vrcholt u kromé v a S, jako mnozinu vSech sousednich vrcholt v kromé w.
Mnoziny S, a S, maji prazdny prinik, a jelikoZ nejsou stejné velké, tak BUNO |Sy| > |Sy|.
Libovolny vrchol v/ € Sy, nesousedi s v, tudiz v’ a v maji pravé dva spoleéné sousedy — jeden z nich
je u a druhy v’ € S,. Protoze |Sy| > |Sy|, potom z Dirichletova principu existuje vrchol v” € S,
do kterého vedou z S,, alespoti dvé hrany, ¢im% dostavame spor, jelikoz takovy vrchol v"' nesousedi
s u ale ma s nim vic nez dva spole¢né sousedy.
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u v

Jelikoz libovolné dva sousedni vrcholy maji stejny stupen a libovolné dva nesousedni vrcholy
u a v maji spolecného souseda w, ktery musi mit stejny stupen jako u a v, tak libovolné dva vrcholy
v grafu musi mit stejny stupen a vsichni matfyzaci tak maji stejny pocet kamaradu.

POZNAMKY:
S prvni ulohou si valna vétsina fesiteld hravé poradila. Néktefi fesitelé zvolili jiny a trochu zdlouha-
ve€jsi postup, kdy ukazali, ze z Cisel 1, 2, ..., 20 neni mozné slozit 10 riznych prvocisel z 11, ktera

vibec teoreticky slozit mtuzeme. Nelze slozit zaroven 3 a 5, volba které z nich slozime pak omezi
ruzné zpusoby jako slozit vyssi prvocisla a v obou pfipadech nakonec najdeme prvocislo, které ze
zbyvajicich ¢isel slozit nelze. Druhou tlohu fesilo jen par odvazlived, ¢ast Fesitelt zvolila obdobny
postup jako vzordk, néktefi fesitelé zvolili jinou cestu. Ukézali konstrukci pro 4 matfyzaky, a pak
s rdznou mirou mavani ne prilis aspésné ukazovali, Ze nemuze existovat feSeni pro zadné jiné n.

(Klérka Grinerova)
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