Analyticka geometrie 11l

3. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 8.DUBNA 2024

ULona 1. (5 BODU)
Na strané AB trojuhelnika ABC jsou dany body D a E tak, ze plati |AD| = |DE| = |EB| a body
A, D, E, B lezi na pfimce v tomto poradi. Dale necht je M stfed strany BC. Rovnobézka se
stranou AC, kterd prochazi bodem D, protind stranu BC v bodé F. Pfimka EM protina pfimku
AC v bodé P. Dokazte, ze pfimka AF prochazi stfedem tsecky BP.

ULoHA 2. (5 BoD)
Budiz ABC ruznostranny trojuhelnik s kruznici opsanou k. Te¢ny ke k v bodech A a B se protinaji
v bodé L., obdobné se teény ke k v bodech A a C protinaji v bodé L;. Déale budte I, I. stfedy
kruznic pfipsanych po fadé stranam AC, AB. Dokazte, Ze pfimky LIy, Lcl., a BC prochéazi jednim
bodem.

ULoHA 3. (5 BODU)
Uvnitf stran AB a AC trojahelnika ABC lezi po fadé body X a Y. Zvolime bod P na tsecce CX
a bod @ na useCce BY tak, aby platilo PQ || BC. Déale ptimky PY a QX protinaji stranu BC
po fadé v bodech U a V. Dokazte, ze piimky X@Q, Y P a chordéla kruznic opsanych trojuhelnikiim
ABV a ACU prochézi jednim bodem.



Analyticka geometrie 11l

3. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Na strané AB trojuhelnika ABC' jsou dany body D a E tak, ze plati |AD| = |DE| = |EB| a body
A, D, E, B lezi na pfimce v tomto pofadi. Dale necht je M stred strany BC. Rovnobézka se
stranou AC, ktera prochazi bodem D, proting stranu BC v bodé F. Piimka EM protind pfimku
AC' v bodé P. Dokazte, ze pfimka AF prochazi stfedem usecky BP.
RESEN(:
Pracujme v barycentrickych souradnicich vzhledem k trojaihelniku ABC. Body D, E déli AB na
tfetiny, takZe musi mit po fadé soufadnice (2 : 1:0), (1 : 2 : 0). Dale, jelikoz DF je rovnobézna
s AC, musi F délit BC ve stejném poméru, jako D déli BA, takze FF = (0 : 1 : 2). Kone¢né M
jakozto stied strany zjevné musi byt (0:1:1).

Nyni nalezneme bod P jako prusecik pfimek AC a EM. Pfimka AC je zjevné zadéna rovnici
y = 0. Pro EM hleddme koeficienty u, v, w tak, aby rovnici uxz + vy + wz = 0 spliiovaly body
E i M. To dava dvojici rovnic

u+2v =0, v+w=0.
Tu miizeme budto vyftesit jako kazdou jinou soustavu, anebo si rovnou ,tipneme“ néjaké tthledné
feSeni, napf. u = 2, v = —1, w = 1. Tedy bod P bude uréen jako P = (z : y : z) splitujici soustavu
y =0,
2c —y+2=0.
Dosazenim y = 0 do druhé rovnice ziskame z = —2x, takze feSenim bude bod s homogennimi

soufadnicemi (—1:0 : 2).

Vsimnéme si, ze toto jsou rovnou i normované souradnice, takze muzeme pfimo psat P =
(—1,0,2). Poslednim bodem vystupujicim v tloze je stfed use¢ky BP, ozna¢me ho S. Také pro B
mame normované soufadnice (0,1, 0), ¢ili snadno spocteme
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1>:(71:1:2).

Nyni zbyvé dokézat, ze A=(1:0:0), F=(0:1:2)aS=(—1:1:2) lezi na jedné pfimce.
K tomu staci spocist, ze matice vznikla zapsanim jejich homogennich soufadnic do fadkt mé nulovy
determinant. To spocteme jako
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=1-(1-2-1-2)-0-(0-2—(=1)-2)+0-(0-1~(-1)-1)=1-0=0,
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tedy A, F, S skute¢né lezi na jedné pfimce, jak jsme chtéli dokazat.
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Alternativné bychom si taky mohli povS§imnout a pfimocate ovérit, ze A, F' i S spliuji 2y—z = 0,
takze lezi na této spolecné pfimce.

POZNAMKY:
Drtiva vétsina feSeni postupovala stejné jako vzordk, mozna az na drobné odlisnosti ve finisi. Par

ABP. (Matéj Dolezalek)

Uloha 2.
Budiz ABC ruznostranny trojuhelnik s kruznici opsanou k. Te¢ny ke k v bodech A a B se protinaji
v bodé L., obdobné se teény ke k v bodech A a C protinaji v bodé L. Déle budte I, I. stfedy
kruznic pripsanych po radé stranam AC, AB. Dokazte, ze primky LyIy, LcI., a BC prochazi jednim
bodem.
RESEN(:
Co jiného bychom pouzili nez barycentrické soufadnice tak, jak jsme je vybudovali v seridlu?
Souradnice vSech bodui v zadani se v seridlu ukézaly. Ve cviceni 72 jsme nasli vzorec te¢ny ke
kruznici k v bodé A, ta je déna rovnici bz + c?y = 0. Analogicky je te¢na v B déna rovnici
a?z + c?z = 0 a bod L. tak mé soutadnice (a? : b2 : —c?), na coz byla v seridlu tloha 74. Opét
analogicky méa L; soufadnice (a2 : —b? : c2). V tloze 49 jsme uréili stiedy kruznic pfipsanych.t
Takze vime, ze Iy = (a: —b:c)al. = (a:b: —c).

Rovnici pfimky LI, spocitdme nejsnéze determinantem (dusledek 47):

T Yy oz
0=1]a2 —b2 2|=ua(b?® —b%c) —y(a®c — ac?) + z(ab? — a?b).
a —-b c

Piimka L.I. mé analogicky rovnici

T Yy oz
0=1a2 2 —c2|=ua(b?® —b%c) —y(ac® — a%c) + z(a®b — ab?).
a b —c

Ptimka BC mé rovnici « = 0. Pomoci determinantu s koeficienty rovnic téchto pfimek mizeme
ovéFit, ze se protinaji v jednom bodé:

1Zaroven jsme spoéitali i osy vnéjsich thlt. To neni potieba, da se udélat dikaz analogicky
ptikladu 34, kde pouze jeden trojuhelnik ma vrcholy vrcholy v obrdceném poradi a bude tak mit
zaporny obsah.



b2 —b%c a?c—ac? ab? —a?b b2 —b%c  alc—ac® ab® —a?b
bc?2 —b%c ac® —a%c a%b—ab?|=|2(bc? — b3c) 0 0 =0,
1 0 0 1 0 0

kde jsme nejdiive pfi¢etli ke druhému fadku prvni fadek (po soufadnicich), ¢imz se determinant
podle cviceni 39 nezménil, a pak jsme si v§imli, Ze jsou spodni dva fadky homogenné stejné, takze
je determinant nulovy, opét podle cviceni 39. A véta 57 fika, ze kdyz je tento determinant nulovy,
protnou se dosazené tii pfimky v jednom bodé.?

POzZNAMKY:

Dosla feSeni byla spravna a vesmés podobna vzorovému. Toto feSeni je kratké a pouziva tézsi véty,
ale az na teCny ke kruznici bylo mozné kroky provést elementarnéji — rovnice piimek slo najit
soustavou rovnic a pak také (jednoduchou) soustavou rovnic ovéfit, ze prusec¢ik pfimek Lyl a Lele
ma nulovou soufadnici z. (Matous Safranek)

Uloha 3.
Uvnitr stran AB a AC trojuhelnika ABC' lezi po fadé body X a Y. Zvolime bod P na tuse¢ce CX
a bod Q na tuseéce BY tak, aby platilo PQ || BC. Déle piimky PY a QX protinaji stranu BC
po fadé v bodech U a V. Dokazte, ze piimky X@Q, Y P a chordala kruznic opsanych trojuhelnikiim
ABV a ACU prochazi jednim bodem.
RESEN(:
Zavedme barycentrické souradnice vzhledem k trojihelniku ABC. Podle cvi¢eni 30 ma pfimka
rovnobézna s BC konstantni soufadnici z. Sikovné si nyni nejprve zavedeme (nehomogenni) body
P, @ nasledovne:

P=(u:s:t+r), Q=w:s+t:7),

kde u # 0, coz ptislusi tomu, ze P a @ nelezi na strané BC. Totiz v opa¢ném piipadé by byly P
a @ shodné s vrcholy po fadé C' a B a snadno odvodime, ze B = V a tedy kruZnice opsand ABV
nedavé smysl. Dale tedy uvazujme u # 0. Pokud by bod P lezel na strané AB, pak by se shodoval
s bodem X, kde pak BC || QX a nema tedy cenu uvazovat priseciky téchto pfimek. Plati proto
t+r # 0 a podobné s+t # 0.

Proc¢ zacit s body P a Q? Totiz pak pruseciky cevian BP a C(Q se stranami spocteme snadno,
podle cviceni 25 mizeme psat X = CP N AB = (u : s : 0). Analogicky Y = (u : 0 : r). Nyni jiz
zbytek bodu spocitdme bez obtizi. Bod U je prisec¢ikem BC' s pfimkou PY', kterd je dand rovnici

Ty z
0=|u s t+r|=rsr+uty— usz.
u 0 r

Hledany prusecik je tedy U = (0 : s : t) diky podmince u # 0. Obdobné ziskdme piimku
QX :—rsz+ruy—tuz=0aV=(0:¢t:7).

Nyni dochdzime do druhé éasti, pojdme spocitat kruznice opsané. Snadno ovérime, ze kruznice
opsand ABV ma rovnici

2

—a%yz — b2zz — Pay + z(x+y+2)=0.

t+r

2V serialu jsme to nefesili, ale technicky by se mély podotknout dvé véci. Jednak, jelikoz je
trojihelnik rtiznostranny, nejsou vSechny koeficienty rovnic pfimek LI, a LI nulové a jsou to tedy
opravdu rovnice piimek. Zaroven nejsou (vSechny t¥i) pfimky rovnobézné, coz vyzaduje o trochu
slozit&jsi diskuzi toho, pro¢ nemtize mit jejich prisecik (0 : ab? — a?b : a?c — ac?) nulovy soudet
soufadnic, a tedy Ze je mozné ho normalizovat.



Dva koeficienty jsou totiz nulové a koeficient u z snadno dopocitdme dosazenim. Poznamenejme,
2

ze diky dfive odvozenému t + r # 0 je koeficient &—3 realné ¢islo. Obdobné kruznice opsana ACU

je dana rovnici

2
t
—a%yz — b2zz — Pay + a y(z+y+2)=0.
s+t
Chordalu kruznic spocitame dle véty 68 jako rozdil pravé ziskanych rovnic, tedy
(@ +y+2) a’t a’t > 0
T z2)| —z— ——y | =0.
Y t+r s+ ty

Vsimnéme si, ze t # 0, jinak by kruznice splyvaly, ale dle zadani méme existenci chordaly zaruc¢enou.
Chordala tedy s pfihlédnutim na z +y + z # 0 pro afinni body dava pfedpis (t +7)y — (s+¢)z = 0.

Vsechny ptrimky ze zadani mame spocitané a nyni si ukdZzeme, ze prochézi jednim bodem. Véta
57 zarucuje, Ze nadm staci spocitat jediny determinant slozeny z koeficientt pfimek:

0 t+r -—-s-—t
rs ut —us | = —(t+r)(—rstu —rs2u) — (s + t)(r2su + rstu) =
-rs Tu —tu

rsu(f(t Fr)(—t—s)— (s+t)(r+ t)) =0.

Determinant je nulovy, pfimky X@Q, Y P a chordala kruznic ABV a ACU se tak opravdu protnou
v jednom bodé.

POZNAMKY:

Vétsiné FeSeni chybélo rozebrat jisté konfiguracni problémy nebo presnéji nulovosti jistych soufadnic
bodi. Ve vzorovém feseni je téz potfeba rozebiracka, jinak bychom napftiklad nemohli v ziskanych
vyrazech délit. Jinak se v8ichni do pocitani s vervou pustili, za to smekam. (Zdenék Pezlar)



