Doteky

3. PODZIMNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 4.PROSINCE 2023

ULona 1. (3 BODY)
Meéjme dvé kruznice o polomérech 5 a 17. Vzdalenost jejich stfedidl je 20. Uvazme pfimku, ktera
je jejich spolecnou te¢nou a dotyka se jedné kruznice v bodé A a druhé v bodé B. Jaka je délka
usecky AB?

ULOHA 2. (3 BODY)
Danik by rad do roviny nakreslil néjaky konecny pocet razovych kruznic tak, aby kazda z nich méla
vnéjsi dotyk s pravé ctyfmi dalsimi rizovymi kruznicemi. Rozhodnéte, zda se mu to muze povést.

ULoHA 3. (3 BODY)
Mezi rameny thlu AOB lezi pét kruznic ki, ko, k3, ka, ks tak, Ze se kazdd z nich dotyka obou
polopfimek OA, OB, a navic mé k; vnéjsi dotyk s k;+1 pro kazdé i € {1,2, 3,4}. Vite-li, Ze polomér
k1 je 8 a polomér ks je 18, urcete polomér k3.

A

B

ULOHA 4. (5 BODD)
Je dén trojuhelnik ABC, pro ktery plati |[AC| > |AB|. Te¢ny k jeho kruZznici opsané v bodech A a
B se protinaji v bodé T. Osa strany BC protina stranu AC v bodé S. Dokazte, Ze pfimka ST je
rovnobézna s BC.

ULoHA 5. (5 BODD)
Je dan rovnobéznik ABCD. Vysky trojahelniku ABD se protinaji v bodé H a kruznice k se stfedem
v H prochazi bodem C. Dokazte, ze se k dotyka kruznice opsané trojuhelniku ABH.

ULOHA 6. (5 BODU)
Kruznice w1 a wg se protinaji v bodech A a B. Te¢ny v bodé A k w; a wg postupné oznaéime £
a f2. Kolmice z B na £1, {2 postupné protinaji w2, wi; v bodech X a Y rtznych od B. Dokazte, ze
X, Y a A lezi na jedné pfimce.

ULOHA 7. (5 BODD)
V kosoctverci ABC'D se kruznice vepsand 2 dotyka stran AB, BC, CD, DA po fadé v bodech E,
F, G, H. Déale necht je w1 kruznice, jez se dotyka Q2 v bodé T} a stran AD, AB po fadé v P1, Q1.
Obdobné necht je wo kruznice dotykajici se v Ty a stran BC, BA po fadé v P2, Q2. Dokazte, Ze
primky P1Q1, P2Q2, GF, GH vytinaji v roviné ¢tverec.



ULoHA 8. (5 BODD)
Na kruznici k lezi bod A a uvnitf ni bod M. Zvolme pfimku £ prochazejici bodem M a oznaéme
pruseéiky ¢ s k jako B, C. Dokazte, Ze se kruznice prochézejici stiedy stran trojuhelniku ABC' (tzv.
Feuerbachova kruznice) dotyka pevné kruznice, kterd nezavisi na konkrétni volbé pfimky £.



Doteky

3. PODZIMNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Meéjme dveé kruznice o polomérech 5 a 17. Vzdalenost jejich stredi je 20. Uvazme piimku, kterd
je jejich spole¢nou tec¢nou a dotyka se jedné kruznice v bodé A a druhé v bodé B. Jaka je délka
usec¢ky AB? (Lenka Kopfovd)

RESEN{:

Stied mensi, respektive vétsi kruznice oznac¢ime S,, respektive Sy, a jejich body dotyku se spole¢nou
te¢nou A, respektive B. Plati tak, ze |SqA| = 5 a |SpB] = 17. Bodem S, vedeme rovnobézku
s pfimkou AB, jeji prusecik s useckou BS; oznac¢ime P. Jelikoz je AB te¢na obou kruznic, plati,
ze AB je kolmé na S, B i na SgA.

Dostévéame tak obdélnik S, PBA, pro délky jeho stran plati |SqP| = |AB| a |PB| = |SoA| = 5.
Dale dostavame pravouhly trojuhelnik S, Sy P s pravym uhlem pfi vrcholu P, pro délky jeho stran
plati |SaSp| = 20 (vzdalenost stiedu ze zadéni) a |SpP| = |SyB| — |PB| = 17 — 5 = 12. Délku treti
strany, kterd je odvésnou, pak z Pythagorovy véty vypocitame jako

|SaP| = 1/]9aSp|2 — | Sy P|2 = /202 — 122 = /400 — 144 = /256 = 16.

Jelikoz |Sq P| = |AB|, dostdvame tak, ze hledana vzdalenost bodu A a B je 16.

PoOzNAMKY:

Velka cast Feseni postupovala obdobné jako to vzorové. Nékteri fesitelé pak oznadili prisecik primek
AB a S4Sp jako C a vyuzili podobnosti trojuhelniki AC'S, a BCSp. V nékterych feSenich jsem
strhavala body za chybéjici postup, nezapomente vzdy alespon struéné popsat, jak jste pfi FeSeni
postupovali! (Klarka Grinerové)



Uloha 2.

Danik by rad do roviny nakreslil néjaky konecny pocet rizovych kruznic tak, aby kazda z nich méla
vnéjsi dotyk s pravé ctyrmi dalsimi rizovymi kruznicemi. Rozhodnéte, zda se mu to muze povést.

(Josef Minafik)
RESEN(:
Danikovi se to povést muze, naptiklad takto:
Pro vSechna i € {1,2,...,8} vytvori Danik v kartézské soustavé soufadnic kruznici se stfedem

v bodé [s;,0] a polomérem |s;|. Jednotliva s; si mize zvolit libovolné tak, aby prvni ¢tyfi s; byla
kladna, posledni ¢tyfi zaporna a vSechna s; byla po dvou ruzna.

Kazda kruznice pak ma vnéjsi dotyk se vSemi ¢tyfmi kruznicemi na druhé strané od pocatku,
protoze vzdalenost jejich stfed se rovna souctu jejich poloméria. Naopak s témi na svoji strané
vnéjsi dotyk mit nemize, protoze jejich stfedy jsou vzdaleny méné nez soucet jejich poloméra.

POZNAMKY:
Vétsina feSeni si vyslouzila tii body. Konstrukci byla spousta, vétSina si umistovala stfedy kruznic
do néjakych symetrickych tvari. Mnoha feSeni obsirné popisovala spravnost svych slozitych kon-
strukci, ¢emuz se dalo vyhnout pouzitim mirné trikové konstrukce feseni vzorového.

(Vit Hanika)

Uloha 3.

Mezi rameny thlu AOB lezi pét kruznic k1, ko, k3, ka, ks tak, Ze se kazda z nich dotyka obou
polopiimek OA, OB, a navic mé k; vnéjsi dotyk s ki1 pro kazdé i € {1,2,3,4}. Vite-li, ze polomér
k1 je 8 a polomér ks je 18, urcete polomér k3.

B

(Magdaléna Misinova)



RESENI:

Oznac¢me si stiedy kruznic S;, body dotyku s polopfimkou OA jako D; a poloméry kruznic jako
ry = |S;D;| pro i € {1,2,3,4,5}. Dokdzeme, Ze 7; a r;4+1 maji konstantni pomér. Trojahelniky
08;D; jsou pravouhlé s pravym tihlem u bodu dotyku D;. Uhel <S;OD; je pro viechna i stejny,
oznac¢me jeho velikost a. Pro trojuhelniky OS;D; tudiz plati

Ti

|OS;| =

sin o
Dale si muzeme vSimnout, ze plati

|OSi| +7i = [0Siq1]| = riya,
i Tit1
T Ty = o — Ty,
sin o sin o

ri(1+sina) =7r;+1(1 —sina),

1 —sina
TP = ————Tiy1.
¢ 1+ sina it
Oznaéime-li k = i;:iﬂg‘, dostaneme r; = kr;y1, kde k je stejné pro vSechna i. Plati tedy
ry =kro =k - krs =~~-=k4r5.
Proto
i /8\i_ [2
r 4
k= (L) =(2) =,/=.
5 18 3
Ve skute¢nosti ma rovnice 71 = k*rs dvé redlna feseni k = + %, nas ovsem zajima pouze to
kladné.
Nyni uz jen jednoduchym dosazenim dostaneme r3 = ;—é =8- % = 12. Analogicky bychom

mohli ziskat i 72 a r4.

POzNAMKY:

Ulozka méla plno tspésnych fesiteltl. Spravna feseni se ubirala hlavné dvéma sméry, a to pres
koeficient jako ve vzorovém feSeni a dokdzanim vzorecku riz = ri+17ri—1, ktery byl ziskdn z pomérta
stran podobnych trojuhelniku. (Anna Marie Minarovi¢ovd)

Uloha 4.

Je déan trojiuhelnik ABC, pro ktery plati |AC| > |AB)|. Te¢ny k jeho kruznici opsané v bodech A a
B se protinaji v bodé T. Osa strany BC' proting stranu AC v bodé S. Dokazte, ze primka ST je
rovnobézna s BC. (Magdaléna Misinova)
RESENT:

Nejprve si uvédomime, ze trojuhelnik BC'S je rovnoramenny, coz vyplyva z toho, ze bod S lezi na
ose strany BC. Ozna¢me |[<BCA| = v. Potom

|<BCS| = |<SBC| =~, |<CSB|=180°—2y a |<BSA|=2y.

Z véty o tsekovém uhlu dostaneme, ze |[<ACB| = |<TAB| = |<T'BA|. Dopo¢itame velikost thlu
ATB, |<ATB| = 180° — 2+. Jelikoz plati, ze |<ATB| + |[<BSA| = 180°, je ctyithelnik ATBS
tétivovy. Z toho plyne |<ABT| = |<AST| =~ a |[<T AB| = |<BST| = . Protoze plati |[<SBC| =
|<<BST|, jsou piimky ST a BC rovnobézné.



POZNAMKY:

Vétsina resiteltl se vydala stejnou nebo podobnou cestou jako vzorové feseni. Jejich feseni se od
sebe prili§ nelisila postupem, rozdilna byla ale mira podrobnosti zdivodinovani jednotlivych krokt.
Neékteri fesitelé se vydali po odlisnych, trochu strastiplnych cestach. (Terka Kudcerova)

Uloha 5.
Je dédn rovnobéznik ABCD. Vysky trojahelniku ABD se protinaji v bodé H a kruznice k se stiedem
v H prochazi bodem C'. Dokazte, ze se k dotyka kruznice opsané trojuhelniku ABH.

(Matous Safranek)

RESENI:
Definujme bod FE jako priiseé¢ik pfimky BC a rovnobézky s BD prochéazejici bodem A. Ukazeme,
ze zadané kruznice se dotykaji pravé v bodé E.

Z definice bodu H vime, z2e AH 1 BD a BH 1 AD. Z rovnobéznosti BD || AE a AD || BE
pak plyne i AH 1 AE a BH 1 BE neboli |[<HBE| = |<HAE| = 90°. To znamen4, ze body
A, B, H, E lezi na jedné kruznici s prumérem HE.

Ze zadani je ABCD rovnobéznik a diky zminénym rovnobéznostem rovnéz vime, ze i ADBE
je rovnobéznik. Z toho plyne, ze |BC| = |AD| = |BE)|, a tedy B je stied usecky EC a HB je jeji
osa. Z tohoto divodu plati rovnost |HC| = |HE| a bod E lezi na kruznici k.

Odtud jiz plyne, ze se kruznice k dotyka kruZnice opsané trojuhelniku ABH v bodé E, nebot
obé kruznice timto bodem prochazi a oba jejich stredy lezi na primce EH.

POZNAMKY:
Vétsina Tesiteld si spravné dokreslila bod E ze vzorového feseni a pak dokazala, ze se jednd o bod
dotyku. Mélo feseni ale fungovalo pro vSechny mozné konfigurace zadanych bodu (napf¥. pokud by
byl tthel BAD tupy, tak ahlici rovnosti ve vétsiné doslych Feseni pfestanou platit). Rozhodl jsem
se za to bod nestrhavat, ale na soutézich MO by to nejspi$ na plny pocet bodu nestacilo.

(Martin Raska)

Uloha 6.

Kruznice wy a wa se protinaji v bodech A a B. Te¢ny v bodé A k w1 a wa postupné oznacime {1
a {2. Kolmice z B na {1, {2 postupné protinaji w2, wi v bodech X a Y riznych od B. Dokazte, ze
X,Y a A lezi na jedné pfimce. (Magdaléna Misinovd)



RESENT:
Necht stiedy kazdé kruznice lezi vné té druhé.

Oznaéme si paty kolmic z bodu B na #; respektive £5 jako @ respektive P. Mé&jme bod C' lezici
na ¢1 na polopfimce opacné k AQ a bod D na {2 na polopfimce opac¢né k AP. Jelikoz jsou ¢1 a {2
te¢ny ke kruznicim w; a wg, mizeme vyuzit vétu o obvodovém a tisekovém uhlu. Z ni ziskdme, ze
|[<<CAY| je roven uhlu nad tétivou AY v kruznici wi, tedy thlu |[<ABY|. Obdobné také plati

|[<XAD| = |<XBA]|. (1)
Ctytiahelnik APBQ je tétivovy, nebotf dva jeho protilehlé tihly jsou pravé. Pak ale plati
|[<QAD| = 180° — |[<QAP| = 180° — (180° — |[<QBP|) = |<QBP|. (2)
Kde v druhé rovnosti vyuzivame tétivovost APBQ. Nyni si povS§imnéme, ze
[<QAD| = |[<QAX| + |[<XAD| = |<QAX| + |<QBA]|,
kde druhd rovnost plyne z (1), a
|[<QAD| = |<QBP| = |[<ABP| + |[<QBA]|,

kde prvni rovnost plyne z (2).
Z vySe zminéného uz jednoduSe vidime, ze |[<QAX| = |[<ABP| = |[<CAY|. Pak

|<Y AX| = |<Y AC| + |<CAD| + |[<DAX| = |[<QAX| + |<PAQ| + |<DAX| = 180°,

kde druhd rovnost plati z vySe zminéného a vrcholovych uhli, posledni z toho, ze P, A a D lezi
v pfimce.
Z toho uz ale plyne, ze X, A a Y lezi v pfimce, ¢imz je uloha vyfesena.

Pokud stied jedné kruznice lezi uvniti té druhé, budou lezet body X a Y na stejnou stranu
od bodu A. Pak opét podobné jako vyse pomoci tsekovych a obvodovych ahli (a tentokrat po-
moci obvodovych thla v étyfuhelniku ABPQ, ktery je stéle tétivovy) dokdzeme, ze uhly |<Y AP)|
a |[<XAP| se rovnaji.

POZNAMKY:
Vsechna feseni, kterd dorazila, se udavala jednou ze dvou cest. Bud teény vyuzila na obvodové
a usekové thly jako v tom vzorovém nebo vyuzila rovnobéznosti spojnic bodu A se stfedy kruznic
a kolmic na teCny, ¢imz ziskala rovnobéznik a spoustu shodnych thla. Pres thlici lapalie se pak
ruzné dokazovala kolinearita bodi, nejéastéji vsak dopoctem thli u vrcholu A nebo dukazem, ze
¢tyfuhelnik Y BX A je trojuhelnik. VSechna feSeni dosla tspésné k cili.

(Adéla Karolina ,, Ada“ Zackova)



Uloha 7.

V kosoctverci ABC' D se kruznice vepsana 2 dotyka stran AB, BC, CD, DA po fadé v bodech E,
F, G, H. Déle necht je w1 kruznice, jez se dotyka Q) v bodé T a stran AD, AB po fadé v P1, Q1.
Obdobné necht je wo kruznice dotykajici se Q v Ta a stran BC, BA po fadé v Ps, Q2. Dokazte, ze
pfimky P1Q1, P2Q2, GF, GH vytinaji v roviné tverec. (Matéj Dolezalek)
RESEN{:

V feseni bude |M, K L| znaéit vzdélenost bodu M od pfimky K L a kdykoliv jsou pfimky KL a M N
rovnobézné, znacme jejich vzdalenost jako |KL, M N|.

Z toho, ze ABCD je symetricky podle AC, jsou tsecky P1Q1, GF kolmé na AC. A déle z toho,
ze ABCD je symetricky podle DB, jsou tsecky P>Q2, GH kolmé na BD. Z toho plyne, ze P1Q1,
P>Q2, GF, GH vytinaji pravothelnik. Nyni sta¢i ukazat, ze vzdalenost protilehlych stran tohoto
pravouhelniku je shodna. Dokazeme, ze tato vzdalenost je rovna priméru kruznice €2, oznacime si
ji d.

Ze symetrie musi 77 lezet na AC, druhy prusecik AC' s 2 definujeme jako X . Potom si vzdalenost
|P1Q1, GF| mizeme vyjadiit jako

|P1Q1,GF| =d+|T1, P1Q1| — | X,GF|.

Z toho, ze ABCD je symetricky podle DB, bude |X,GF| = |T1, EH|, tedy ndm stac¢i ukazat, ze
|71, EH| = |Th, P1Q1].

Kolmice na AC v bodé Tj je chordalou kruznic €2 a wi. To znamen4, Ze kazdy bod na této primce
ma stejnou mocnost k obéma kruznicim. Pruseéik této kolmice s AD a AB postupné oznaéime Y
a Z. Z mocnosti vime, ze |YP1|? = |[YH|? a |ZQ1|? = |ZE|?, tedy Y a Z jsou stiedy usecek H Py
a EQ1.

Nyni vime, ze P1Q1FEH je lichobéZznik a Ty lezi na jeho stfedni pfic¢ce. Z toho vychézi, Ze
|T17 EH‘ = ‘Tl, PlQl‘ a tim padem

‘P1Q1,GF‘ =d+ ‘Tl,P1Q1‘ — ‘X, GF‘ =d.

Obdobné miizeme ukazat, ze pfimky P>Q2 a GH jsou od sebe vzdalené také d.

C

A Q1
\

Tim jsme ukézali, Ze pravothelnik vytaty pfimkami P1Q1, P2Q2, GF, GH je ¢tverec.

POZNAMKY:
Vsechna spravna feSeni pouzivala podobny potup jako ve vzorovém feseni, tedy nejprve ukazala,
ze ptimky P1Q1, GH, GF a P>Q2 vytinaji obdélnik a pak ukazali, Ze tento obdélnik je ¢tverec.
Par lidem se stalo, ze dokazali, ze to je obdélnik, ale uz dal nedokazali, ze to je ¢tverec.

(Petr Hladik)



Uloha 8.

Na kruznici k lezi bod A a uvniti ni bod M. Zvolme pfimku ¢ prochézejici bodem M a ozna¢me

pruseciky ¢ s k jako B, C. Dokazte, ze se kruznice prochazejici stiedy stran trojihelniku ABC

(tzv. Feuerbachova kruznice) dotykd pevné kruznice, kterd nezavisi na konkrétni volbé piimky £.
(Kéata Danilina)

RESENT:
JelikoZ je polomér Feuerbachovy kruZnice konstantni (o tom vice pozdéji), zaméfime se na mnozinu
moznych stfedu této kruznice a s vyuzitim stejnolehlosti ukazeme, ze tato mnozina je kruznice.

Kruznice k je kruznice opsand trojuhelniku ABC. Jeji stfed oznac¢ime O. Stied BC oznacime
Spc. Protoze stfed kruznice opsané lezi na pruseciku os stran trojuhelniku, plati £ 1 OSpc. Body
O a M jsou fixni pro vSechny trojuhelniky ABC. Z toho plyne, Ze bod Spc lezi na Thaletové
kruznici nad primérem OM, kterou oznacime t.

Oznacime prusecik vysek trojuhelniku ABC jako H. Je zndmé, ze se H ve stfedové soumér-
nosti podle bodu Sp¢ zobrazi na kruznici opsanou do bodu H/ takového, ze AH/ je primérem
kruznice k (tedy O € AH/). Vechny mozné body Spc lezi na kruZnici ¢ a bod H/ nezavisi na
volbé pfimky [ (H/ lezi na pruseciku k a pfimky OA). Z toho plyne, Ze vSechny mozné body H lezi
na kruznici ¢/, kterd je stejnolehlym obrazem kruznice ¢ podle stiedu H/ s koeficientem 2 (plyne ze
stfedové soumérnosti H a H/ podle stfedu Spc).

Stfed Feuerbachovy kruznice, kterou oznacime f, lezi ve stiedu tsecky OH a jeji polomér je
roven jedné poloviné poloméru kruznice opsané.! Pokud tak udélame stejnolehlé zobrazeni t/ podle
bodu O s koeficientem %, dostaneme kruznici s s polomérem 75 a stfedem S, na které lezi vsechny

|[AO]

mozné stfedy f. Jelikoz primér f nezdvisi na volbé [ a je roven “5— a mozné stfedy f lezi na
kruznici s, bude se kazda f dotykat kruznice se stfedem v S a polomérem rs + \AZO\ , COZ je pevna

kruznice, kterd nezavisi na volbé [.

POzZNAMKY:

Reseni sice nedorazilo mnoho, ale vétsina z nich se podobnym zptisobem dobrala ke spravnému
vysledku. Nékterd feseni vyuzila také vlastnosti Eulerovy pfimky. Nejedno feseni se pak vydalo na
strastiplnou cestu FeSeni pres analytickou geometrii. (Klarka Grinerové)

IPro¢ to plati a mnohé dalsi se miizes dovédét tieba zde: |https://prase.cz/archive/36/uvodls|



https://prase.cz/archive/36/uvod1s.pdf
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