Pary a parovani

3. JARNI SERIE TERMIN ODESLANf: 8.DUBNA 2024
ULona 1. (3 BODY)
Ukazte, ze Cisla 1,2,...,10 lze sparovat tak, aby kazda dvojice davala v souctu prvocislo a aby

téchto pét prvocisel bylo navzajem ruznych.

ULOHA 2. (3 BODY)
Majda vzala ¢isla 0,1,2,...,301 a rozdélila je do part. Cisla v kazdé dvojici secetla a vsechny
tyto souCty vynasobila. Rozhodnéte, zda mohla cisla rozdélit tak, aby na konci dostala patnactou
mocninu néjakého celého cisla.

ULoHA 3. (3 BODY)
Ada a Ben hraji hru na nekoneéné &tvercové tabulce. Ada si nejprve zvoli piirozené &islo n a
nésledné v tabulce pro kazdé i € {1,2,...,n} oznadi dvé policka é&islem i. Zadné policko neoznaéi

dvakrat, ve vysledku tedy bude oznaceno 2n poli¢ek. Benovym tkolem je zvolit si nékterou dvojici
stejné oznacenych policek a projit mezi nimi. Tim se mysli, Ze ma Ben dojit z jednoho policka
dvojice na druhé, pficemz v kazdém kroku smi prejit jen mezi policky sousedicimi stranou, a navic
kromé startu a cile nesmi stoupnout na zadné oznagené policko. Rozhodnéte, zda Ada miize oznagit
policka tak, aby Ben nedovedl projit mezi zddnou z oznacenych dvojic.

ULOHA 4. (5 BODD)
Naty vlastni balicek n navzajem ruznych karet, na kazdé z nich je vykresleno n raznych symbola.
Navic kazdé dvé ruzné karty sdili pravé jeden symbol. Urcete, kolik nejméné rtznych symbold se
muze nachéazet v celém balicku.

ULOHA 5. (5 BODD)
Na matfyzackém plese se veseli n matfyzaka a m matfyzacek, kde n, m jsou pfirozend ¢isla. Vime,
ze kazda matfyzacka tancila alespon s jednim matfyzdkem a Ze zadny matfyzdk netancil se vSemi
matfyzackami. Dokazte, Ze existuji matfyzaci a, b a matfyzacky «, B takové, Ze a tancil s o a b
tancil s 3, ale a netancéil s 8 a b netancil s a.

ULoHA 6. (5 BODD)
V PraSestanu zije nékolik svobodnych muzi, z nichz néktefi jsou zrzci, a n€kolik svobodnych Zzen,
z nichz nékteré jsou blondynky. Nékteri lidé se navzajem znaji a jini ne. Dohazova¢ Kecal tvrdi, ze
dovede naplanovat nékolik svateb tak, aby se kazdy zrzek ozenil se Zenou, kterou zna. Jeho kolegyné
Kecalka zase tvrdi, ze dovede naplanovat nékolik svateb tak, aby se kazda blondynka provdala za
muze, kterého zna.! Dokazte, %e potom uZ lze naplanovat svatby tak, aby se kazdy zrzek ozenil
se zenou, kterou znd, a zaroven se kazda blondynka provdala za muze, kterého zna.

1V Kecalové ani Kecaléiné planu se nemusi oZenit vSichni svobodni muzi ani se nemusi provdat
vSechny svobodné zeny.



ULOHA 7. (5 BODD)
Najdéte vSechny dvojice celych ¢isel (a, b), pro které existuji funkce f : Z — Z a g : Z — Z spliujici

flglx))=xz+a a g(f(z)=z+b

pro kazdé x € Z.

ULoHa 8. (5 BOD®)
Kléarka a Misko hraji hru. Misko polozi v néjakém poradi 2n levych a 2n pravych rukavic do fady.
Pak se Klarka a Misko stfidaji v tazich, Klarka zacina. V kazdém tahu si hrac¢ vezme rukavici
z nékterého konce fady, pficemz hra skonci, kdyz dojdou rukavice. Klarka vyhraje, pokud ziska
presné n pravych a n levych rukavic, jinak vyhraje Misko. Rozhodnéte, jestli mize Klarka vyhrat
nehledé na to, jak hraje Misko.



Pary a parovani

3. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{
Uloha 1.
Ukazte, ze ¢isla 1,2,...,10 Ize sparovat tak, aby kazda dvojice davala v souctu prvocislo a aby

téchto pét prvocisel bylo navzajem ruznych.

RESEN(:

Reseni jsou dvé mozna, a to dvojice
342=56+1=7,74+4=11,845=13,10+9 =19,
441=55+4+2=7,843=11,74+6=13,10+9 = 19.

V obou téchto sparovanich dostaneme pét navzajem rtznych prvocisel a pouzijeme ¢isla 1,2, ..., 10.
Jaké tvahy nés k nim privedly?

Seétenim dvou ruznych c¢isel od 1 do 10 mizeme ziskat prvocisla 3, 5, 7, 11, 13, 19.

Soucet vsech cisel od 1 do 10 je 55, tentyz soucet tudiz musi mit i vysledna prvocisla.

Abychom tohoto souc¢tu doséahli, potfebujeme mit prvocislo 19, protoze jinak 3 + 5+ 7 +

11413+17 = 56, a tedy odstranénim jednoho dalsiho prvocisla se na soucet 55 nemizeme

dostat.

e Vyskyt prvocisla 19 vylucuje vyskyt 17, protoze pro ziskani obou prvocisel bychom museli
dvakrat pouzit 9 nebo 10 (19 =10+9 a 17 =10+ 7 nebo 17 =9 + 8).

e Z prvocisel 3, 5, 7, 11, 13, 19 nepouzijeme 3, ¢imz ziskdme soucet 55.

Nyni jiz vime, jaka prvocisla dostaneme, a musime jen sparovat ¢isla tak, aby ndm v souctech tato
prvocisla dala.

POZNAMKY:

(Anna Marie Minarovi¢ové)

Uloha 2.

Majda vzala ¢isla 0,1,2,...,301 a rozdélila je do pari. Cisla v kazdé dvojici secetla a vsechny
tyto soucty vyndasobila. Rozhodnéte, zda mohla c¢isla rozdélit tak, aby na konci dostala patnactou
mocninu néjakého celého cisla.

RESEN(:

Ano, Majda mohla ¢isla rozdélit tak, aby dostala patnactou mocninu né&jakého celého ¢isla. Nejprve
si uvédomme, Ze dohromady méme 151 part. Nasledné poparujeme 0 s 1. Ostatni ¢isla pak rozdélime
tak, ze kazdému i € {2,3,...,151} pfifadime do péru ¢islo 303 —i. Dostaneme tak 150 dvojic, jejichz
souctem je ¢islo ¢ + 303 — ¢ = 303. Vysledny soucin soucti vSech para je pak roven

1-303159 = (30310)15,



POZNAMKY:
Velka vétsina feseni byla spravnd a skoro vsechna z nich popsala konstrukci pariu jako ve vzorovém

feSeni. (Vendula Onderkova)
Uloha 3.

Ada a Ben hraji hru na nekonecné é&tvercové tabulce. Ada si nejprve zvoli pFirozené cislo n a
nédsledné v tabulce pro kazdé i € {1,2,...,n} oznadi dvé policka &islem i. Zadné policko neoznadi

dvakrat, ve vysledku tedy bude oznaceno 2n policek. Benovym tikolem je zvolit si nékterou dvojici
stejné oznacenych policek a projit mezi nimi. Tim se mysli, Ze ma Ben dojit z jednoho policka
dvojice na druhé, pficemz v kazdém kroku smi prejit jen mezi policky sousedicimi stranou, a navic
kromé startu a cile nesmi stoupnout na Zadné oznacené policko. Rozhodnéte, zda Ada miize oznadit
policka tak, aby Ben nedovedl projit mezi zadnou z oznacenych dvojic.

RESEN(:

Reknéme, ze Ada zvoli éislo 32. Poté vytvoii dva étverce 6 x 6 bez rohti s obvodem 16 policek,
kde v prvnim ¢tverci budou na obvodu ¢isla 1 az 16 a v druhém ctverci budou na obvodu cisla
17 az 32. Nyni si rozmysleme, ze pokud umistime néjaké ¢islo 1 az 16 do vnitiku druhého ctverce,
tak ho nepujde spojit s jeho dvojici. To stejné bude platit, umistime-li nékteré z ¢isel 17 az 32 do
prvniho ctverce.

Vsimnéme si, Ze ctverce maji bez obvodu obsah 16, takze se dovnitf vejdou vSechna zbyvajici
&isla. Nalezli jsme tedy konstrukei, se kterou Ada vyhraje.

11234 17|18[19|20

17|18(19|20| 6 2111 |2[3]4(22
7121(22|23|24| 8 23|5|6[7|8|24
9 [25(26]27(28|10 25| 9 |10{11]12(26
11|29(30|31(32|12 27|13|14(15]16(28

13|14|15|16 29|30|31(32

POZNAMKY:

Skoro vSechna feseni byla spravna. Nejmensi nalezend feSeni byla pro n = 12. Takova feseni postu-
povala obdobné, jenom pouzivala pravé jeden kosoctverec. Je dobré si dat pozor, ze pokud pouzivate
slova ,nejlepsi strategie”, je nutné dokazat, ze tomu tak opravdu je. Cilem tulohy ale nebylo najit
optiméalni n, tudiz to je v poradku. (Vojta ,,Dldza“ Gadurek)

Uloha 4.

Naty vlastni balicek n navzajem ruznych karet, na kazdé z nich je vykresleno n riiznych symboli.
Navic kazdé dvé ruzné karty sdili pravé jeden symbol. Urcete, kolik nejméné riuznych symbolii se
muze nachazet v celém balicku.

RESEN(:

Ukéazeme, ze symboli bude nejméné . Indukci dokézeme, ze to lépe nepujde. Pro n = 1

mame jednu kartu, na které je jeden symbol, takze pfedpoklad plati trivialneé.
n(n—1)
2

n(n+1)
2

Necht pro n — 1 karet predpoklad plati, tedy je potieba alespon symbolu. Pro spor

uvazme kolekci n karet, které maji dohromady méné nez % symboli. Na kazdé karté se
nachéazi n symboli a podle zadani kazda karta sdili nanejvys n — 1 symbola s ostatnimi kartami.
Tedy na kazdé karté existuje alespon jeden symbol, ktery se na zadné jiné karté nenachazi. Z kazdé
karty takovy symbol nyni odebereme a jednu kartu zahodime. Zadny symbol sdileny dvéma &i vice

2



kartami jsme neodebrali a zddny symbol jsme neptidali, takZe dostavame n — 1 karet spliiujicich
podminky ze zadani. Odebrali jsme alesponn n symboll, tedy celkovy pocet symbold bude ostfe
% —-n= w Ale to je spor s indukénim piedpokladem.

n(n+1)
2

mensi nez

Daéle musime ukazat, ze rozlozeni symbolu na karty odpovidajici zadani opravdu existuje.
Staci kazdé dvojici karet prifadit jeden unikatni symbol a kazdé karté pak jeden unikatni symbol
pridat. Potom kazda karta bude sdilet s libovolnou kartou pravé jeden symbol a celkovy pocet
symbold bude roven (%) +n = %
POzNAMKY:
Vétsina FeSeni postupovala podobné jako vzorové, v indukénim kroku ale mnoho z nich pouzivalo
misto sporu argument primy. Hodné lidi zapomnélo uvést vhodnou konstrukci, za coz jsem strhaval
bod. Body jsem ubiral i v pfipadé, ze indukce nebyla provedena dostatecné rigorézné.

(Jakub Vliéek)

Uloha 5.

Na matfyzackém plese se veseli n matfyzakii a m matfyzacek, kde n, m jsou prirozena cisla. Vime,
ze kazda matfyzacka tancila alespon s jednim matfyzakem a Ze zadny matfyzak netancil se vSemi
matfyzackami. Dokazte, ze existuji matfyzaci a, b a matfyzacky o, B takové, ze a tancil s o a b
tancil s B, ale a netancil s f a b netancil s «.

RESENI:

Vybereme matfyzaka, ktery tancoval s nejvétSim poctem matfyzacek (pokud je takovych vice,
vybereme libovolného z nich), a ozna¢ime jej a. Jelikoz zadny matfyzak netancoval se vSemi mat-
fyzackami, existuje alespon jedna matfyzacka, se kterou a netancil. Vybereme libovolnou takovou
matfyzacku a oznacime ji 8. Matfyzacka [ tancila alespon s jednim matfyzakem a zaroven netan-
¢ila s a, vybereme tedy libovolného jejiho tane¢nika a oznacime jej b. Matfyzdk b tancil nejvyse
s tolika matfyzackami jako matfyzék a a tancil s matfyzackou (3, proto nutné existuje alespon jedna
matfyzacka takova, Ze s ni tancoval a, ale b ne. Takovou matfyzacku oznadéime a. Dostdvame tak
¢tverici matfyzaki a, b a matfyzacek a a 8, ze a tancoval s a a netancoval s 8 a b tancoval s 3, ale
netancoval s a.

POZNAMKY:
Vétsina feseni se ubirala obdobnym smérem jako vzorové a tspésné se dobrala k cili.
(Klarka Grinerové)

Uloha 6.

V PraSestanu zije nékolik svobodnych muzu, z nichz néktefi jsou zrzci, a nékolik svobodnych Zen,
z nichz nékteré jsou blondynky. Nékteri lidé se navzajem znaji a jini ne. Dohazova¢ Kecal tvrdi, ze
dovede naplanovat nékolik svateb tak, aby se kazdy zrzek ozenil se zenou, kterou zna. Jeho kolegyné
Kecalka zase tvrdi, ze dovede naplanovat nékolik svateb tak, aby se kazda blondynka provdala za
muze, kterého zna.! Dokaste, Ze potom uz lze naplanovat svatby tak, aby se kazdy zrzek ozenil
se zenou, kterou znd, a zarovern se kazda blondynka provdala za muze, kterého zna.

GRAFOVE RESENI{:

Situaci si muzeme predstavit jako orientovany bipartitni graf, kde jednu partitu tvofi svobodni muzi
a druhou svobodné zeny PraSestanu. Déle do grafu pfiddme hrany podle plant dvou dohazovacu.
Mezi pary, které se maji provdat v Kecalové planu natdhneme hrany tak, aby hrana vedla vzdy
ze zrzka do néjaké zeny. Podobné mezi pary, které se maji provdat v Kecalc¢iné planu natdhneme

1V Kecalové ani Kecaléiné planu se nemusi oZenit vSichni svobodni muzi ani se nemusi provdat
vSechny svobodné zeny.



hrany tak, aby hrana vedla vzdy z blondynky do néjakého muze. Kdyz se podivame na tento graf,
tak do kazdého a z kazdého vrcholu muze vést nanejvys jedna hrana. Muzeme si rozmyslet, zZe to
uz znamena, ze kazda souvisla komponenta tohoto grafu je bud orientovana cesta nebo orientovana
kruznice.

Pokud se jedna o orientovanou kruznici, tak musi mit sudy pocet vrcholi, protoze méame bipar-
titni graf (podél kruznice se musi st¥idat muZzi a Zeny). Stac¢i tedy na celé kruznici vybrat kazdou
druhou hranu a tyto pary mezi sebou provdat.

Pokud se jedna o orientovanou cestu, pak posledni vrchol na této cesté, neboli ten, ze kterého
nevychazi zaddna hrana, neni zrzek ani blondynka (jinak by z néj néjakd hrana vedla bud podle
Kecalova nebo Kecaléina planu). Staci tedy jit od prvniho vrcholu na této cesté (vrcholu, do
kterého nevede zadnd hrana) a stfidavé vybirat kazdou druhou hranu. Opét pary, jejichz hrany
jsme vybrali mezi sebou provdame. Timto korektné provdame vSechny lidi na této cesté, mozna
s vyjimkou posledniho. Na tom nam ale nezalezi, nebot to neni ani zrzek, ani blondynka.

Timto zptsobem skuteéné provdame a oZenime vSechny blondynky a zrzky, tedy tloha je vyfe-
Sena.

RESENf PODLE MATEJE KLiMY:
Nejprve naplanujeme svatby vSech zrzka podle Kecalova planu. Postupné plan jesté upravime,
aby se zaroven vsechny blondynky provdaly za muze, kterého znaji. V kazdém kroku vezmeme
blondynku, kterd momentalné nemé naplanovanou svatbu a vdame ji za muze, kterého si mé vzit
podle Kecal¢ina planu, pokud tento muz mél naplanovanou néjakou jinou svatbu, tak ji zkratka
zrusime. Timto se muze stat, ze zase néjaka jina blondynka nebude mit zenicha. Plati ale, ze svatba
naplédnované v tomto kroku uz nebude v zddném dalsim kroku zrusena, protoze to by znamenalo, Ze
zenich této svatby se v Kecal¢iné planu mé ozenit se dvéma riznymi zenami, coz nelze. V kazdém
kroku tedy provdame néjakou blondynku, jejiz svatbu uz nikdy nezrusime, takze tento proces je
koneény (konkrétné potrva nejvyse tolik kroki, kolik mame blondynek).

Timto zpuisobem provdame vSechny blondynky. Zaroven ale ozenime i vSechny zrzky, protoze
méli vybrané partnerky uz na zac¢atku a v pribéhu jsme jim jen ménili nevésty.

POZNAMKY:
Vétsina doslych feSeni se ubirala podobnymi myslenkami jako prvni vzorové feSeni s drobnymi
obménami. Néktefi si misto orientovaného grafu predstavili hrany obarvené dvéma barvami (jedna

mentaci u cest, kde pak neni tolik na prvni pohled vidét, Ze na jednom konci cesty musi byt
nezrzek /neblondynka. (Lenka Kopfova)

Uloha 7.
Najdéte vsechny dvojice celych ¢isel (a,b), pro které existuji funkce f : Z — Z a g : Z — Z spliiujici

flg)=z+a a g(f(x)==z+b

pro kazdé x € 7.

RESEN{:
Tvrdim, Ze jediné FeSeni ma tloha pro |a| = |b|. Pro a = b si miZeme vzit napiiklad funkce
f(x) =z +a a g(x) =z, pro a = —b zvolme napiiklad f(z) = —z — b a g(z) = —x.

Nyni zbyva dokazat, Ze pro |a| rtizné od |b| Zddné funkce nenajdeme. BUNO piedpokladejme,
ze |a| < |b| (nebot f a g jsou zaménitelné).

Nejprve provedme substituci z = f(y). Tak ziskame:

flg(fW) = f(g(x)) =z +a= f(y) +a.
4



Zéroven ze zadani vime, ze g(f(z)) = = + b, muzeme tedy dosadit:
fly+0) = flg(f)) = flg(x)) = f(y) +a.

Nyni indukci dokazme, ze pro k celé plati f(y + k-b) = f(y) + k- a. Pro k = 0 zfejmé plati,
stejné tak pro k = 1.
k — k+1 (pro kladna k):

fly+(E+1)-0)=f((y+k-b)+b) = fly+k-b)+a,

o ¢emZ uZ z indukéniho predpokladu vime, Ze je rovno f(y) + (k+ 1) - a.

k — k — 1 (pro zaporna k):
fy+k-b)=f((y+(k-1)-b)+b)=fly+(k-1)-b)+a
a jelikoz z indukéniho predpokladu vime, ze f(y + k- b) = f(y) + k - a, ziskdme (odeétenim a)
fy+k-1)-b)=fy)+ka-a=fy)+(k-1) a
Dale dokazme, Ze je funkce f prostd. Necht mame f(z) = f(y). Pak

y+b=g(f(y) = g(f(x)) =z +0,

z Cehoz i x = y, tedy funkce je opravdu prosta.

Povsimnéme si, ze pokud a = 0, pak f(y+k-b) = f(y), jelikoz je funkce prostd, musi byt nutné
i b =0, miZeme tedy uvazovat 0 < |a| < |b|.

Zaméfme se na mnozinu {1,2,...,|b|}. Pak jelikoz |a| < |b| a funkce je prosta, budou v této
mnoziné existovat takova éisla z1 a x2, ze f(z1) a f(x2) jsou rizné a zaroven maji stejny zbytek
modulo a. To znameni, ze existuje celé nenulové &islo k takové, ze f(x1) = f(x2) + k - a. Jelikoz
vime, ze f(z2) +k-a = f(z2+k-b) a funkce je prostd, musi platit 1 = z2 + k - b. Pak ale ¢isla z;
a x2 nespadnou obé do mnoziny {1,2,...,|b|}, coz je spor. Tedy nemohlo nastat |a| < |b]. Obdobné
lze provést spor pro |a| > |b|.

Pro |a| # |b| tedy z4dné takové funkce existovat nebudou.

POZNAMKY:
Spousta feSeni se ubirala spravnou cestou, ne nepodobnou té ve vzorovém feSeni. Mnohdy jsem
se vsak setkala s FeSenimi, kterd se snazila funkci néjakym zpusobem konstruovat pomoci operaci,
nebo predpokladala jeji linearitu, aniz by to zduvodnila. Je tfeba dévat pozor na to, ze funkce
je podmnozina kartézského souc¢inu (neobsahujici dvojice (z,y) a (z,z)), a tedy se vlastné muze
chovat Uplné ndhodné.

Za kazdy ze dvou spravnych tvard feseni jsem udélovala jeden bod. Nezridka se bohuzel stavalo,
ze TeSitelé zapomnéli na absolutni hodnotu u modul, a tedy typicky vynechali feSeni pro dvojice
(a, —a). (Adéla Karolina ,, Ada“ Zackova)



Uloha 8.

Klarka a Misko hraji hru. Misko polozi v néjakém poradi 2n levych a 2n pravych rukavic do fady.
Pak se Klarka a Misko stfidaji v tazich, Klarka zacina. V kazdém tahu si hra¢ vezme rukavici
z nékterého konce rady, pricemz hra skonci, kdyz dojdou rukavice. Klarka vyhraje, pokud ziska
pfesné n pravych a n levych rukavic, jinak vyhraje Misko. Rozhodnéte, jestli mize Klarka vyhrat
nehledé na to, jak hraje Misko.

RESENI:
Rukavice v fadé si obarvime ¢erné a bile tak, ze vSechny rukavice na lichych pozicich v fadé budou
bilé a vSechny rukavice na sudych pozicich v fadé budou ¢erné.

Tvrdim, ze Klarka umi donutit Miska vzit néjakou rukavici barvy, kterd se ji zlibi. Jelikoz
je rukavic sudy pocet, je na zadatku fady bild a na konci €ernd rukavice. At uz Klarka vybere
libovolnou z nich, zistanou na obou koncich rukavice stejné barvy. A jelikoz oba hra¢i mohou brat
rukavice jenom z krajii, Misko si nutné musi vzit néjakou rukavici oné barvy (opa¢né, nez jakou
si vzala Klarka). Zarover po jeho tahu se dostavame do téze situace jako na zacatku (nebot na
krajich je jedna bil4 a jedna ¢erné rukavice).

Klérka si tedy umi vybrat v kazdém kole barvu, kterou sebere, ¢imz donuti Miska vzit si opac¢nou
barvu. Je to jedina véc, ke které Klarka umi Miska donutit, proto to budeme chtit vyuzit v jeji
strategii.

Myslenka naseho feSeni bude néasledujici: Klarka si na zacatku vybere jednu z barev a bude
brat rukavice té barvy. V jeden okamzik barvu zméni a az do konce bude brat rukavice druhé
barvy. Intuitivné si mizeme rozmyslet, ze vhodny okamzik na prohozeni nastane. Kdyby barvu
neprohodila viibec, bude mit vice (BUNO) pravych, kdyby ji prohodila na zagatku, bude mit vice
levych. Tedy v prabéhu nastane okamzik, kdy prohozenim barvy, kterou bere, Klarka docili toho,
ze na konci bude mit opravdu stejné od obou druht rukavic.

Nyni si to pojdme dokazat formalnéji.

Kléarka chce sebrat n levych a n pravych rukavic. Mame dohromady 2n cernych a 2n bilych
rukavic, které ovéem mohou byt riizné rozdélené mezi pravymi a levymi. Necht je BUNO biljch
levych rukavic o d > 0 vice nez bilych pravych. Jelikoz dohromady je i 2n levych a 2n pravych
rukavic, bude bilych levych stejné jako ¢ernych pravych, téch tedy bude rovnéz o d vice nez ¢ernych
levych. Zaroven d bude jisté sudé.

Kléarka chce, aby ve vysledku méla stejné pravych a levych rukavic. Dejme tomu, Ze zacne tak,
ze bude brat samé bilé rukavice, zatimco Misko samé cerné. Oznacme si b jako pocet Klarkou
sebranych bilych pravych rukavic minus pocet Klarkou sebranych bilych levych rukavic.

Kléarka si po kazdém Miskové tahu dopocitéa ¢islo ¢ rovné poctu nesebranych cernych pravych
rukavic minus pocet nesebranych ¢ernych levych rukavic. V okamziku, kdy nastane rovnost b = —c,
zméni Klarka strategii a po zbytek hry bere uz jen Cerné rukavice. Pak tedy sebere x1 + b bilych
pravych, x1 bilych levych, x2 4+ ¢ = x2 — b ¢ernych pravych a z2 ¢ernych levych. Obou typi rukavic
bude tudiz dohromady x1 4+x2 a jelikoz jich Klarka celkové sebere 2n, bude to n pravych a n levych.

Nyni staéi pouze dokézat, ze tato situace nastane. Na zacatku hry jsou proménné b a c¢ rovny
0 a d. Po Klar¢iné tahu se ¢ nezméni, kdezto b se zvétsi o 1 (v pfipadé, kdy Klarka sebere pravou
rukavici) nebo —1 (v opa¢ném). Po Miskové tahu se obdobné b nezméni, kdezto ¢ se zméni o 1 nebo
—1. Chceme, aby né€kdy nastala situace, ze ¢ = —b, tedy ze ¢+ b = 0. Na zacatku ¢+ b = d, pokud
by Klarka brala pouze vSechny bilé rukavice, na konci bychom dosli do stavu ¢+ b = —d.

Vsimnéme si, Ze po kazdém kole (tedy po jednom tahu Klarky a jednom tahu Miska) se soucet
¢+ b zvétsi o sudé ¢islo, konkrétné o —2, 0 nebo 2. Za celou hru se soucet zméni ze sudého d na
sudé —d. Kyzena nula je také suda. Tudiz urcité za celou dobu nékdy nastane stav, kdy b+ ¢ bude
nula (kdyby ji soucet nikdy neprosel, nedostal by se na —d, zaroven ji nemuze preskocit, nebot na
to nedéld dost velké kroky).

Klarka ma tedy vitéznou strategii, se kterou Misko nehne, Klarka tedy muze vyhrat nehledé na
to, jak hraje Misko.



POZNAMKY:

Reseni dorazilo pomélu a bohuzel ani viechna z nich nebyla spravna. Néktefi ukazovali, Ze tloha
plati pro konkrétni rozloZeni rukavic, ¢i mensi pocty, a pak se mé snazili presvédcovat, ze to lze
snadno dokézat obdobné pro zbytek piripadi. Takové machani rukama mé vSak typicky nepie-
svédéilo a nemohla jsem udélit body. Body jsem neudélovala ani za spravnou odpovéd. Nejvétsim
problémem v této tloze vsak bylo sklonovani Miskova jména. Proto si prosim poznamenejte: Misko,
bez Miska, Miskovi, vidim Miska, o Miskovi a s Migkem. :) (Adéla Karolina ,, Ada“ Zackova)



