Analyticka geometrie Il

2. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 5. UNORA 2024

Ulohy této série jsou fazeny podle obtiznosti, nikoliv nutné podle poiadi témat v seridlu.

ULoHA 1. (5 BoDV)
Nad stranami trojuhelnika ABC sestrojme ¢tverce ABBj A2, BCC1Bs a CAA;C5. Dale necht K,
L jsou body takové, ze C1CC2K a B1BBsL jsou rovnobézniky. Dokazte, ze trojuhelnik AKL je
pravouhly a rovnoramenny.

ULOHA 2. (5 BoDD)
Pravidelny sedmithelnik ABCDEFG mé kruznici opsanou s polomérem r. Necht je H prusecik
vysek trojuhelnika BCE. Dokazte, ze plati |AH| = 2r.

ULoHA 3. (5 BODD)
Je dan trojuhelnik ABC. Kruznice jemu vepsand ma stfed v bodé I a dotyka se stran AB, AC po
fadé v bodech D, E. Necht jsou D', E’ takové body, ze DD’ a EE’ jsou priiméry kruZnice vepsané.
Dale necht je M stfed strany BC a Q prisecik piimek D’'E’ a BC. Dokazte, %e pfimky IM a IQ
jsou na sebe kolmé.



Analyticka geometrie Il

2. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Nad stranami trojihelnika ABC' sestrojme ¢tverce ABB1As, BCC1 B2 a CAA;Cs. Déle necht K,
L jsou body takové, ze C1CC2K a B1BB2L jsou rovnobézniky. Dokazte, ze trojuhelnik AKL je
pravouhly a rovnoramenny.

RESEN(:

Umistime tlohu do komplexni roviny tak, ze bod A je v po¢atku a komplexni éisla urcujici pozice
bodt budeme oznacovat prislusnymi malymi pismeny.

Ay

Spocteme postupné ¢ — b. Bod Az je pouze otoceny bod B kolem pocatku o —90°, tedy az =
b- (—i) = —bi. Protoze ABB1 Az je rovnobé&inik, plati, Ze by — b = ag — 0 = as = —bi. Usecka
BB> je oto¢end usecka BC o —90°, tedy ba — b = (¢ — b) - (—i) = bi — ci. A protoze BiBB2L je
rovnobéznik, mame

€—b= (b1 —b)+ (ba — b) = (—bi) + (bi — ci) = —ci.

Analogicky! spo¢teme k — c. Bod A; je otocené C o 90°, tedy a1 = ci, protoze CAA1Cs je
rovnobé&znik, mame ¢z —c¢ = a1 — 0 = a1 = ci. Usecka C1C je otocena usecka BC o 90°, tedy

ITento vypodet miizeme nahradit pozorovanim, e uloha je symetricka v B a C, jen orientace
jsou otocené, a tedy misto —i dostaneme +i.



c1 —c= (b—¢)i = bi — ci. Z rovnobé&zniku C1CC2 K mame
k—c=(c2—c)+ (c1 —c) = (ct) + (bi — ci) = bi.
Nyni uz muzeme dopocitat, ze
k=c+(k—c)=c+bi=(b—ci)i=(b+(£—b))i="li

Tedy K je otolené L o 90° kolem bodu A, a tedy AK 1 AL a |AK| = |AL|.

POZNAMKY:
Vétsina fesitelu fesila tllohu vzorové s ruznymi obménami. Néktefi rozepisovali souradnice bodu
vzdy do imaginarni a realné ¢asti, coz neni nutné a akorat to lehce komplikuje zapis. Nasla se i
feSeni Cisté syntetickd, kterd vyuzivala podobnych trojahelniki LBC ~ BCA ~ KC>C'.

(Radek Olsak)

Uloha 2.
Pravidelny sedmithelnik ABCDEFG ma kruznici opsanou s polomérem r. Necht je H priisecik
vysek trojuhelnika BCE. Dokazte, Ze plati |AH| = 2r.

RESEN(:
Sedmé odmocniny z jedné (i,...,({7 tvori v komplexni roviné pravidelny sedmithelnik. Polozme
tedy sedmiuhelnik ABCDEFG do komplexni roviny, aby bylo a = {7 =1, b= (1, ..., g = (6.

Jeho kruznice opsand mé polomér r = 1, proto chceme dokazat |[AH| = 2.
Body B, C, E lezi na jednotkové kruznici, takze je prusecik vysek H dan vzorcem

h=b+c+e=C + ¢+ Ca-

Chceme urcit |AH|, podle vztaht ze seridlu oviem snéaz vyjadiime |[AH|? jako

[AHP? =|h—al* =(h—a)(h—a)= (1 + QL+ -G ++6G—1) =
=(Q+@+a—DC +G+0G-1).

Podle Moivreovy véty pro libovolné k plati { = Cf a (= (177]“. Diky tomu mutzZeme vyraz
roznasobit jen na mocniny (i:

JAHP =¢f + G+ - a+E+d+ G -G+’ + @+ -G -G - -+ 1.
Zaroven plati C17 = (7 = 1, neboli kazdou mocninu od 7 miuzeme zjednodusit vzorcem C17+k = Cf.
Tim se témét viechno odedte a zbyde |AH|? = 4, z éehoZ plyne kyzené |AH| = 2.

POZNAMKY:

Reseni byla vétsinou spravna. Néktei{ si ale nevzpomnéli na néjaky vzorec a misto toho pouzili
rozpis na cos(...) + ¢sin(...), ¢imz si, podle toho ktery vzorec vynechali, bud trosi¢ku nebo az
priSerné zkomplikovali praci rozepisovanim goniometrickych vyrazi. (Matous$ Safranek)



Uloha 3.

Je dan trojuhelnik ABC. Kruznice jemu vepsand ma stied v bodé I a dotyka se stran AB, AC po
fadé v bodech D, E. Necht jsou D', E’ takové body, Ze DD’ a EE’ jsou priiméry kruZnice vepsané.
Déle necht je M stied strany BC a Q prisecik piimek D'E’ a BC. Dokazte, %e primky IM a IQ
jsou na sebe kolmé.

RESENT:

Polozme situaci do komplexni roviny, kde kruznice vepsana je jednotkovéa, a ozna¢me F' bod dotyku
kruznice vepsané se stranou BC'. Reprezentujme body pomoci ¢isel s pfislusnymi nazvy (bodu F'
tedy prislusi komplexni éislo f). Pojdme postupné spoéitat vSechny body ze zadani. Nejprve body

D', E' jsou reprezentované &isly d' = —d, ¢’ = —e.
Body B a C jsou po fadé pruseciky tecen v bodech D, F, resp. E, F, tedy podle cviceni 52 plati
2df 2ef
=—:, c= ——.
d+ f e+ f

Stied M usecky BC' tedy spocitame jako

mo bt daf ef _dfle+f)+ef(d+f) (d+6)f2+2d€f.

= + =
2 d+f e+f (e+ N)d+ 1) (e+Hd+ 1)
Koneéné, bod @ spocitdme pomoci pozorovani 60, kde pfimka BC' je te¢na v F, tedy ,,pfimka FF“

f2(d +e)y—2def —f2(d+e)—2def (d+e)f>+2def
f2—de B f2 —de N de — f2 '

Abychom ukazali, ze IM 1 I1Q, stac¢i nam ukézat, Ze se argumenty ¢isel m a ¢ 1isi o £90°, tedy
ze podil téchto dvou cisel je ryze imaginarni. To uz je snadny pocin, jelikoz se hned od pohledu
bude kratit hezky. Pfi sdruZovani pamatujme, Ze d = :

@_(d+e)f2+2def.(d+e)f2+2def_ de — f2
¢  (e+HA+F T de—f2 (et A+

1

(m)i( de — f2 >7 é_fz B 2 —de _m
o) \e+D@+H)  (1+3)(3+1) G+aU+d o

Hledany podil je ryze imaginarni, tedy (podle véty 35) IM L IQ, coz jsme chtéli.

A

B Q F M c
PozNAMKY:
Vétsina odevzdanych feseni postupovala obdobné jako vzorové feseni, jen par z vas si neuvédomilo,
ze d = %, coz potom lehce zeslozitilo vypocéty. Ale jinak pochvala. (Zdenék Pezlar)
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