Prostory a roviny

2. PODZIMNI SERIE TERMIN ODESLANI: DD.MM 2024

ULona 1. (3 BODY)
Ondra ma papir ve tvaru ¢tverce o strané délky 3. Poradte mu, jak z papiru vystfihnout souvisly
utvar o obsahu 6, ze kterého pak bude moci slozit krychli o hrané délky 1.

ULoHA 2. (3 BODY)
Alicka nasla krychli o hrané délky 1 a obdélnikovy prouzek papiru 1 x 12. Jak lze prouzek obmotat
kolem krychle tak, aby vSechny jeji stény byly v kazdém bodé pokryty dvéma vrstvami papiru?
Prouzek se smi prehybat, ale ne stiihat.

ULOHA 3. (3 BODY)
Rozhodnéte, zda existuje rovina, jejiz fez pravidelnym dvanactisténem je pravidelny Sestitihelnik.

ULOHA 4. (5 BoD®)
Planeta Cunik je dokonala koule. Védci z hlavniho mésta Rypacek postavili supermoderni vesmir-
nou lod Ocések s inovativnim pohonem. Ocések si kazdou vtefinu vybere né&jakou pfimku teénou
k Cuniku, na které se nachézi, a popoleti po ni o libovolnou celoéiselnou vzdalenost. Ocasek vyrazil
na testovaci misi, ktera zacala v Rypacku a skonéila opét nékde na povrchu Cunika. Dokazte, Ze
Ocések na misi uletél sudou celoc¢iselnou vzdalenost.

ULOHA 5. (5 BoD)
Rozhodnéte, zda lze Sest hran libovolného nedegenerovaného ¢tyfsténu rozdélit na dvé trojice tak,
aby z kazdé z nich Sel poskladat nedegenerovany trojuhelnik.

ULOHA 6. (5 BODD)
V PraSeplose stoji nékolik mést. Mezi kazdou dvojici mést vede nanejvys jedna silnice. Silnice se
smi libovolné klikatit, ale nemohou se kiizit (ani mimotroviiové).! Dokazte, Ze z nich lze udélat
jednosmeérné silnice tak, aby z kazdého mésta slo vycestovat nanejvys tfemi silnicemi.

ULOHA 7. (5 BODU)
V prostoru je ddn mnohostén M a uvnitf néj bod P, kterym prochézi nékolik (alespoii jedna) pfimek
L1, ..., Un. Vyznacnou pfimkou stény mnohosténu M nazveme tu z pfimek 1, ..., ¢y, kterd s jeji

rovinou svird nejvétsi thel. Svird-li vice pfimek tentyz nejvétsi thel, volime za vyznaénou libovolnou
z nich. DokazZte, Zze existuje sténa mnohosténu M, ktera je protnuta svou vyznac¢nou piimkou.

ULoHA 8. (5 BODD)
Uhlopticky zékladny ABCD &tytbokého jehlanu ABCDS jsou navzajem kolmé. Navic je jejich
prisecik P zaroven kolmym primétem vrcholu S na zakladnu. Dokazte, Ze vSechny ¢étyfi kolmé
pruméty bodu P na roviny ABS, BCS, CDS a DAS lezi na jedné kruznici.

1Formalné fedeno tedy mésta a silnice predstavuji nakresleni rovinného grafu. O rovinnych
grafech se Ize vice dozvédét v seridlu Letem grafovym svétem zde: |https://prase.cz/archive/34/

perial2. pdf.
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Déleni

2. PODZIMNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Kata a Pepa si koupili kfivolakou tabulku ¢okolddy sloZenou z malych &tvereckii jako na obrazku
nize, kterou si chtéli co nejférovéji rozdélit. Nez to vsak stihli ucinit, prisel Matéj a jeden ctverecek
jim z tabulky snédl. Ktery ¢tverecek mohl snist, aby si posléze Kata a Pepa dovedli zbytek tabulky
rozdélit na dva shodné titvary? Cokolddu je povoleno délit pouze fezy podél hran &étvereckii.

(K&ta Danilina)

RESEN(:

Mat&j mohl snist tmavé vyznaceny dilek a Kata s Pepou si pak mohli podle tlusté ¢ary ¢okoladu
rozdélit na dva shodné utvary. Pokud levy atvar otoc¢ime o 90° proti sméru hodinovych rucicek,
1ze na sebe Gtvary presunout a presvédcit se, Ze jsou shodné.

Takovouto tlohu je mozné fesit metodou pokus omyl, ale mtizeme na to jit chytfeji. Pavodnich
dilku je 21. Kdyz Maté&j jeden dilek sni, zbyde sudy pocet dilkii, a bude tak splnén prvni predpoklad
pro to, abychom mohli ¢okoladu rozdélit.

Dilky muZzeme obarvit dvéma barvami jako Sachovnici. Dilki jedné barvy bude o 1 vice nez
dilki druhé barvy a vime tak, Ze musime odebrat jeden z 11 dilkt barvy s vétSim zastoupenim.
Nesmi to ale byt takovy dilek, po jehoz odebréani by se ¢okolada rozdélila na dva neshodné utvary.
Nakonec jeSté muzeme porovnat Sifku a vysku cokolady, z cehoz plyne, Zze vysledné dva utvary
mohou mit $itku nebo vysku nejvyse 5 dilka.



POZNAMKY:
Volejme slava a tfi dny se radujme... Prakticky vSechna feSeni byla spravna a lisila se prevazné
jen uméleckosti nakresu. (Klarka Grinerové)

Uloha 2.

Dokarzte, Ze pokud pro celd ¢isla a, b plati 20242 — 1 | 2023a + 2025b, potom té7 20242 — 1 | a - b.
(Matous Safréanek)

RESENE:

Nejprve si upravme ¢len 20242 — 1. Pomoci vzorce A2 — B2 = (A — B)(A + B) dostavame

20242 — 1 = (2024 — 1)(2024 + 1) = 2023 - 2025.
Tedy zadani muzeme prepsat jako
20242 — 1 = 2023 - 2025 | 2023a + 2025b.

Dale podotknéme, ze ¢isla 2023, 2025 jsou nesoudélna. Jelikoz se lisi o 2, jejich jedinym spolec-
nym délitelem vétsim nez 1 by mohla byt 2, ale to nejde, protoze jsou licha. Nyni se pustme do
dikazu 2023 | b a 2025 | a, z éehoz dostaneme 20242 —1 = 2023-2025 | a-b. Neboli b = 2023z1,21 € Z
a a = 202522, z2 € Z, z ¢ehoz dostaneme a - b = 202525 - 2023z; = 2025 - 2023 - 27 - z2.

Ze zadani mame

2023 - 2025 | 2023a + 2025b,

tedy 2023 | 2023a +2025b a 2025 | 2023a + 2025b. Vime, ze pokud 2023 a 2025 déli soucet a zaroven
jednoho ze s¢itanci beze zbytku, musi délit beze zbytku i druhého ze sé¢itanci. Tedy v tomto pripadé
2023 | 2025b a 2025 | 2023a. Jelikoz ale 2023, 2025 jsou nesoudélnd, musi byt 2023 | b a 2025 | a.
Coz nam dokazuje tvrzeni.

POZNAMKY:
Vétsina feSeni byla napsana velmi hezky. Bodiky jsem obcas strhla, pokud v dikazu byla pouzita
nesoudélnost, ale nebyla zminéna. V podstaté vSechna spravna feseni spliiovala osnovu jako vzorové
feSeni (pfestoze nékdy to bylo mazané zamaskovano). Jen jedno FeSeni se viibec netrefilo.

(Anna Marie Minarovic¢ové)

Uloha 3.

Ukazte, ze mezi libovolnymi 39 po sobé jdoucimi pfirozenymi Cisly se vzdy nachazi alespon jedno,
jehoz ciferny soucet je délitelny 11. (Natélia Bétorova)
RESEN{:

Mezi uvazovanymi ¢isly najdéme nejmensi takové, které ma na pozici jednicek 0, a oznacme si ho n.
Nasledné si uvédomme, ze pred Cislem n se nachazi maximalné 9 mensich cisel, tudiz mezi nasimi
39 ¢isly vzdy budeme mit vSechna ¢isla od n po n + 29.

Dale se podivejme na ¢islan, n+ 1, n+2, ..., n+ 9. Oznacéime-li si ciferny soucet ¢isla n jako
S(n), tak vidime, ze tato ¢isla maji ciferné soucéty S(n), S(n)+1, S(n) +2, ..., S(n) +9. Nyni se
zaméfme na ¢islo n + 10. U néj mohou nastat dva pfipady:

V prvnim ptipadé se pti pfechodu z n+9 na n 4 10 zméni pouze cifra na pozici jednic¢ek (klesne
z 9 na 0) a cifra na pozici desitek (o 1 vzroste). Celkovy ciferny soucet klesne o 8, takze plati
S(n+10) = S(n+9) —8 = S(n) + 1, z ¢ehoz nésledné plyne S(n+19) = S(n) + 10. Ciferné soucty
S(n), S(n+1), ..., S(n+9), S(n+ 19) jsou pak souborem 11 po sobé& jdoucich pfirozenych &isel,
jedno z nich tedy musi byt délitelné 11, ¢imZz mame pro tuto variantu hotovo.

Ve druhém piipadé mé &islo n + 9 cifru 9 i na pozici desitek (¢ili koncové dvojcisli 99), pti
piechodu na n + 10 se tak zméni i cifra na pozici stovek (a pfipadné i tisict a vysSich fada), ¢imz
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se hodnota S(n 4 10) zméni nepfedvidatelné. Kli¢ové je si ovSem uvédomit, Ze tento ,,pfechod pres
stovky“ mize pro 39 po sobé jdoucich ¢isel nastat nanejvys jednou, mezi ¢isly n + 19 a n + 20 uz
tedy nenastane. Misto S(n), S(n+ 1), ..., S(n+9), S(n + 19) proto sta¢i uvazit ciferné soucty
S(n+10), S(n+ 11), S(n +12), ..., S(n + 19), S(n + 29) a opét dostaneme soubor 11 po sobé
jdoucich pfirozenych ¢isel, jedno z nich jisté délitelné 11. Tim jsme vyfesili i tuto variantu, tloha
je tedy hotova.

POzZNAMKY:

Vétsina doslych feseni pracovala s néjakou variantou vyse popsaného postupu a vyslouzila si plny
pocet bodu. :) (Josef ,, José“ Soural)
Uloha 4.

Fila vzal své oblibené prirozené c¢islo n a nasledné na tabuli pro kazdé z prirozenych cisel n + 1 az
2n napsal jeho nejvétsiho lichého délitele. Uréete soucet vsech ¢&isel na tabuli. (Kéta Danilina)
RESEN(:

Nech d(k) znaéi najvicsieho neparneho delitela ¢isla k a nech S(n) znaci sucet vSetkych ¢isel na
tabuli pre obltibené éislo n. Na zadiatok zistime, Comu je rovné S(1). To bude jednoduché, pretoze
S(1) = d(2) =1, kedze 1 je zrejme najvicsi neparny delitel ¢isla 2.

Teraz sa skisme pozriet na S(n + 1) — S(n). Plati

S(n)=d(n+1)+d(n+2)+ ---+d(2n),
S(n+1)=d(n+2)+ - +d(2n) +d(2n + 1) + d(2n + 2).
Z toho mame
Sn+1)—8S(n)=d2n+1)+d2n+2) —d(n+1).

Vsimnime si v8ak, ze plati d(n+1) = d(2(n+ 1)) = d(2n + 2), pretoze vynasobenim n + 1 ¢islom 2
uréite nezmenime najvicsieho neparneho delitela. Dalej plati d(2n + 1) = 2n + 1, ked%e 2n + 1 je
neparne ¢islo. To znamena, Ze

S(n+1)—8S(n)=d2n+1)+d2n+2)—dn+1) =2n+1,
takze S(n + 1) = S(n) 4+ 2n + 1. Teraz vieme pokracovat dvoma spoésobmi.
RIESENIE POMOCOU INDUKCIE:
Ak sme nejakym spésobom uhadli, Ze by mohlo platit S(n) = n?, tak to vieme jednoducho dokazat
matematickou indukciou. Vieme, Ze plati S(1) = 1 = 12, takze mame prvy krok. Predpokladajme,
e plati S(n) = n? a ukdzeme ze plati S(n + 1) = (n + 1)2. To je vsak jednoduché, pretoze
Sn+1)=Sn)+2n+1=n2+2n+1=(n+1)>2

2

Z toho mame, Ze pre vSetky prirodzené n plati S(n) = n?, ¢o je hladany stdet vSetkych cisel na

tabuli.

RIESENIE BEZ INDUKCIE:
Ak nevieme, ¢omu bude S(n) rovné, moézeme pokracovat s vyuzitim S(n + 1) = S(n) +2n +1
takto!

n—1 n—1 n—1
S)=8SM)+ Y @i+1)=1+2Y i+ 1=
=1 i=1 =1

n(n —1)
—1492. 277
+ 2

Dostévame tak, ze S(n) = n?, ¢o je hladany stdet vSetkych isel na tabuli.

+n—1=14+n’—n+n—-1=n2

!Pri¢om vyuzijeme znamy vztah, ze plati Y7, k = @ Dokaz je mozné najst napriklad

tu: |https://en.wikipedia.org/wiki/Triangular_numbei.
3



https://en.wikipedia.org/wiki/Triangular_number

POZNAMKY:

Vicsina rieSeni postupovala z velkej casti ako to vzorové s tym, Ze riesenia boli ¢asto skratené vdaka
uhadnutiu odopovede n? a naslednym dokazom pomocou matematickej indukcie. (Michal Pecho)

Uloha 5.

PraSestan ma tvar Ctverce, ktery je n — 1 svislymi a n — 1 vodorovnymi primkami rozdélen na
n? obdélnikovych provinci. Rekneme, Ze provincie A se vejde do provincie B, pokud lze B otoéit
o celoc¢iselny nasobek 90° a presunout tak, aby zakryla celou A. Dokazte, zZe miizeme vybrat 2n
provincii tak, aby se pro libovolné dvé z nich jedna vesla do druhé. (Josef Minafik)

RESEN(:
Problém budu fesit pro n > 1. Pro n = 1 je snadné nahlédnout, Ze tvrzeni neplati.

Zac¢néme drobnym tklidem. VSimneme si, ze svislé pfimky ohranicuji sloupce. Tyto sloupce si
preskladame tak, aby nalevo byl nejuzsi a napravo nejsirsi. Stejné tak preskladame radky ohranicené
vodorovnymi pfimkami, aby nahofe byly ty nejnizsi a dole ty nejvyssi. Je dobré si rozmyslet, ze
rozméry provincii se nezméni.

Nyni méjme mnozinu provincii P. Pokud pro libovolné dvé provincie v této mnoziné plati, ze
jedna se vejde do druhé, budeme ji fikat Sunkova.

Nyni si vSimneme, Ze vezmeme-li si libovolnou provincii, tak ta nalevo i ta nahotre se do ni vejde.
Tedy zac¢neme-li v pravé dolni provincii a rozhodneme se provést prichod provinciemi tak, ze jako
nasledujici provincii volime néjakou nahoru nebo doleva. Tak projdeme 2n — 1 provinciemi, které se
do sebe vejdou. Sta¢i ndm tedy najit né€jakou takovou, ze nelezi na nasem prichodu a je s ostatnimi
provinciemi Sunkova.

Provincii v fadku j a sloupci ¢ nazvu A; ;. Dale x; a y; nechf jsou &itka a vyska sloupce i ¢i
radku j.

Nyni ukdzZeme, Ze existuje Ctvefice provincii A; ;, A;y1 5, Ajj+1 a Ajp1 ;41 takova, ze jsou
Sunkové. Uvédomim si, Ze dand ¢tvefice neni Sunkova pravé tehdy, kdyz

Yj+1 > Tit1 A Yj > T, nebo Yjr1 < Tiy1 a y; < T

Tedy pokud jednu z provincii A; j11, Aijy1,; otocim, tak se nevejde do druhé. Vsimnéme si, zZe
pokud yjy1 > w41, pak musi platit i yj4+2 > x;42. Tedy vSechny nerovnosti musi byt jednim
smeérem.

Pro spor predpokladejme, ze zadna takovad ctvefice neexistuje. Pak tedy plati x; > y; pro
vSechna 1 < i < n, nebo z; < y; pro vSechna 1 < ¢ < n. Z toho dostaneme, ze

z1+ o+ T >yt + Yn, nebo T+t T <Y1+ + Yn.

To ale nemuze platit, protoze soucet délek musi byt stejny. Tedy néjaka takova ctvefice musi
existovat.

Nyni jenom v priichodu projdu pres 4; j, Ait1,; a Ajt1,j4+1, coz zvladnu. K provinciim pri-
chodu pfiddm provincii A; j11. Ta se bud vejde do A;y1 ;, nebo A;;1 ; se vejde do ni. Vim, Ze
A; j+1 se vejde do Ajy1 41, tedy se musi vejit do vSech provincii, do kterych se vejde A; 11 j41.
Stejné tak se do ni vejde A; ;, a tedy se do ni vejdou i provincie, do kterych se vejdou do A; 1 j41.
Nasli jsme tedy Sunkovou mnozinu provincii o 2n prvcich.
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POZNAMKY:

Vétsina feSeni byla spravné a postupovala obdobné, néktera obratnéji, jind méné.
(Vojta ,,Dldza“ Gadurek)

Uloha 6.
Je déno prvocislo p. Najdéte vSechny p-tice (a1, a2,...,ap) celych éisel takové, Ze pro kazdé pFiro-
zené cislo n plati
plaf +af+o+aj.

(Matous Safrének)
RESENT:
Ukazeme, ze to jsou pravé ty p-tice, kde maji vSechna a; stejny zbytek po déleni p. Jelikoz nés zajima
jen délitelnost p, muzeme pracovat jen s kongruencemi modulo p. Déle v feSeni vSechny kongruence
tedy myslime modulo p. V feci kongruenci vyhovuji ty p-tice, pro které plati a1 = a2 = --- = ap.
Vyhovuji, protoze pak umocnénim na n-tou dostaneme af’ = af = --- = ay, takze

al +ay +---+ay =p-ay =0.

Zbyvéa dokéazat, ze vSechna ¢isla v p-tici musi byt kongruentni. Nejprve dokizeme, Ze po-
kud p-tice ay,az2,...,ap vyhovuje zadani, vyhovuje i p-tice posunuta o celé ¢islo k, totiz p-tice
a1+k,a2+k,...,ap+k. Pro kazdé n miizeme sumu (a1 + k)" + (a2 + k)" +- - -+ (ap + k)™ rozepsat
pomoci binomické véty

p
Sl k=Y
=1

i=1j

n n

(Matkrs =3 (s> oa =3 (w0 =0,
j=0 =1 7=0
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Pouzili jsme predpoklad, zZe a{ + a% + -+ a{; = 0 pro kazdé prirozené j a také fakt, ze
a(l) + ag + -4 ag = p = 0, kde pokud je a; = 0, tak v binomické vété stale funguje pokladat
af za 1. Tim je dokézano, Ze (a1 + k)" + (a2 + k)" + - -+ + (ap + k)™ = 0 pro kazdé n, takze posu-
nuté p-tice vyhovuje. Specialné pro k = —a1 dostaneme, Ze mame-li vyhovujici p-tici a1, as, ..., ap,
vyhovuje i p-tice a1 — a1,a2 — a1,...,ap — a1, kterdzto ma na prvnim misté nulu.

Uvazme déle kongruenci pro mocninu n = p — 1. Pak pokud a; — a1 # 0, tak podle malé
Fermatovy véty (a; — a1)P~! = 1. A v pfipadé a; — a1 = 0 je (a; — a1)P~! = 0. TakZe mizeme
v sou¢tu (a1 —a1)P 1+ (a2 —a1)P" 1+ + (ap —a1)P~! poéitat jenom nuly a jednicky, ¢ili tento
soucet muze byt v intervalu 0 az p. Aby byl délitelny p, musi tedy byt 0 nebo p, ¢ili soucet samych
nul (vSechna a; — a1 = 0) nebo samych jednic¢ek (vSechna a; — ay # 0). Jelikoz ale pro ¢ = 1 plati
a; — a1 = 0, musi to platit i pro vSechna i, z ¢ehoz plyne, ze pro kazdé i plati a; = a1.

ALTERNATIVN RESEN{:
Vsimneme si, ze pro kazdy polynom Q s celoéiselnymi koeficienty plati2

Q(a1) + Q(az) + -+ + Q(ap) = 0.
To proto, ze je-li Q = knz™ + - - + k12 + ko, tak je
Qar) +Q(az) + -+ Q(ap) = knlal ++++af) -+ ki(ar + - +ap) + ko - p.

U kazdého koeficientu vyjde néco kongruentniho nule.
Uvazme polynom Q, ktery ma kofeny ve vSech &islech (zbytcich) 0,1,...,p — 1 kromé a;. Ten
umime snadno sestavit jako

Q) =(z-0)(z =1)--(z = (a1 = 1)) (z = (a1 + 1)) --- (z — (p = 1))

Pak pokud a; # a1, tak Q(a;) = 0, a v pfipadé a; = a1 je Q(a;) = Q(a1) # 0. TakZe miuzeme
v souétu Q(a1) + Q(az2) + - - -+ Q(ap) pocitat jen nuly a Q(a1). Je tam alespont jedno Q(a1), které
je s p nesoudélné, takze aby soucet byl kongruentni nule, musi jich byt vSech p, procez musi byt
a; = a1 pro vsechna i.

POzZNAMKY:
Vétsina Fesitela si s tlohou poradila jednim z téchto dvou zpusobt. Pak bylo par feseni bez dikazu.
(Matous Safranek)

Uloha 7.

Matous si ve slevé poiidil étvercovou tabulku 13 x 13 a vsiml si, ze 132 = 122 + 52. Tabulku chce
proto roziezat na nékolik dili a nasledné z nich sestavit dvé nové tabulky o rozmérech 12 X 12 a
5 x 5. Rezy Ize vézt pouze po hranach policek tabulky (ne nutné vsak jednim rovnym fezem) a
vzniklé dily je povoleno otacet i preklapét. Na kolik nejméné dili musi Matous tabulku rozdélit,
aby z nich skutec¢né dovedl sestavit dvé nové tabulky 12 x 12 a5 x 57 (Matous Safranek)
RESEN(:

Dokéazeme, ze tabulku 13 X 13 je potieba rozdélit nejméné na ctyfi dily tak, aby z nich nasledné
slo sestavit dvé nové tabulky 12 x 12 a 5 X 5.

Nejprve ukadzeme, ze tabulku nelze rozdélit na 3 nebo méné dild. Pro spor predpokladejme,
ze mame vyhovujici rozfezani tabulky na tfi dily. Pak jeden z dili obsahuje alespon dva ze &tyt
rohovych dilkd pavodni tabulky 13 x 13. Tento dil musi mit v néjakém smeéru velikost 13 ¢tvereckd,
tedy ho urcité zddnym natocCenim nelze vlozit do tabulky 12 x 12 ¢&i do tabulky 5 x 5. To je
pozadovany spor.

2Miizeme Q uvazovat i jako polynom nad Z,, nakonec jde zase jen o hodnoty modulo p.
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Priklady rozfezéani tabulky 13 x 13 na ¢tyfi dily a jejich nasledné slozeni do tabulek 12 x 12 a
5 x 5 jsou napiiklad tyto. Poznamenejme, ze tabulku 5 X 5 vyfizneme vzdy v celku.

POZNAMKY:

Uloha nebyla tézka a mnoho fesiteld si s ni zdarné poradilo. Rozdilngch konstrukei pro &tyii dily
dorazilo sedm, vySe jsou ty nejcastéjsi. Bohuzel, nemald ¢ast prijatych feseni tvrdila, Ze nejmensi
je jiny podet dilfi, a chybné odargumentovala, pro¢ tomu tak je. (Denisa Hanuskova)

Uloha 8.

Dokazte, ze pro libovolna prirozena c¢isla n, k plati

(n!)1+n+n2+-~+n’°*1

(n*)1.

(Maté&j Dolezélek)



RESEN(:
Ulohu si mizeme pieformulovat. Ekvivalentné chceme dokézat, ze vyraz

(n*)!

(n!)1+n+n2+...+nk71

nabyva celoc¢iselné hodnoty. S timto vyrazem se ale jesté pomérné Spatné pracuje, a tak provedeme
fikany teleskopicky trik:

(nk)! n! (n2)! (n3)! (nk)!

() BT Tl (n)™ (2)1 ()™ (k1)1 ()

Tato rovnost funguje, protoze se nam vsichni Citatelé kromé posledmho vzdy vykrati s ¢asti nasle-

-1
dujiciho jmenovatele. Ve jmenovateli i-tého ¢lenu poté zbude (n') , coz se nam celkové posbira
na pozadovany jmenovatel (v prvnim jmenovateli jesté zbude 1!, ale to nic neméni).

Dale by nam tedy stacilo dokazat, ze pro kazdé ¢ dany vyraz

()
(ni=1)1(nt)""”

nabyva celo¢iselné hodnoty. Kdyz se ndm toto povede, pak bude celkovy vyraz souc¢in nékolika
celych cisel, tedy bude sdm celociselny.

Pojdme to nahlédnou kombinatorickou tvahou. Pfedstavme si, ze mame n® prvki a zajimal by
nas pocet moznosti, jak je mizeme rozdélit do n*~! mnozin po n prvcich. Mtzeme si predstavit,
7e viech n' prvki si né&jak poskladame do fady — to zvlddneme udélat pomoci (ni)! zpusobt; a
poté tuto fadu ,nasekdme na kusy“ velikosti n. Tedy prvnich n prvkt dame do prvni mnoziny,
dal$ich n do druhé, a tak dale. Takto ale nékteré moznosti zapoc¢itame vicekrat. Konkrétné jednak
muzeme mnoziny libovolné prohazovat, protoze nas nezajima, ktera je prvni, druh4, atd., zajima
nas pouze to rozdéleni. Mnozin je n*~1, tedy dany pocet vydélime riznym poétem uspoiadani
mnozin, coz je (ni_l)!. Dale nas ale nezajimé usporadani prvkia v rdmci kazdé mnoziny. Prvky
jedné mnoziny muizeme uspotadat n! zptisoby, a protoze téchto mnozin mame n*~!, dohromady
nam to dava (n!)nl ! zpusobt. Celkové tedy dostaneme, ze pocet rozdéleni je tak pfesné ten vyraz,
o kterém jsme chtéli Fict, ze je celoCiselny. Takze vyhravame, a tim je tloha vyfesena.

POZNAMKY:

Vsechna spravna feseni se bud ubirala podobnou cestou jako to vzorové (které je ale do jisté
miry trochu trikové) nebo na to $la trochu vice od lesa pomoci p-valuaci. Ekvivalentné totiz stac¢i
dokéazat, ze p-valuace vyrazu vlevo je pro libovolné prvocislo p mensi rovna p-valuaci vpravo. Pri
tomto postupu bylo ale mnohem snazsi udélat nékde pfi odhadech chybu a v daném lese se tak
ztratit, na coz néktera reseni doplatila. (Lenka Kopfova)



