Kamaradi

2. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 4.BREZNA 2024

Pokud se s kamarady v kontextu geometrie setkavas poprvé, predstavi Ti je tvodni text k této
(i1
Sérii.

ULoHa 1. (3 BODY)
Na soustfedéni prijelo 24 ic¢astnik, z nichz jedna byla Lenka. Néktefi ticastnici spolu uz kamaradili,
jini jesté ne, pficemz kamaradstvi je vzajemné. Lenka sefadila ostatnich 23 ucastnikt do rady tak,
ze n-ty ucastnik se na soustifedéni kamaradi s pravé n Gcastniky. S kolika ucastniky se kamaradi
Lenka?

ULOHA 2. (3 BODY)
Pét kamariddi v podobé bodu si hraje na schovavanou ve ¢tverci o rozmérech 10 x 10, v némz
je umisténo pét prekazek. Jedna ma tvar kruhu se stfedem uprostfed Ctverce a zbylé ctyfi jsou
&tvrtkruhy se stiedy v kazdém z roht étverce. Viechny prekazky maji polomér 3. Ctyfi kamaradi
se schovavaji, paty je hleda. Poradte jim, jak se schovat, aby paty kamarad vidél nejvyse jednoho
z nich, at uz si ve ¢tverci stoupne kamkoli.

ULOHA 3. (3 BODY)
Na Matfyz prislo zkouskové. VSech 1+ 2 + --- 4+ n studentt bude skladat zkousky v n ucebnéch,
do kterych se vejde po fadé 1, 2, ..., n student. Zkouskové ma néasledujici pravidla:

e Na zacatku zkouskového nejsou zadni dva studenti kamaradi.

e Kazdy den zkouskového musi kazdy student skladat zkousku v nékteré z uceben.

e Kdykoliv dva studenti slozi zkousku ve stejné ucebné, stanou se po jejim skonceni uz po
cely zbytek zkouskového kamarady.

e 7 prikazu dekana je prisné zakazano, aby dva studenti, ktefi jiz jsou kamarady, skladali
zkousku ve stejné ucebné.

e Jakmile v dalsi den nelze studenty rozmistit do uceben tak, aby slozili dalsi zkousku,
zkouskové skonci.

V zavislosti na n urcete, kolik dni mize zkouskové nejdéle trvat.

ULOHA 4. (5 BODD)
V roviné je dan trojihelnik ABC. Bod B’ vznikne pieklopenim B pfes pfimku AC, zatimco C’
vznikne pieklopenim C' ptes pfimku AB. DokaZte, Ze prisecik B’C' s C'B lezi na jedné p¥imce
s vrcholem A a stfedem kruznice opsané trojuhelniku ABC.

ULOHA 5. (5 BODY)
Klarka chova n praséatek, z nichz kazdé dvé jsou bud vzajemné kamaradi, nebo vzajemné nepratelé.
Kazdé prasatko ma presné 2024 nepratel. Navic pro kazdé prasatko plati, Ze nepfitel jeho kamarada
je také jeho nepftitel. Urcete vSechny mozné hodnoty n.

Yhttps://prase.cz/commentary/C/serie2j /uvod2j.pdf
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ULOHA 6. (5 BODD)
Uvazme v trojuhelniku ABC kamarady P, @Q spliujici |AP| = |AQ)|. Dokazte, ze B, C, P, Q lezi
na kruznici.

ULOHA 7. (5 BoD)
Je dan trojuhelnik ABC, uvniti kterého lezi bod F spliujici |[<BFC| = |<CFA| = |<AFB|.
Dokazte, ze se pfimky, které dostaneme zobrazenim piimek AF, BF, CF po tadé v osovych sou-
mérnostech dle pfimek BC, AC, AB, protnou v jednom bodé.

ULOHA 8. (5 BoD)
Necht je H ortocentrum ostrothlého trojihelniku ABC s kruznici opsanou w. Body F a F lezi
postupné na stranidch AB a AC tak, ze AEHF je rovnobéznik. P¥imka EF protne w v bodech X
a Y. Oznacme jako Z ten bod, pro néjz je tsecka AZ prumeérem w. Dokazte, ze H je ortocentrum
trojuhelniku XY Z.



Kamaradi

2. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Na soustredéni piijelo 24 ucastnikii, z nichz jedna byla Lenka. Nékteri uc¢astnici spolu uz kamaradili,
Jjini jesté ne, pricemz kamaradstvi je vzajemné. Lenka seradila ostatnich 23 ucastniki do rady tak,
ze n-ty ucastnik se na soustredéni kamaradi s pravé n ucastniky. S kolika ucastniky se kamaradi
Lenka?

RESENT:

Ukazeme, ze kazdy ucastnik v fadé mé pevné dand kamaradstvi s ostatnimi, a z téchto podminek
pak uréime, kolik kamarada ma Lenka. Ucastnik, ktery je 23. v fadé, se kamaradi se véemi ostatnimi.
Kamaradi se tak s Lenkou i s prvnim tucastnikem v fadé. Prvni ucastnik ma ale pouze jednoho
kamarada, a tim paddem se nekamaradi s zadnym dalsim ucastnikem v ¥adé ani s Lenkou. U¢astnik,
ktery je 22. v fadé se uz kamaradi s 23. ucastnikem, ale urcité se nekamaradi s prvnim ucastnikem,
musi se tak kamaradit se zbyvajicimi 21 acastniky v fad€ a s Lenkou. Druhy tcastnik se kamaradi
s 23. a 22. Gcastnikem v fadé a nemuze se tak kamaradit s nikym dalsim.

Stejné muzeme postupovat pro dalsi ucastniky od konce fady, tedy pro 21., 20., ... az po 13.
ucastnika. Ten se kamaradi se vSemi 10 ucastniky za sebou, tcastniky na 11. a 12. misté a s Lenkou.
Ucastnik na 11. misté se tak kamaradi s 11 ucastniky na 23. az 13. misté v fadé. Zbyva tak 12.
ucastnik, ktery se nutné kamaradi se vSemi 11 Gcastniky za sebou a s Lenkou. Lenka se kamaradi
s Gcastniky na 12. az 23. misté v fadé, ma tak celkem 12 kamaradi.

POZNAMKY:

Vétsina fesitelu si s ulohou hravé poradila stejnym postupem jako vzorové feseni. Drobnym za-
drhelem v nékterych fesenich byly plus minus jedni¢kové chyby. (Klarka Grinerova)
Uloha 2.

Pét kamarada v podobé bodu si hraje na schovavanou ve ¢tverci o rozmérech 10 x 10, v némz
je umisténo peét prekazek. Jedna ma tvar kruhu se stfedem uprostied Ctverce a zbylé ctyii jsou
étvrtkruhy se stiedy v kazdém z rohti ¢tverce. Viechny prekazky maji polomér 3. Ctyii kamaradi
se schovavaji, paty je hledd. Poradte jim, jak se schovat, aby paty kamarad vidél nejvyse jednoho
z nich, at uz si ve ¢tverci stoupne kamkoli.

RESEN(:
Ctverec si pojmenujeme ABCD a definujeme A = (-5, —5), B = (5, —5), C = (5,5) a D = (=5, 5).
Kamarady si pojmenujeme @, W, R, T a umistime je na kruZnici uprostied tak, aby platilo

Q= (-3,0), W = (0,-3), R = (3,0), T = (0,3).

Nyni ukadZeme, Ze at si paty kamardd stoupne kamkoliv, tak neuvidi vice neZ jednoho ze ¢ty¥
kamarada.



Vezméme si kamardda Q a urceme odkud je vidét. Plati, ze pokud K¢ je polorovina oddélend
tecnou prochazejici @@ neobsahujici stfedovy kruh, pak @@ muze byt vidét pravé z této poloroviny.
Analogicky miizeme najit poloroviny Ky, Kr a K. VSimneme si, Ze Kq, Kr se neprotinaji a
stejné tak Ky, K. VSechny ostatni dvojice polorovin se protinaji, ale ukdzeme, ze jejich prinik ve
étverci ABCD lezi v néjakém rohovém kruhu, takZe si tam paty kamarad nebude moci stoupnout.
Zvolime dvé poloroviny Kqg a Kyy. Piimky urcujici dané poloroviny se protinaji v bodé S =
(—3,—3). VSimneme si, Ze prinik danych polorovin ve ¢tverci ABCD je ¢tverec s thlopfickou AS.
Délka této uhlop¥icky je v/8, coz je méné nez 3, tedy dany &tverec lezi v rohovém &tvrtkruhu.
Snadno si rozmyslime, Ze stejny postup muzeme pouzit pro libovolnou dvojici.

D C

POZNAMKY:
Vétsina feseni byla spravné, spousta z nich obsahovala hezké obrazky, za coz chvalim.
(Vojta ,,Dldza“ Gadurek)

Uloha 3.
Na Matfyz prislo zkouskové. Vsech 1+ 2 + - - - + n studenti bude skladat zkousky v n ucebnach,
do kterych se vejde po fadé 1, 2, ..., n studenti. Zkouskové ma nasledujici pravidla:

e Na zacatku zkouskového nejsou zadni dva studenti kamaradi.

o Kazdy den zkouskového musi kazdy student skladat zkousku v nékteré z uceben.

e Kdykoliv dva studenti slozi zkousku ve stejné ucebné, stanou se po jejim skonceni uz po
cely zbytek zkouskového kamarady.

e 7 priikazu dékana je prisné zakazano, aby dva studenti, ktefi jiz jsou kamarady, skladali
zkousku ve stejné ucebné.

e Jakmile v dalsi den nelze studenty rozmistit do uceben tak, aby slozili dalsi zkousku,
zkouskové skoncl.

V zavislosti na n urcete, kolik dni muze zkouskové nejdéle trvat.

RESENT:
Pokud n = 1, pak zkouskové muze trvat donekonecna. Déle pfedpokladejme, ze n > 2, tedy ze
ucebna s kapacitou 1 a s kapacitou n nejsou jedna ucebna.

Oznacme si u¢ebny dle jejich kapacity Ui, Us, ..., U,. Déle ozna¢me studenta, ktery byl prvni
den v Uy, jako A a studenty, ktefi byli v Ua, jako B, C. VSimnéme si, ze v kterykoli den zkouskového
vyjma prvniho jsou v U, studenti, ktefi vSechny predchazejici dny — specidlné pak i prvni den —
skladali zkousku v n navzajem ruznych ucéebnach. Kterykoli den kromé prvniho proto bude v U,
pravé jeden student z kazdé ucebny Ui, Us,...,Uy z prvniho dne. To znamend, ze student A tam
musi byt kazdy den vyjma prvniho a stejné tak tam musi vzdy byt jeden ze studentt B, C. Z toho
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ovSem hned plyne, Ze zkouskové nemuze trvat déle nez tf¥i dny. Druhy den se totiz student A
skamardadi s jednim ze studentd B, C, tfeti den s druhym z nich a ¢tvrty den uz pak ucebnu Uj,
nelze zaplnit.

Nyni ukdzeme, ze tfi dny mize trvat zkouskové vzdy. Prvni den rozdélme studenty do uceben
nahodné. Nasledné kazdému studentovi pfifadme uspofaddanou dvojici (z,y), kde = znadi mistnost,
ve které student skladdal zkousku prvni den, a y je jeho pofadové éislo v této uéebné (to jim pfifa-
dime libovolné, tieba dle vysky). VSimnéme si, ze kdyz tyto dvojice zakreslime jako (celoé¢iselné)
body do kartézského systému soufadnic, tak (ndm vznikne hezky trojahelnik a) skute¢nost, ze dva
studenti byli prvni den ve stejné ucéebné, odpovida tomu, ze jim p¥islusné body maji stejnou z-ovou
soufadnici (lezi tedy na stejné rovnobézce s osou y). Druhy den pak miiZzeme studenty rozfadit do
uceben tak, aby ve stejné u¢ebné byli praveé ti studenti, jejichz prislusné body maji shodnou y-ovou
soufadnici (lezi na stejné rovnobézce s osou x). A tfeti den tak, aby méli stejnou hodnotu rozdilu
z — y (lezi na stejné rovnobé&zce s pfimkou z = y).

+ N iz

Pii takovémto rozdéleni neporusime piikaz dékana — aby se néktery den ve stejné ucebné sesli
dva kamaradi, musely by pfislusnymi dvéma body prochéazet dvé rizné primky, coz nelze. Pron > 2
tedy zkouskové muze trvat nejdéle t¥i dny.

POZNAMKY:

Skoro vSechna dosla feseni spravné nahlédla, ze se chtéji zaméfit na situaci v nejvétsi ucebné, a
pouzila podobny argument jako vzorové feseni pro ziskani horniho odhadu tii dnii. Castokrat viak
uz bohuzel neukazala, ze t¥i dny zkouskové opravdu trvat miize — bez toho neni feseni kompletni.
Stejné tak si mnoho fesitelti nevsimlo, Ze tento argument implicitné pfedpoklada n > 1 a ptipad
n =1 je tak tfeba rozebrat zvlast. (Josef ,, José“ Soural)

Uloha 4.

V roviné je dan trojuhelnik ABC. Bod B’ vznikne ptreklopenim B pfes primku AC, zatimco C’
vznikne preklopenim C' pres piimku AB. Dokazte, Ze priise¢ik B'C s C'B le#i na jedné piimce
s vrcholem A a stredem kruznice opsané trojuhelniku ABC.

RESENI:
Priise¢ik piimek B’C a C’'B ze zadani existuje, ozna¢me jej tedy D. Déle sestrojime bod A’ jako
preklopeni bodu A pres pfimku BC.

Nejdrive vyfesime pfipady, kdy bod D bude splyvat s jednim z vrcholi. S vrcholem A nemiize
splyvat nikdy a pro vrcholy B, C je zadani symetrické, staci nam tedy vyfesit jen jeden z téchto
pfipadii. Bez Gjmy na obecnosti feknéme, e splyva s vrcholem B. Pak body B, C, B’ musi byt
na jedné pfimce, tudiz u vrcholu C' musi byt pravy thel. U pravothlych trojahelnika ale lezi stied
kruznice opsané na preponé. V nasem pripadé tak lezi na tseCce AB, a tedy i na pfimce AD,
nebot B = D. V ostatnich pfipadech m4a smysl hledat kamardda bodu D v trojuhelniku ABC a
my dokdZeme, %e to musi byt bod A’.



Trojahelniky ABC’, AB'C a A’BC vznikly pfeklopenim trojihelniku pfes jeho tfi strany a
musi s nim tedy byt shodné. Diky tomu dostavame, Ze tthly <ABC’ a <A’ BC jsou si rovny, a tedy
piimky C’'B a A’B jsou izogondlami vzhledem k tthlu <ABC'. Podobné jsou izogonalami i pfimky
B’'C a A’C, protoze jsou si rovny uhly <B’C A a <BCA’. Dvé z téchto pfimek se protnou v D a
jejich izogonaly v A’. Skute¢né jsou tedy tyto body kamarady. To ale znamen4, Ze i jejich spojnice
s vrcholem A musi byt izogonalami, a to vzhledem k thlu u A.

Z tvodniho textu pak vime, ze ,,O a H jsou kamaradi“, a tedy specialné tyto body lezi na
piimkach, které jsou vzajemné izogonalami vzhledem k tthlu u A. My vSak vime, Ze spojnice AA’
je vyska, a tedy na ni lezi bod H. Stfed kruznice opsané tudiz musi lezet na druhé z izogonal, a
to na spojnici AD. Celkem tak dostavame, ze vzdy, kdyZ priisecik piimek B’C a C’B existuje,
skutecné lezi na jedné pfimce spolu s vrcholem A a stfedem kruznice opsané.

PozNAMKY:

Ulohu $lo vytesit riznymi zptisoby. Asi nejoblibenéjsim z nich bylo ukézat, ze uhly <DAC a <OAC
jsou si rovny. U uhleni bylo tfeba davat si pozor na konfigurace a ptripadné kazdy pfipad vytesit
zvlast. To ovsem néktefi Fesitelé neudélali, a pak uvaZovali pevné pofadi bod na piimce, které
by se ovSem pro jiné konfigurace (napfiklad tupothly trojihelnik) mohlo zménit. Na plny pocet
bodu vsak stacilo vyfesit jen jednu konfiguraci, protoze myslenkové mély vSechny konfigurace stejny
postup, jenom nékteré thly vysly jinak. Za pékné rozebrani vsech konfiguraci obcas slo ziskat bod
imaginarni. (Martin ,, Fofik* Fof)

Uloha 5.

Klarka chové n prasatek, z nichz kazda dvé jsou bud vzdjemné kamarddi, nebo vzajemné nepratelé.
Kazdé prasatko ma presné 2024 nepiatel. Navic pro kazdé prasatko plati, ze nepritel jeho kamarada
Jje také jeho nepritel. Urcete vSechny mozné hodnoty n.

RESENT:

Nejdiiv si vSimneme, ze pokud pro tii prasatka A, B a C plati, ze B se pratelis AiC, paki AaC
jsou pratelé (opa¢nou moznost vylucuje zadani). Jinymi slovy, vSichni pratelé libovolného prasatka
jsou pratelé navzajem. Tedy kazdé prasatko ma jistou skupinku, v rdmci niz se vsichni prateli se
vSemi. Naopak nikdo mimo tuto skupinku se neprateli s kymkoliv v této skupince, jinak by byl
diky pfedchozimu pozorovani jeji soucasti. Prasatka jsou tedy vsSechna rozdélena na urcity pocet
takovych skupinek a pocet pratel kteréhokoliv prasiatka je jen velikost jeho skupinky minus jedna.
Protoze maji ale vSechna prasatka stejné nepratel, maji také stejné pratel, a tudiz jsou vSechny
skupinky stejné velké.
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Reknéme, ze skupinek je j a maji viechny velikost k. Pak pocet nepiatel libovolného prasatka
bude 2024, ale také k(j — 1), protoze kazdé prasitko je nepfitelem prasatek ve vSech jinych sku-
pinkach. Tedy velikost skupinek (neboli k) musi délit 2024 a pro kazdého délitele najdeme pravé
jedno j tak, aby rovnost platila. A pocet prasatek je

1 + pocet pratel + pocet nepratel libovolného prasitka,

tedy 1+ k — 1+ 2024 = 2024 + k. VSechna mozna n jsou tedy 2025, 2026, 2028, 2032, 2035, 2046,
2047, 2068, 2070, 2112, 2116, 2208, 2277, 2530, 3036 a 4048. Z postupu vyplyva, ze pro vSechny
tyto hodnoty lze pratelstvi navazat popsanym zpusobem, protoze kdyz k déli 2024, umime vytvorit
skupinek takovy pocet, aby bylo nepratelstvi 2024 pro libovolné prasatko.

POzZNAMKY:
Vétsina spravnych feseni postupovala jako vzorové. Obcas se objevila alternativni zdivodnéni roz-
déleni prasatek do skupinek, napriklad postupnym odebiranim uplnych skupin, ktera byla obvykle

jinad n opravdu nevyhovuji. (Vit Hanika)

Uloha 6.
Uvazme v trojihelniku ABC kamarddy P, Q spliujici |AP| = |AQ)|. Dokazte, ze B, C, P, Q lezi
na kruznici.

RESEN(:

Nech I je stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC'. Za¢neme s vyuzitim podmienky |AP| = |AQ)|.
Z toho, ze su P a @ kamaréti, mame, ze priamky AP a AQ st izogonaly v uhle BAC, ¢o znamena,
Ze sa na seba zobrazia v osovej simernosti podla osi uhla BAC, ktorou je priamka AI. To znamena,
ze Al je zaroven osou uhla PAQ. Ale kedze plati |AP| = |AQ)|, je trojuholnik APQ rovnoramenny,
a preto je os Al uhla PAQ totozna s osou usecky PQ.

Dalej plati, ze C1T je osou uhla PCQ. Mame tak, Ze bod I lezi na osi tisecky PQ a zéroveii na osi
uhla PCQ, preto I je C-Svrékov bod! trojuholnika PCQ, a lezi tak na kruznici opisanej tomuto
trojuholniku. Analogicky je I B-Svrékov bod trojuholnika PBQ, a teda lezi na kruznici opisanej
tomuto trojuholniku.

» C'

Méme tak, ze body P, C, Q, I lezia na kruznici a zaroven P, B, Q, I lezia na kruznici. Avsak
tieto dve kruznice maju tri spolo¢né body, preto su tieto dve kruznice totozné a mame tak, ze body
B, C, P, Q lezia na jednej kruznici.

POZNAMKY:
Vicsina rieSeni bola ako to vzorové. Niektori riesitelia vSak radsej vyhladavali uplne iné pristupy,
ktoré boli zviiésa o dost zlozitejsie. (Michal Pecho)

LAk nepoznas Svrékov bod, mozes ho spoznat tu: |https://prase.cz/library /SvrckuvBodAKZ |
[SvrckuvBod AKZ.pdf.
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Uloha 7.

Je dén trojuhelnik ABC, uvnitf kterého lezi bod F spliujici |[<BFC| = |<CFA| = |<AFB|.
Dokazte, ze se primky, které dostaneme zobrazenim pfimek AF, BF, CF po fadé v osovych sou-
mérnostech dle piimek BC', AC, AB, protnou v jednom bodé.

RESENT:
Uloha se dala fesit mnoha rtiznymi zptisoby. Téméf zadna dvé z piichozich feSeni nebyla stejna.
Nastinim zde alespon dva sméry, kterymi by se feSeni mohlo odvijet.

RESENT BEZ ZNAMYCH TEZKYCH TRICKU, ALE UHLICI:
Oznacme si Fg, Fy a F. obrazy bodu F postupné podle stran BC, AC a AB. Oznaéme si jako p
piimku AF preklopenou pies BC, jako g pfimku BF' pieklopenou pres AC a jako r ptimku CF
preklopenou pies AB. Pak jisté vime, ze Fy lezi na p a Fj lezi na q. Oznac¢me si D prusecik p a q.
Budeme chtit dokazat, ze bodem D prochézi i r.
Oznacme si K prusecik AF a BC. Vsimnéme si, ze F'A je osa nekonvexniho thlu <BFC, tedy
i FK je osa thlu <BFC, z ¢ehoz plyne, ze |<BFK| = |<KFC| = |[<KF,C| = 60°, kde druha
rovnost plyne z osové soumérnosti. Tedy thel |[<DF,C| = 60°. Obdobné i |[<DF,C| = 60°.
Jelikoz F, i Fp jsou obrazy bodu F v osovych soumérnostech podle BC a AC, plati |CF,| =
|CF| = |CFy|, tedy je trojuhelnik F, F,C rovnoramenny a |<{FqFy,C| = |<<FpF,C|, ozna¢me jej
jako v. Analogicky ozna¢me Ghly |<FoF.B| = |[<F.FoB| = 8 a |[<F.FpA| = |[<FpF Al = a.
Usecka F, F}, tedy svira s pfimkami p i ¢ tthel 60° — +. Analogicky dokazeme, ze F.F, svird s p
ir thel 60° — 8 a FpF. s q i r thel 60° — a.
Pojdme si nyni dopoéitat thly <{FoF.F, a <FqDFy:

|<FuFeFy| = 60° — B+ 60° —a = 120° — B — a,
|<tFa DFy| = 180° — 2 (60° — ) = 60° + 27.

Z trojahelniku FyFyF. pak ziskdvame 2 - (60° — o + 60° — 8 + 60° — v) = 180°. Diky tomu
|<<FaDFy| = 2-|<Fq FeFyl, a jelikoz zaroveni vime, ze D lezi na ose F, Fp, je nutné stfedem kruznice
opsané trojuhelniku Fy Fy F.. Nebot totéz lze dokazat pro zbylé dva pruseciky dvojic piimek p, g,
r, nutné vSechny t¥i body splyvaji a pfimky se tedy protinaji v jednom bodé.

Pokud oplyvame znalosti Cevovy véty a jeji trigonometrické verze, muzeme si posledni ¢ast
feseni zjednodusit nasledovné:

Vime, ze pro trojuhelnik Fi, Fy F. a pro piimky p, q, r plati

sin |[<FcFpq| sin|<FpFap| sin|<FgFer|
sin |<(qF,Fo| sin|<pFoFe| sin|<rFgFp|

je rovno jedné, pravé tehdy, kdyz se p, ¢ a r protinaji v jednom bodé. Jelikoz ale

sin |[<FcFyq| sin|[<FyFop| sin|<aFgFer|  sin(60° —a) sin(60° —+v) sin(60° — j3)
sin|<qF,Fo| sin|<pFoF.| sin|<rF,Fy|  sin(60° —v) sin(60° — 3) sin(60° — )

=1,

ziskavame, ze se p, g a r opravdu protinaji v jednom bodé.



RESENT POMOCI FERMATOVA A IZODYNAMICKEHO BODU (INSPIROVANE RESENIM DAVIDA HROMADKY):
Vsimnéme si, ze F je znamy Fermativ bod. Rovnéz je znamo, ze kamaradem Fermatova bodu
F je tzv. izodynamicky bod (ozna¢me jej S). Budeme chtit dokdzat, ze S bude lezet na kazdé
z inkriminovanych pifimek.

Izodynamicky bod mé spoustu zajimavych vlastnosti?. Mimo jiné tu, Ze lezi v prusediku t¥i
Apolloniovych kruznic vzhledem ke vSem tfem vrcholim trojahelniku ABC'. Nakresleme si tedy
A-Apolloniovu kruznici k a oznaéme E jako patu osy uhlu u vrcholu A na BC.

Jelikoz A-Apolloniova kruZnice je symetrickd podle BC, bude i bod S’, ktery je obrazem bodu S
v osové soumérnosti podle BC, lezet na k. Jelikoz bod F lezi na BC), lezi tedy na ose SS’. Zaroven
z definice Apolloniovy kruznice lezi i na k. Je tedy Svrékovym bodem trojihelniku S’ AS, tudiz AE
je osa thlu S’ AS. Jelikoz je zaroveii i osou uhlu F'AS (z definice kamaradi), budou body S’, F a
A lezet na jedné ptimce. A jelikoZ je S obraz bodu S’ podle osy BC, bude lezet na obrazu pfimky
AF podle osy BC, coz je to, co jsme chtéli dokazat.

Analogicky pak dokadzeme, ze S lezi i na zbylych obrazech primek BF a C'F, ¢imz mame dukaz
dokoncen.

Bod S lezi na kazdé z inkriminovanych pfimek, tudiz se vSechny protinaji v jednom bodé (v S).

POZNAMKY:
Resitelé, ktetfi poslali kompletni feSeni, se vidy dopracovali k cili. Reseni byla vesmés elegantni a
p&kné napsana, udélala mi velkou radost, hezky se ¢etla. :) Mnoha FeSeni si vybrala jinou vlastnost

2Muizes si o nich precist napiiklad zde: |https://en.wikipedia.org/wiki/Isodynamic_poind.
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izodynamického bodu (nez tu, co jsem uvedla vyse), kterd jim pomohla dospét stastné k cili, ale
vSechny zpusoby by se mi sem nevesly.

Za casteCna FeSeni jsem udélovala body podle toho, v jaké casti feSeni vedouciho k cili se na-
chézela. (Adéla Karolina ,, Ada“ Zackova)

Uloha 8.
Necht' je H ortocentrum ostrouhlého trojihelniku ABC s kruZnici opsanou w. Body E a F lezi
postupné na stranach AB a AC tak, ze AEHF je rovnobéznik. Pfimka E'F protne w v bodech X

a'Y. Oznac¢me jako Z ten bod, pro néjz je usecka AZ prumérem w. Dokazte, ze H je ortocentrum
trojuhelniku XY Z.

RESENI:

Stfed w oznac¢me jako O. Prvnim dulezitym krokem feseni je ukazat, ze stfed EF je také stfedem
XY.

Protoze O lezi na ose tsecky XY, chceme ukézat, ze lezi i na ose tsecky EF. K tomu by
stacilo v&dét, ze |[<EFO| = |<FEO|. Diky tomu, ze AEHF je rovnobéznik ale vime, ze |[<BEH| =
|[<CFH|. Radi bychom tedy ukézali, ze EH a FO jsou izogonaly v thlu BEF, obdobné pro FH
a FO. O H a O z tvodniho textu vime, Ze jsou kamaradi, ovSem v trojuhelniku ABC. Zaroven
neni jasné, jak thly BEF a CFFE interpretovat. Jsou to sice vnéjsi thly trojuhelniku AEF, neni
ale jasné, jak ukazat, ze O a H jsou v AEF kamaradi. Nastésti se muzeme divat na BEF a CEF
jako na vnitfni thly ¢tyfthelniku BCFE a uvédomit si, ze zkoumani kamarada neni omezeno jen
na trojuhelniky!

Kamarad bodu v n-tthelniku pro n > 3 je definovan stejné jako kamarad v trojuhelniku. Tedy
konkrétné pro étyfuhelnik KLMN jsou P a Q kamaradi v KLM N, pokud jsou nasledujici dvojice
primek izogondly v prislusnych thlech: KP a KQ, LP a LQ, MP a MQ, NP a NQ. Navic plati
nasledujici lemma:

Lemma. Uvnitf konvexniho ¢tyithelniku KLMN lezi bod P. Bod P ma kamarada v KLMN,
pravé kdyz |[<KPL| + |<MPN| = 180°.

Dikaz. Pieklopme P v osové soumérnosti podle stran K LM N, ozna¢me jeho obrazy postupné
P1, P>, P3, P4. Stejné jako v diikazu tvrzeni ,, Alternativni konstrukce kamarada“ v ivodnim textu
1ze dokézat, ze osa tsecky PiP» je izogondla k LP v Ghlu KLM. Obdobné to bude platit pro
osy useCek PoPs, P3Py a P4P;. Tedy P ma v KLM N kamarada pravé tehdy, kdyz je P1 P2 P3Py
tétivovy ctyruhelnik.

Necht Pj P} P} P, jsou postupné paty z P na strany K LM N. Pak je P{ Py P} P, obraz P| P, P3P,
ve stejnolehlosti se stiedem P a koeficientem % Zaroven K P{PP; je diky pravym thlam tétivovy,
tedy |<PP;P{| = |<PKP]| = |[<PKL|. Obdobné pfeneseme i dalsi thly a dostaneme

|<KPL|+ |<MPN| = (180° — |<PKL| — |<PLK]|) + (180° — |<PMN| — |[<PNM]|) =
=360° — |<PP,P}| — |<PPyP}| — |<PPyPj| — |<PP,P}| =
= 360° — |<<P| PjPj| — |<P| P} P}).

Levé strana je 180°, pravé kdyz je prava strana 180°, coZ je pravé tehdy, kdyz je P{P;PjP;
tétivovy, presné jak chceme. O



Protoze AEHF je rovnobéznik, za vyuziti zndmych vlastnosti ortocentra dostavame
|<EHF|=|<EAF| = |<BAC| =180° — |<BHC|.

Tedy |<EHF|+ |[<BHC| = 180°. Tudiz H a ¢tyithelnik BCFE spliiuji podminku z lemmatu.

Pouzijeme-li tvrzeni ,,OH jsou kamaradi“ pro trojuhelnik ABC, zjistime, ze BH a BO jsou
izogonaly v tthlu ABC a CH a CO jsou izogonaly v thlu ACB. Protoze prisecik pfimek je jen
jeden, podle pfedchoziho lemmatu je O kamarad H i v ¢tyfahelniku BCFE. Protoze AEHF je
rovnobéznik, dohromady dostavame

|<FEO| = |[<BEH| = |<HFC| = |[<EFO|.

Tedy O lezi na ose usecky EF. Zaroven ale lezi na ose tsecky XY, protoze je to stfed w. Tudiz
stiedy tseéek EF a XY jsou vskutku jeden bod, ozna¢me ho S.

Je znamo, ze obraz ortocentra XY Z podle S (stfedu tsecky XY') tvori se Z pramér w. Bod,
ktery lezi na pruméru w se Z, je ze zaddni A. Tedy jeho obraz podle S je ortocentrum XY Z.
Protoze AEHF je rovnobéznik, je tento obraz H, pfesné jak jsme chtéli.




POZNAMKY:
Seslo se Sest feseni a kazdé bylo svym zptsobem jedinecné. Ukazalo se, ze tlohu lze vyfesit mnoha
riznymi zplsoby, od pouhého (a zdlouhavého) poé¢itani s komplexnimi ¢isly, pres dlouhé pfendseni
thltd az po vyuziti mocnosti bodu ke kruznici. Ve vSech postupech ale hral dilezitou roli fakt, ze
stfedy FF a XY jsou totozné.
Mohlo by se zdat, ze lemma v feSeni je trochu nahodné. Je to ale tvrzeni, které uz se v soutézich
nékolikrat objevilo (pfikladem je tfeba IMO 2018), muze tedy byt hodné zapamatovani samo o sobé.
(Magdaléna Misinov4)
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