Analyticka geometrie |

1. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 4.PROSINCE 2023

Ulohy této série jsou fazeny podle obtiznosti, nikoliv nutné podle poiadi témat v seridlu.

ULoHA 1. (5 BoDV)
Dokazte, ze pro kazdy tétivovy ctyithelnik ABC D plati

|AC| _ |AB|-|DA| +|BC|-|CD|
|BD|  |AB|-|BC|+ |DA|-|CD|’

ULOHA 2. (5 BoD)
Budte w1 a ws kruznice, které maji vnitini dotyk v bodé A, pricemz ws lezi uvnitt wy. Zvolme
tétivu BC kruznice wi, kterad se dotyka kruznice wa. Dokazte, ze pomér délky usecky BC a obvodu
trojuhelnika ABC nezavisi na volbé tétivy BC.

ULOHA 3. (5 BoD)
Na strané BC' obdélnika ABC D lezi bod P takovy, ze |[<APD| = 90°. Na pfimce AD mimo tsecku
AD lezi body @ a R takové, ze |AQ| = |BP| a |DR| = |CP)|. Kruznice k prochéazi body Q, D a
stfedem kruznice opsané trojuhelnika DPQ. Obdobné kruznice ¢ prochazi body A, R a stfedem
kruznice opsané trojuhelnika APR. Dokazte, ze jedna z kruznic, které se dotykaji pfimky AD a
kruznic k a £, ma polomér 2 - |AB].



Analyticka geometrie |

1. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Dokazte, ze pro kazdy tétivovy ctyrihelnik ABCD plati
|AC|  |AB|-|DA|+|BC|-|CD|
|BD| |AB| - |BC|+ |DA|-|CD|

(Zdenék Pezlar)

RESEN(:

Ozna¢me |<DAB| = «, |<ABC| = . Dle rozsifené sinové véty (véta 35 v 1. dile seridlu) plati
AC BD
ol 1o _,,
sin 8 sin

kde r znaéi polomér kruznice opsané. Odtud méme Jggl‘ = :;Eg

Jednou z vlastnosti funkce sinus je fakt, Ze sina = sin(180° — «) (tvrzeni 30 v 1.dile seridlu)
pro libovolné a € (0,180°) . Jelikoz étyfuhelnik ABCD je té&tivovy, soucet jeho protéjsich thla je
vzdy 180°. Tedy plati

sin<<BCD = sin(180° — a) = sina,

sin <CDA = sin(180° — ) = sin 8.

Dle znamého vzorce pro vypocet obsahu trojuhelnikt (véta 33 v 1. dile seridlu) pak mame
1 1
SABc:§|AB|-|BC\~sin[3, SDAB:5|AB\~|DA|~sina7
1 1
SCDA:§|DA\~|CD|-sin6, SBCD:§|BC\'|CD|~sina.
Dale si uvédomme, %e Spgc + Scpa = Spap + Seep = Sapcp. Odtud mame rovnost:

1 1 1 1
5\AB| -|BC| -sin 8 + 5\DA| -|CD| -sinf = §|AB\ -|DA|-sina + 5|BC| -|CD| - sinc.
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Muzeme déale upravovat:
(|JAB| - |BC|+ |DA|-|CD]) -sin8 = (|AB| - |DA| + |BC| - |CD]) - sinc.
Coz je ekvivalentni s
sin3  |AB|-|DA|+|BC|-|CD|
sina ~ |AB|-|BC|+|DA|-|CD|’
Odtud jiz ovSsem plyne rovnost, kterou jsme chtéli dokazat:
|AC| _sing _ |ABJ|-|DA|+|BC|-|CD|
|BD| ~ sina  |AB|-|BC|+|DA|-|CD|’

POZNAMKY:

Valna vétSina resitelt llohu zdarné pokofila stejnym ¢i podobnym zpusobem jako vzorové feseni.
Neékteri fesitelé se rozhodli ilohu upocitat pomoci kosinové véty, ¢i vyuzili mocnosti bodu ke kruz-
nici. Jeden Tesitel se dokonce vydal cestou feseni pomoci vln ze serialu. (Vendula Onderkové)

Uloha 2.
Budte w1 a wo kruznice, které maji vnitini dotyk v bodé A, pricemz ws lezi uvniti wi. Zvolme
tétivu BC' kruznice w1, kterd se dotyka kruznice wo. Dokazte, Ze pomér délky usecky BC a obvodu
trojuhelnika ABC' nezavisi na volbé tétivy BC. (Matous Safranek)
RESEN(:
Necht pro bod X na kruznici wi znadi tx délku teény z X k wa. Podle diikazu tvrzeni 86 v seridlu je
pomér ‘Z’)‘(l konstantni nehledé na polohu X, oznaéme ho k.! Specialné pak plati ‘;%‘ = Iziiccl =k.
Vsimnéme si, ze usecka BC je bodem doteku s w2 rozdélena na te¢nu z B a teCnu z C, ¢ili
|BC| =tp + tc. Ted uz stadi jen trochu poé¢itani a mame hotovo.

Nejprve ukazeme, ze

|BC| _ tp+tc
|AB| +|AC| |AB|+ |AC|
je konstanta. Médme tgp = k- |[AB| a t¢ = k- |BC|, to sefteme na tp + tc = k(|AB| + |AC|) a
vydélenim |AB| + |AC| dostaneme

lp+ic
|AB| + |AC|
Z toho uz plyne, ze i
|BC|
|AB| + |BC| + |AC|

je konstanta, jak mame ukazat. To proto, ze

|BO| 1 1 1

= TAB[+|BC[+[AC] [AB[+[AC] -
|AB| + |BC| + |AC] 5] 1+ HBHL 1+ 1

POZNAMKY:

Vétsina feSeni postupovala zhruba takhle. Nékteri fesitelé hybali moc volné; pohyblivy bod je

tfeba si vybrat a typicky bude jen jeden. Musi se totiz hybat ,stalou rychlosti®, takze kdyz si tfeba

fekneme, Ze jeden konec tétivy bude pohyblivy, druhy uz byt nemuze. Dva epicti fesitelé uz naopak

pochopili duch seridlu, fekli si: ,nemiize to nevyjit“ a postupovali analyticky v soufadnicich.
(Matous Safrédnek)

LV serialu se tento fakt odvodi z linearity mocnosti a pouzije se v diikazu, e je-li X pohyblivy,

je tx vlna. Jelikoz mé tx i AX nulu v X = A, jde z toho i zpétné odvodit, ze je ‘2’;‘ konstanta.
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Uloha 3.

Na strané BC' obdélnika ABC D lezi bod P takovy, ze |<APD| = 90°. Na piimce AD mimo tsecku
AD lezi body Q a R takové, ze |AQ| = |BP| a |DR| = |CP|. Kruznice k prochazi body Q, D a
stfedem kruznice opsané trojuhelnika DP(Q). Obdobné kruznice ¢ prochazi body A, R a stiedem
kruznice opsané trojuhelnika APR. Dokazte, ze jedna z kruznic, které se dotykaji piimky AD a
kruznic k a ¢, mé polomér 2 - |AB). (Zdenék Pezlar)

RESENT:
Oznac¢me Py patu kolmice z bodu P na tsecku AD a uvazme bod S takovy, ze P je stfedem SPp.
Ukazeme, ze S je stied hledané kruznice. Vsimnéme si, ze bod S je od primky AD vzdaleny presné
dvojnasobek délky usecky AB, staci nam tedy ukézat, Ze kruznice m s polomérem 2|AB| a stfedem
v S se dotyka kruznic k a £. Pouzijeme trochu fikané kartézské souradnice.

Vyuzijeme trik — rozmysleme si nasledujici podminku, kdy se dvé kruznice dotykaji. Pouzit ji
bude jednodussi nez pocitat pruseciky kruznic.

Lemma. Méjme dané dvé kruznice K, L se stfedy Ok a Op, a poloméry ri > ry, takové, ze Op,
lezi uvniti K. Pokud plati |OgOpr| = rx — rr, maji kruznice vnitfni dotyk.

Dikaz. Dejme tomu, ze plati |OxOp| = rx — rr. Pak pro libovolny bod P € L plati z troja-
helnikové nerovnosti |POk| < |POL| + |OxOL| = rp + rx — 1L = 1k, tedy P lezi uvniti kruhu
s hrani¢ni kruznici K. Pro bod P € L lezici na piimce Ok O}, jako jediny nastane rovnost, je to
tedy jediny pruasecik kruznic K a L. Kruznice se proto dotykaji. O

Ted uz mame cil, pustme se do toho. Zavedeme si $ikovné soufadnou soustavu tak, ze A =
(=2¢,-1), B = (—2¢,1), C = (2¢,1) a D = (2¢,—1) pro néjaké kladné realné c. Bod P lezi
na kruznici nad pramérem AD, kterd mé rovnicové vyjadieni x2 4 (y 4+ 1)2 = 4c2. Jeji prisecik
s ptimkou BC, tedy y = 1, bude spliiovat x = 42v/c2 — 1. Specialné pokud bod P existuje, tak
¢ > 1. Oznaéme t = v/c2 — 1 a m&jme tedy P = (2¢,1). Bod S ma pak soufadnice (2t, 3) a kruznice
m rovnici (z—2t)2 + (y—3)? = 42. UkdzZeme, ze kruznice m se dotyk4 kruznice k. K tomu nebudeme
nijak potfebovat bod R, proto si s nim nebudeme lamat hlavu.

Pocitejme — zjevné AQ || BP a dle zadani |AQ| = |BP]|, ¢tyfuhelnik APBQ je tak rovnobéznik,
bod @ tudiz miZeme spoéitat souradnicové jako Q@ = A+ B — P = (—4c — 2t,—1).

Nyni ozna¢me O bod se soufadnicemi (—c — t, —2). Ukdzeme, ze O je stfed kruznice opsané
DPQ. Jisté plati |O1D| = |O1Q)|, protoze osa usecky DQ ma rovnici x = —c — t, je totiz kolma na
piimku AD a prochéazi stiedem DQ. Dale spo¢itdme pomoci ¢? = t2 + 1

|01D] = /(=3¢ — )2+ 1=1/9c2 + 6ct + 12 + 1= /c2 +6¢t + 92 + 8+ 1 = 1/(—c — 3t)2 + 9,

coz je rovno |O1P|. Plati tedy |01Q| = |O1D| = |01 P| a O1 je hledany stied.

Nyni spoéitdme stied kruznice k. Tvrdime, Ze bod O3 = (—c — ¢,v), kde v = 5¢2 + 3ct — 2,
je timto stfedem. Protoze O3 ma stejnou x-ovou soufadnici jako O1, tyto dva body lezi na stejné
kolmici k AD, tedy na ose DQ. Pro nase zvolené v pak zatneme zuby a ovéfime, ze O3 lezi na ose
usecky O;1D. Pocitejme

0301 =v+2=+Vv2+4v+ :\/(U+1)2+2U+3:\/(U+1)2+2(502+36t—2)+3:

:\/(v+1)2+902+60t—1+02:\/(v+1)2+902+6ct+t2:\/(v+1)2+(3c+t)2,

coz je rovno |O3D|. Proto je Oz opravdu st¥ed kruznice opsané.
Polomér kruznice k, jakozto kruznice opsané O1DQ, bude |O301| = v + 2. Pojdme ovéfit,
ze muzeme pouzit lemma. Ukadzeme, ze bod S lezi uvnitf kruznice k. Ekvivalentné upravujme
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potfebnou nerovnost

IA-~

1055 = \/(—e—t—26)2 + (v~ 3)2 v+ 2,

?
4 6ct+9t2 < (v+2)% — (v—3)2 =100 — 5 = 10(5¢? + 3¢t — 2) — 5,
?

9t2 + 25 <

49¢% + 24ct,

coZ je jasné, protoze (jak jsme jiz zminili) plati ¢ > ¢t a ¢ > 1. Bod S tedy lezi uvniti kruZnice k.
Dale polomér k je v + 2 = 5¢2 + 3¢t > 4, coz je polomér m. Koneéné, absolutni hodnota rozdilu
polomért kruznice k a m je rovna |v + 2 — 4| = v — 2. Sta¢i ndm ovétit, zda plati rovnost

(—c—t—2t)% + (v—3)2 = 035> = (v — 2)2,

(—c—3t)2 = (—c—t—2t)2 L (v—2)2 — (v—3)2 = 20 — 5 = 2(5¢ + 3ct — 2) — 5,
2 +9t2 +6ct

102 + 6ct — 9,
”
9 =9(c? — t?),
coz vskutku plati. Podle lemmatu se tak kruznice m a k dotykaji. Symetrickym postupem bychom
dokazali, ze m se dotyka i druhé uvazované kruznice, jsme proto hotovi.
POZNAMKY:

Uloha byla t&z8i. Dulezitou &asti bylo spravné zvolit podminky, jinak feceno vhodné zvolit sou-
fadnou soustavu, a neztratit se v mofi vyrazi. Zadné ze ti¥i feSeni se vzorovou cestou nevydalo,
nicméné fesitelé pochopili duch seridlu a fadné pocitali. (Zdenék Pezlar)



