Posloupnosti

1. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 5. UNORA 2024

ULona 1. (3 BODY)
Vitek vzpomina na uplynuly rok. Na tabuli by chtél napsat posloupnost 1012 pfirozenych cisel se
souctem 2023. Trpi vSak bytostnou hriizou z ¢isla 3. Chce proto napsat takovou posloupnost, v niz
navic zaddny tsek nékolika po sobé jdoucich éisel nebude mit soucet 3. Poradte mu néjakou takovou
posloupnost.

ULoHA 2. (3 BODY)
Kéta si pise posloupnost ptirozenych éisel nasledovné: zaéne élenem a; = 1 a nasledné vzdy zvoli
za ap+1 to nejmensi prirozené ¢islo takové, aby

nsn(ai,a2,...,an,ant1) > nsn(ai, az, ..., an).

Urcete vSechna prirozena cisla, ktera se v posloupnosti vyskytnou.

ULoHA 3. (3 BODY)
Ada ma posloupnost {Pn}52 1 po dvou riznych redlnych cisel. Vime, Ze i-ty prvek této posloupnosti
je obsazen v souvislé monoténnil podposloupnosti délky alespon i + 1. Dokazte, ze posloupnost
{Pn}52; je od jistého ¢lenu monoténni.

ULOHA 4. (5 BoDY)
Arcimag Radecek dostal pod stromecek nekone¢nou sadu zavazicek. Sada obsahuje zavazicka o klad-
nych lichych celoc¢iselnych vahach, pricemz kazdé ¢islo je zastoupeno praveé jednou. Potom si napsal
posloupnost a2, as, ..., kde a,, je pocet zpusobu, jak muze Radecek ze svych zévazicek poskladat
vahu n. Dokazte, ze tato posloupnost je neklesajici.

ULOHA 5. (5 BoD)

Venda zkouma posloupnost racionélnich ¢isel zadanou ¢lenem v; = 2024 a predpisem

Un+41 = Un + —
Un

pro v8echna n > 1. Dokazte, Ze Venda nedovede zadné v, zapsat jako druhou mocninu racionalniho

cisla.
ULoHA 6. (5 BODD)
Rozhodnéte, zdali existuje nekone¢na posloupnost pfirozenych &isel {an}52 , ktera spliiuje

An+2 = AGn+1 + \/ant+1 + an

pro kazdé prirozené n.

IPosloupnost je monoténni, pokud je celd rostouci nebo celd klesajici.



ULOHA 7. (5 BODD)
Petr a Misko nasli arcimégovu knihu s postupem vyroby ¢arovné posloupnosti {Fp}52 ;: ,, Zacnéte
s libovolnymi pfirozenymi ¢isly jako prvnimi dvéma ¢leny F1, Fa, pak pro n > 2 pocitejte a zapisujte
Fy, = anl + Fn72~“

Petr si zvolil ¢isla F1 = 1 a Fo = 2, zatimco Misko si zvolil F1 = 2, F» = 1 a pak kazdy
popsal svoji posloupnosti cely sviij nekoneény pergamen. Urcete, ktera Cisla se vyskytla na obou
pergamenech (ne nutné na stejné pozici v posloupnosti).

ULOHA 8. (5 BoD®)
Pro pfirozené ¢islo ¢ > 1 zavedme posloupnost realnych ¢isel {5, }22 ; pomoci 1 = c a pfedpisu

Tntl =C-Tpn + V2 —1-4/x2 —1

pro vSechna n. Dokazte, ze kazdé x,, je celé cislo.



Posloupnosti

1. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Vitek vzpoming na uplynuly rok. Na tabuli by chtél napsat posloupnost 1012 pfirozenych cisel se
souctem 2023. Trpi vsak bytostnou hriizou z ¢isla 3. Chce proto napsat takovou posloupnost, v niz
navic zadny tsek nékolika po sobé jdoucich ¢isel nebude mit soucet 3. Poradte mu néjakou takovou
posloupnost.

RESEN(:

Podivejme se na souvislé podposloupnosti, které jsou v nasi vysledné posloupnosti zapovézené,
protoze jejich soucet je nepfistojné ¢islo tfi. Nesmime miti jakoukoliv podposloupnost obsahujici
vice nez dvé jednicky za sebou (pak nutné existuje podposloupnost 1, 1, 1 se souctem 3). Dale zadna
1 nesmi sousedit s 2. A posloupnost nesmi obsahovat 3. 1 proto nemuze sousedit ani s 3.

Rozdélme si nyni nasi posloupnost na 337 trojic a podposloupnost délky 1 na konci
(337 -3 41 = 1012 ¢lend). Vzhledem k omezenim mohou byt nejmensimi ,stavebnimi trojicemi*
pouze 1,1,4,1,4,1, ¢i 4,1,1. Pokud z takovychto trojic poskladame nasi posloupnost, dostaneme
soucet (1 + 1+ 4)-337 = 2022. Abychom dostali celkovy soucet 2023, musime tedy jako posledni
prvek posloupnosti dat 1. To nam ovSem vyfadi trojici 4, 1,1, jelikoz s ni bychom meéli na konci
podposloupnost 1, 1,1, coz nemtizeme. Reseni tedy mame dveé, a to 1,1,4,1,1,4,...,1,1,4,1, kde
trojice 1,1, 4 se opakuje 337krat, a 1,4,1,1,4,1,...,1,4,1,1.

Ukazme si, ze uvedené posloupnosti skutecné spliuji podminky ze zadani. Jejich soucet
je (14+1+44)-337+ 1 = 2023 a z4dna podposloupnost nebude mit soucet t¥i (podposloupnost
délky jedna bude mit soucet 1 nebo 4, podposloupnost délky dva bude mit 2 nebo 5, podposloup-
nost délky t¥i pouze 6 a podposloupnosti délek vice nez t¥i budou mit souéty vyssi nez 6).

POzZNAMKY:
Ulozka byla lehoulinka, takze naprosta vétsina feSeni byla tiplné spravné. Jediné nesrovnalosti na-
staly, kdyz si fesitelé vylozili zadéni trochu jinak (podposloupnost délky 1 nezahrnovali do souétové
podminky, takze pak se jim ve vysledné posloupnosti objevovala trojka), popfipadé kdyz za cel-
kovy soucet povazovali 2024, ne 2023 (coz je plné intuitivni, pokud ulozku Fesili az v tomto roce).
Za takovéto chybicky jsem bodiky nestrhéavala.

Ze zcela nematematického soudku, chtéla bych vyzdvihnout feSeni, které mne velmi rozveselilo
kreativnimi pojmenovanimi. ,Nezdkonné ¢islo, nepfipustny a zapovézeny soucet, odeptené cislo“ a
dalsi byly nddhernou ukézkou bohatosti cestiny. (Anna Marie Minarovi¢ové)

Uloha 2.
Kata si pise posloupnost pfirozenych ¢&isel nasledovné: zacne ¢lenem a1 = 1 a néasledné vzdy zvoli
za ap+1 to nejmensi prirozené cislo takové, aby

nsn(ai,az,...,an,ant+1) > nsn(ai, az, ..., an).
Urcete vSechna prirozena cisla, ktera se v posloupnosti vyskytnou.
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RESENI:
Ukazeme, ze se v Katiné posloupnosti vyskytuje pravé ¢islo 1, vSsechna prvocisla a vSechny mocniny
prvocisel.

Za ayn+1 volime nejmensi pfirozené cislo takové, aby se jeho pfidanim zvétsil nejmensi spolec¢ny
nasobek cisel v posloupnosti. Takové a, 41 tedy musi mit ve svém prvociselném rozkladu néjaké
prvocislo p ve vétsi mocning, nez je v libovolném predchazejicim ¢lenu posloupnosti. Jelikoz hledame
nejmensi takové ¢islo, bude timto ¢islem pravé patfi¢nd mocnina prvocisla p. V kazdém kroku tak
pfidame do posloupnosti prvocislo nebo jeho mocninu. Zaroven do posloupnosti kazdé prvocislo
i vSechny jeho mocniny v néjakém kroku pridame, jelikoz tato Cisla budeme postupné pridavat
v poradi podle jejich velikosti od nejmensiho z nich.

POZNAMKY:

Vétsina Tesiteld se uspésné dobrala k feSeni. Néktefi bohuzel skoncili pouze s CasteCnym
fesenim — posloupnosti tvofenou prvocisly, posloupnosti tvofenou prvocisly a mocninami dvojky,. . .
Néktera feSeni bohuzel zaménila vlastnost ,nejmensi ap4+1“ za ,an4+1 takové, ze nsn se zvétsi co
nejméné“. (Klérka Grinerova)

Uloha 3.

Ada ma posloupnost {Pn}22, po dvou riznych redlnych ¢isel. Vime, ze i-ty prvek této posloupnosti
je obsazen v souvislé monoténni' podposloupnosti délky alespor i 4+ 1. Dokazte, Ze posloupnost
{Pn}2, Jje od jistého ¢lenu monotdnni.

RESENI:
Pokud je Adina posloupnost monoténni uz od prvniho ¢lenu, diikaz je hotov.

Predpokladejme dale, ze existuje néjaky clen této posloupnosti p; takovy, ze p;—1 < p; > pit+1
nebo p;—1 > p; < pi+1. Bez Gjmy na obecnosti se staci podivat na jeden z téchto piipadi, druhy
bude analogicky.

Predpokladejme, ze plati p;—1 < p; > pi+1, a podivejme se na nejmensi takové i. Aby takovy
piipad mohl nastat, zfejmé i > 2. Podposloupnost {p,} _; je rostouci, tedy monoténni a ob-
sahuje pravé i ¢lent. Prvnich i — 1 ¢lent Adiny posloupnosti je obsaZeno v souvislé monoténni
podposloupnosti pozadované délky. N&s i-ty prvek musi byt ale také obsazen v souvislé monoténni
podposloupnosti délky alespoii i + 1, tzn. Adina posloupnost bude od i-tého do alespoii 2i-tého
prvku klesajici.

-

~ pj+1

P1 by

Dale kazdy dalsi prvek pg, kde k > i, musi byt obsazen v souvislé monoténni podposloupnosti
délky alespon k 4 1. Kdyby existoval né&jaky ¢len Adiny posloupnosti pj, J > 2i takovy, ze pj_1 >
pj < pj+1, pak by prvek p;_1 musel byt soucasti souvislé monoténni podposloupnosti délky j —
1+1 = 7, coz ale jisté neni, nebot je souc¢asti monoténni podposloupnosti délky nejvyse j —i+1 <
j—2+1=j—1 (vzhledem k i > 2). Tedy po nabyti extrému v p; uz Adina posloupnost zadného
dalsiho extrému nenabyde a je od prvku p; monoténni.

IPosloupnost je monoténni, pokud je celd rostouci nebo celd klesajici.
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POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni si s tlohou poradila spravné. Nékolikrat jsem pouze strhla jeden bod za to,
e si nékdo neuvédomil, ze Adina posloupnost mtize byt monoténni uz od prvniho ¢lenu.
(Jolana Straitova)

Uloha 4.

Arcimég Radecek dostal pod stromecek nekonecnou sadu zavazicek. Sada obsahuje zavazicka o klad-
nych lichych celo¢iselnych vahach, pricemz kazdé ¢islo je zastoupeno pravé jednou. Potom si napsal
posloupnost az, a3, ..., kde ay je pocet zpisobu, jak miize Radecek ze svych zavazicek poskladat
vahu n. Dokazte, ze tato posloupnost je neklesajici.

RESEN{:
Staci nam ukazat, ze an < an4+1 pro kazdé n > 2. Udélame to tak, ze ke kazdému zpusobu, jak
muze Radecek posklddat vahu n, pfifadime jedine¢ny zptsob, jak muze poskladat vdhu n + 1.
Jinymi slovy, sestrojime prostou funkci z mnoziny zpusobu, jak posklddat vdhu n, do mnoziny
zpusob1, jak poskladat vahu n 4 1. Protoze velikosti téchto mnozin jsou ay a an+1, dokdzeme tim,
ze an < Ap41-
Vezméme tedy néjakou skupinku zavazi, jejichz vaha je dohromady n.
(1) Pokud v této skupiné neni zavazi s vahou 1, pfiddme ho, ¢imz se celkova vaha zvedne o 1.

zdvazim o dva tézsim. Tim se celkova vdha opét zvedne o 1.

Ziskali jsme zpusob, jak poskladat vahu n+ 1. Nyni si rozmyslime, Ze jsme uvedené operace opravdu
mohli udélat. Jsou dvé omezeni, jaké zpusoby poskladani n + 1 smime dostat, a to ze kazdé zavazi
muzeme pouzit nejvyse jednou a ze zavazi maji lichou vahu.

V prvnim pfipadé predpokldadame, ze ve skupince zdvazi hmotnosti 1 nemame. 1 je liché ¢islo,
tedy toto zavazi muzeme pridat.

V druhém piipadé odebereme zavazi s hmotnosti 1; to mizeme udélat vzdy. Nyni chceme odebrat
zavazi o dva tézsi, jez je t€z8i nez vSechna zavazicka v puvodni skupince, proto v ni ur¢ité ptivodné
muzeme piidat.

Zbyvéa ukazat, ze kazdym dvéma zpusobim, jak poskladat n, jsme pfifadili rizné zpusoby, jak
poskladat n + 1. Ukazeme to tim, ze kazdy zpusob posklddani n + 1 mohl vzniknout z nejvyse
jednoho zptsobu posklddani n. Vezméme néjakou skupinku se soué¢tem vah n + 1, necht to jsou
vahy v1 < w2 < --- < vk, kde k je pocet zavazi.

e Pokud obsahuje 1, musel vzniknout operaci (1) vySe, a to ze skupinky {va,v3...,vx}.

e Pokud neobsahuje 1, mohl vzniknout jen operaci (2) vySe. A to ze skupinky {1,v1,v2,...,
Vg—1, 0k — 2}. Pokud vg_1 = v — 2, nemohl vzniknout. OvSem pokud mohl tento zptisob
poskladani vzniknout, je jednoznacné urcené, z jaké skupinky to bylo.

POZNAMKY:

Drtiva vétsina reSeni postupovala stejné jako vzorové. Lisila se jen v mife zdivodnéni, pro¢ uvedené

feSeni funguje. Protoze ditkkaz je docela oéividny, nebyla jsem v tomto sméru moc pfisna.
(Magdaléna Misinov4)



Uloha 5.

Venda zkoumé posloupnost raciondlnich ¢isel zadanou ¢lenem v1 = 2024 a predpisem

Un4+1l = Up + —
Un
pro vsechnan > 1. Dokazte, ze Venda nedovede zZadné vy, zapsat jako druhou mocninu raciondlniho
cisla.
RESEN(:
Za¢neme tim, Ze si v, vyjaddiime jako zlomek v zdkladnim tvaru. Necht tedy v, = Z—:, kde an a
by, jsou nesoudélna. Plati, Ze v, je druhd mocnina racionélniho ¢isla pravé tehdy, kdyz an, by jsou
druhé mocniny celych ¢isel.
Ukézeme, ze pokud vnp41 je druhd mocnina racionalniho ¢isla, pak i v, je druhd mocnina
racionalniho ¢isla.
Vime, ze:
2 __an +%_ a%+2b% _ an41

Vpt1 = Un + — = = = .
Un  bp an anbn brn+1

Nyni si rozmyslime, %e pokud as, je liché a by, sudé, pak a,+1 je liché a b,y1 je sudé. a2 + 2b2
je totiz liché a anbn je sudé. Zde je dobré si uvédomit, ze zlomek se sice muze zkratit, ale pfi
zkracovani liché ¢islo zustane lichym a sudé se stane lichym pouze, pokud ho zkratime sudym. To
se ale nemuze stat.

Proto ap+1 je liché a b, 11 je sudé. Nyni se podivame na nasi posloupnost a v§imneme si, Ze pro
vo plati, ze a2 je liché a b2 je sudé. Tedy pro vSechny nasledujici ¢leny posloupnosti bude platit, ze
an je liché a by, je sudé.

2
’ . v v a
Nyni si vSimneme, 7ze pokud —2—n
a

262 . . . 5
+b o je zlomek v zdkladnim tvaru, pak anby, = bnp41, protoze
nbn

C’«% + Zb% _ OGn41

anbn bn+l '

Predpokladame, Ze bp41 je druhd mocnina, a protoze ay, a by, jsou nesoudélné, pak i an a by, jsou
druhé mocniny.

Zbyvé si pouze rozmyslet, ze dany zlomek je opravdu v zédkladnim tvaru. b,, je urcité nesoudélné
s an, a tedy i s a2 + 2b2. Protoze an je liché a nesoudélné s by, musi byt nesoudélné s 2b2, a tedy
is a2 +2b2. Tudiz anby, je nesoudélné s a2 + 2b2.

Dokazali jsme, ze pokud vy,4+1 je druhd mocnina racionalniho ¢isla, pak i vy, je druhd mocnina
racionalniho ¢isla. Obménou ziskdme, ze pokud v, neni druhd mocnina, pak ani v,41 neni. Roz-
myslime si, Ze v1 neni druhd mocnina a ani v2 neni, pro v2 plati, Ze a2 je liché a bz sudé, tim pddem
muzeme indukci dokazat, Ze zadny prvek posloupnosti od v2 nebude druhou mocninou racionélniho
éisla, tedy opravdu Venda takové éislo nedokdze najit.

POZNAMKY:
Vétsina feSeni byla spravné. Néktera feseni opomnéla vyresit specidlni pripady a bohuzel prisla
o né&jaké bodiky.

Mnoho fesiteli se problém rozhodlo fesit pomoci p-adickych valuaci. Tato feseni byla vétSinou
spravné. Jenom bych poznamenal, Ze je dobré si dat pozor na znaceni. Je dobré fici, ze nyni
budete pouzivat p-adickou valuaci vp(x), obzvlast, pokud v FeSeni operujete s ¢leny posloupnosti
nazvanymi vp,.

Nekteri fesitelé se rozhodli prevést rovnici na kvadratickou, nésledné vyuzit diskriminantu a
ukazat necelost kofeni. Tato feSeni byla vétsinou spravné, ale byla ponékud pracna.

(Vojta ,,Dldza“ Gadurek)



Uloha 6.

Rozhodnéte, zdali existuje nekonecnd posloupnost prirozenych éisel {an }

An+2 = an+1 + y/an+1 + an

oo

o1, kterd spliiuje

pro kazdé prirozené n.

RESENI:

Predpokladejme, ze néjakd takovd posloupnost existuje. Aby se jednalo o posloupnost pfiroze-
nych ¢isel, musi platit, ze soucet kazdych dvou po sobé jdoucich élent je druhou mocninou né-
jakého prirozeného ¢isla. Oznacéme {b,}3% ; posloupnost zékladd téchto druhych mocnin, tedy
bn = van+1 + an. VSimnéme si, Ze ptvodni posloupnost a, musi byt — mozna kromé prvniho
¢élenu — rostouci (protoze dalsi ¢len ziskdme pFi¢tenim né¢eho kladného k predchozimu ¢élenu), a tim
padem je i posloupnost b, od druhého ¢lenu rostouci. Zvolme nyni n > 1 a podivejme se na dva
po sobé jdouci ¢leny:

An+2 = Gn+1 +\/Ant1 + Gn = Gnt1 + by,
Ant3 = Gni2 +\/ani2 + @ni1 = ant2 +bny1.

Sectenim téchto dvou rovnosti dostavame:

Gni2 + ani3 = ant1 + any2 +bn +bnya,
by o =bp i1 +bn + bt

Protoze je posloupnost b, pro n > 1 rostouci, tak plati:
b2 < b2y =02 1 +bn+bng1 <b2iq 4 20p41 + 1= (bpgr +1)%

Tedy druhd mocnina b%+2 musi byt ostfe mezi dvéma po sobé jdoucimi mocninami pfirozenych
Cisel, coz neni mozné. Dostavame tak spor, uvazovana posloupnost tedy nemiize existovat.

PozNAMKY:
Valna vétsina doslych feseni pouzivala stejné myslenky jako vzorové feSeni, pouze s riznymi varia-
cemi. Poznamenejme, ze dany postup ukazuje, Ze nejenze neexistuje takova nekone¢né posloupnost,
ale neexistuje ani Sest po sobé jdoucich ¢lend spliujicich dany rekurentni vztah. Naopak pét jich
existuje (napfiklad a1 = 766,a2 = 18,a3 = 46,a4 = 54 a as = 64, jak naSel Tesitel Jiri Prec),
ale pokud bychom pozadovali, aby byly ostfe rostouci, tak existuji maximalné ctyri. Proto je také
dtilezité se v FeSeni divat na po sobé jdouci ¢leny nékde dale v posloupnosti (staéi vynechat prvni
élen jako ve vzorovém FfeSeni), aby posloupnost byla rostouci. Néktefi fesitelé tuto vyjimku prvniho
¢lenu opomnéli, nasledné uvazovani pouze prvnich péti ¢lenti posloupnosti pak nevedlo ke sporu.
(Lenka Kopfovd)

Uloha 7.
Petr a Misko nasli arcimégovu knihu s postupem vyroby ¢arovné posloupnosti {Fn}$;: ,, Zacnéte
s libovolnymi prirozenymi ¢isly jako prvnimi dvéma cleny F1, Fa, pak pron > 2 pocitejte a zapisujte
Fn = Fn—l +Fn—2»“

Petr si zvolil ¢isla F1 = 1 a Fo = 2, zatimco Misko si zvolil F1 = 2, Fo = 1 a pak kazdy
popsal svoji posloupnosti cely sviij nekonecny pergamen. Urcete, ktera cisla se vyskytla na obou
pergamenech (ne nutné na stejné pozici v posloupnosti).
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RESENT:
Oznac¢me si Petrovu posloupnost jako {P,}52; a Miskovu jako {M,}52 ;. RozepiSme si prvnich
par ¢lent posloupnosti:

Pr=1,P,=2,P3=3,P4=5,P5 =8,P =13,

My =2,My =1, M3z =3,My =4,Ms =7, Mg = 11.

Povsimnéme si, ze M5 = P5; — P1 a Mg = Pg — P>. Nyni indukci dokdzeme, zZe pro kazdé n > 4
plati M,, = P, — P,,_4. Zékladni krok mame vyse. Necht tedy tvrzeni plati pro n — 1 a n — 2, pak
muzeme upravovat:

Mn = Mnfl“‘Man = Pnfl_Pn75+Pn72_Pn76 = Pn—1+Pn72_(Pn75+Pnf6) = Pn_Pn74’

¢imz je indukce dokoncena.
Dale vime, ze P, = Pp_1 + Pp_2 pro vSechna n > 2, muzeme tedy vySe zminény vyraz upravit
jako:

Mp=Py—Ppg=Pp1+Pr2—-—Pyy=Py 1+Py 3+Py4—Pys=PFPy_1+Pp_3.

Poznamenejme nyni, ze jelikoz pro n > 2 je n-ty ¢len obou posloupnosti vzdy vétsi nez oba
pfedchozi (nebot se jednd o posloupnosti pfirozenych cisel a ¢len je vyjadien jako jejich soucet),
jsou od tietiho €lenu jisté obé rostouci (ostie).

Pro n > 4 z vyse zminénych vypoctta plati:
My, = P, — Ph_4 < Pp,
nebot vSechny ¢&leny jsou prirozené (vzdy je lze ziskat jako souéet dvou pFirozenych &isel), a zaroven
Mp =Py 1+ Pr_3>Py_1.

Tim ziskdvame, ze pro kazdé n > 4 je P,—1 < M, < P,. A vzhledem k tomu, ze je posloupnost
P rostouci uz od prvniho ¢lenu, nenajdeme zadny jeji prvek, ktery by se rovnal prvku M,. Dvé
nerovnosti zjevné platii pron = 4, zbyvaji nam tedy oSet¥it prvni t¥i hodnoty Miskovy posloupnosti,
které se vsak, jak je vidét z rozepsani né€kolika Clenti, v Petrové posloupnosti vyskytuji.

Na obou pergamenech se tedy vyskytuji pravé ¢isla 1, 2, 3.

POZNAMKY:

Vétsina feSitelt se ubirala timto smérem a vice ¢i méné elegantné dospéla ke spravnému feseni.
Neékteri dalsi k vyjadifovani konkrétnich ¢lend vyuzivali explicitni vzorce pro prvky Fibonacciho
posloupnosti, coz typicky bylo mnohem méné elegantni (a hif opravovatelné) a obéas se nedopoéitali

ke spravnému feseni. Za neuplné ¢iselné feSeni (tedy neuvedeni vsech t¥{ ¢isel) jsem strhavala jeden
bod. (Adéla Karolina ,, Ada“ Zackova)



Uloha 8.

Pro prirozené cislo ¢ > 1 zavedme posloupnost realnych ¢isel {xn}32; pomoci 1 = ¢ a predpisu

Tntl =C-Tn + V2 —1-y/22 —1

pro vSechna n. Dokazte, ze kazdé x,, je celé cislo.

RESEN{:
Nejprve ukdzeme, ze vSechny body (2n, Zn+1) splituji kvadratickou rovnici definovanou pouze po-
moci c. K tomu upravme rekurentni vztah:

Tp4l —CTn = V2 —1-4/a2 —1,
xiJrl — 2cknxni1 + a2 = (2 - 1) (@2 —1) =% —22 -2 +1,
:L"fH_l — 2cTnTni1 + xi =1.
Kazd4 dvojice (n+1,Tn) je tedy fesenim rovnice x2 —2cxy+y2—1 = 0. Rovnice je navic symetrické
vaéi prohozeni z a y, ¢ili spolu s dvojici (zn41,%n) je FeSenim také (zn, Trn41)-

S touto rovnici uz miazeme dokéazat, ze vSechna x,, jsou cela ¢isla. Pro n = 1 to plati okamzité,
zatimco pro n = 2 dostaneme

zo=c-c+Ve2—1-/c2-1=232-1,

coz je taktéz celé. Dale uz postupujme indukci. Vime, ze body (n,Zn—1) a (Zn,ZTnt1) spliuji
kvadratickou rovnici, a predpokldadame, Ze x, i x,—1 jsou celd ¢isla. Muzeme tedy uvazovat, ze
Tp—1 @ Tp41 jsou kofeny kvadratické rovnice

y2—2cxny+xi—1:0

v proménné y. Z Vietovych vztaht pak tyto dva kofeny musi spliovat x,,—1 4+ zn4+1 = 2czn. Jelikoz
¢, Tn 1 Tn—1 jsou celad ¢isla, musi nyni byt celé i xy41 = 2cxyn — Tp—1.
Tim je hotovy indukéni krok, takze skutecné vsechna z, budou cela.

ALTERNATIVNI RESENI (VOLNE PODLE ERIKA JEZKA):
Tipneme si a dokdzeme z nebe spadly explicitni pfedpis pro ¢leny nasi posloupnosti:

xn=;<(c+\/ﬁ)n+(c c21)”>. (%)

Jesté nez jej dokadzeme, nahlédneme, pro¢ tim bude tloha vyfesena. Z binomické véty muzeme
rozvinout

(4 VA = (e VT (R (e v
V tomto souétu se st¥idaji celd &isla s celoéiselnymi nasobky v/c2 — 1. Stejné miizeme rozepsat

(c— 2 — 1)n =" - (T)c”_l\/ﬁ—k (;L)c"_2(62 —-1)— (n)cn_3(02 —DVeE 14

3

Jedinym rozdilem je, e éleny s odmocninami v/c¢2 — 1 dostanou zaporné znaménko. Z toho ale
plyne, Ze seCtenim téchto dvou vyrazi a vydélenim dvéma nam zcela zmizi ¢leny s odmocninami
a zustanou pouze ty, kterou jsou ocividné celociselné. Tudiz podle (x) bude x, vzdy celociselné.
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Zbyvé tedy dokéazat, ze plati pfedpis (*). To udélame indukei podle n. Jako zékladni pfipad pro
n =1 mame
1 1
2<(c+\/02—1) + (C—\/CQ—l)) = §~20:c:m1.

Dale at () plati pro n a dokazme jej pro n+ 1. Diky (c ++/c? ) (c c? — 1) = 1 dostaneme

21 jl((wm)%w(c mf") 1=

1

4
z ¢ehoz uz upravime
241 =c¢ 2xp + V2 —1-24/22 — 1=
c((c—l—\/ﬂ)n—i-(c— cz—l)n)—i-\/il((c—l—\/i) ( c2—1>n):
- (¢4 ) (o ) o VET) e/
:(c+m>n+l+(c— c2—1)n+17

coZ presné znamend, ze (*) plati i pro n + 1. Dtikaz indukci je tak hotov, diky demuz je hotové i
celé Feseni.

(c+veE—1)" —24 (- m)%)_
(v = (e-veiy))

N =

POZNAMKY:

Vétsina odevzdanych feSeni byla spravné a postupovala néjakou formou indukce dedukujici celo¢i-

selnost z,,41 z celoCiselnosti zy, a x,,—1. Par fesitela si vS§imlo souvislosti s tzv. Cebysevovymi poly-

nomy; dalsi souvislosti, ktera se v tlloze da vidét a ktera je nepfimo obsazena v alternativnim feSeni

ukézaném vyse, je, Ze Ty, jsou jen x-ové soufadnice v fesenich Pellovy? rovnice 22 — (¢ —1)y? = 1.
(Matéj Dolezalek)

20 Pellové rovnici se lze dozvédét vic tieba zde: fattps://prase.cz//library/PellMD /PellMD.pdf.
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