Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE TERMIN ODESLANI: 15. KVETNA 2023

V této sérii nejsou tlohy Fazeny podle obtiznosti, ale podle témat (v ramci kazdého tématu je jedna
uloha snazsi a jedna obtiznéjsi). Pozor, poditaji se body za vSechny tlohy!

ULoHA 1.
(a) Vasek mé doma lustr s 25 zarovkami. Jedna z nich je uprostied lustru, zbylé tvoii pravidelny
24-thelnik na jeho obvodu. Duch Rado se rozhodl Vaska postrasit, a tak nékteré zarovky zhasl a
nékteré rozsvitil. Vasek ma vypinace, pomoci nichz mize provadét néasledujici:
(1) Bud vybere nékteré dvé zirovky na obvodu, které mezi sebou maji lichy pocet zarovek, a
zméni stav téchto dvou zarovek a také stav zarovky uprostied.
(2) Nebo vezme tfi zarovky na obvodu, které tvoii rovnostranny trojuhelnik, a zméni jejich
stav a také stav zarovky uprostied.

Dokazte, ze at ptivodné Rado zarovky nastavil jakkoliv, muze Vasek dosdhnout toho, aby byly
vSechny zarovky na lustru rozsvicené. (2 BODY)

(b) Upir Marian mé rakev tvaru lichob&zniku ABCD se zdkladnami AB a C'D. Budiz E prise-
¢ikem jeho uhlopficek, dale jako G ozna¢me prusecik vysek trojuhelniku BCE a jako H oznac¢me
prusecik vysek trojuhelniku ADE. Dokazte, ze pfimka prochazejici stfedem tusecky GH a bodem
E je kolma na pfimku AB. (3 BODY)

ULOHA 2.
(a) Zabak Dlaza se nachézi ve vnitinim bodé tise¢ky AB rtizném od jejiho stfedu. Kdy# fikame,
7e Dlaza preskoéi n&jaky bod X, znamend to, %e se z bodu D piesune do bodu D’, ktery leZi na
poloptfimce opa¢né k X D a spliuje |XD'| = %\XDL Dl4za si kazdou minutu vybere jeden z bodt
A, B a preskodi jej. Rozhodnéte, zdali se dovede v koneéném case dostat do stfedu usecky AB.

(2 BODY)

(b) V trojthelniku ABC jsou D, E, F paty vysek po fadé z vrcholit A, B, C. Ozna¢me kruznici
opsanou AEF jako I'. Kruznice wj se dotykd I' v bodé E a prochazi bodem D, analogicky se
kruznice wg dotykad I' v bod€ F' a prochazi bodem D. Druhym prisecikem wi s w2 je bod P rizny

od D. Dokazte, ze body B, C, P lezi na jedné pfimce. (3 BODY)
ULoHA 3.

(a) Najdéte vSechny dvojice prvoéisel p, ¢ takové, ze 3P + 47 je druhou mocninou ptirozeného
éisla. (2 BODY)

(b) Jsou déna prvocisla p1, p2. Dalsi ¢leny posloupnosti {pn}32; jsou definovany tak, ze pn je
nejvétsi prvociselny délitel ¢isla pp—1 + prn—2 + 2022. Dokazte, ze at uz jsou p1, p2 zvolena jakkoliv,

umime najit redlné ¢islo C' takové, ze p, < C pro vSechna n. (3 BODY)
ULOHA 4.
(a) Danik rozmistil ¢isla 1, 2, ..., 8 do vrchold krychle. Potom na kazdou hranu napsal soucet

¢isel ve vrcholech, jez spojuje. Rozhodnéte, zdali mohl ¢isla do vrchold rozmistit tak, aby byly
soucty na hranach navzajem razné. (2 BODY)



(b) Na Matfyzu studuje n matematiki, n fyzika a n informatikt. Kazdy Matfyzak ma alespon
n + 1 kamarada! mezi Matfyzéky z jiného oboru nez svého. Dokazte, ze miizeme zvolit jednoho
matematika, jednoho fyzika a jednoho informatika, ktefi jsou navzajem kamaradi. (3 BODY)

ULOHA 5.

(a) Je dano pfirozené ¢islo n. Najdéte n-prvkovou mnozinu S prirozenych ¢isel takovou, ze jeji
prvky jsou po dvou nesoudélné a pro kazdou nepréazdnou podmnozinu A C S je aritmeticky pramér
prvki A celé é&islo. (2 BODY)

(b) V PraSestanu se nachazi n mést, z nichz néktera jsou spojena obousmérnou leteckou linkou
spole¢nosti PraSér, pficemz se lze letecky dopravit mezi libovolnymi dvéma mésty. PraSér ma ve
mésté M pobocku, pravé pokud z néj vede ostie vice linek, nez je aritmeticky pramér pocétu linek
vedoucich ze vSech mést spojenych leteckou linkou s M. Urcete, kolik nejvice pobocek muze PraSér
pro dané n mit. (3 BODY)

ULOHA 6.

(a) Natka nasla prirozené Cislo a > 1 zapsané v desitkové soustavé bez piebyteénych nul na
zaCatku. Poté jej napsala dvakrat za sebou a vzniklé ¢islo s dvojnasobnym poctem cifer oznacila
jako b. S prekvapenim zjistila, Ze b je nasobkem a?. Zjistéte, jakych hodnot muze nabyvat zlomek
a%. (2 BODY)
(b) Michal dostal ¢tverec papiru ABC D a piehnul ho podle ptimky ¢ tak, aby se vrchol A pfesunul
na bod A’ na tsedce BC. Ozna¢me FE pruseéik piimky £ se stranou AB a F priisecik £ se stranou
CD. Vrchol D se piehnutim p¥esunul do bodu D’. Prise¢ik A’D’ a CD oznaéme jako H. UkaZte,
Ze soucet obvodu trojuhelnikit EBA’ a D'FH je roven obvodu trojuhelniku A’CH. (3 BODY)

ULOHA 7.
(a) Jsou dana realna éisla a, b, ¢, d a kvadratické funkce f, g spliiujici

fla) =2, f(b) =3, f(e)
1

7. fd) =10,
ga) =16, g(b)=15,  g(c) = 1L.

Urcete vSechny mozné hodnoty g(d). (2 BODY)
(b) Najdéte vSechny funkce f: R\ {—1,0,1} — R, jez pro kazdé z € R\ {—1,0, 1} spliiuji

f(a;)Q-f<1;§> — 64s.

(3 BODY)

IKamaradstvi je symetrické.



