Prameéry

1. JARN{ SERIE TERMIN ODESLANf: 6. UNORA 2023
Jsou-li dana realna disla x1,x2,...,x,, potom jako jejich aritmeticky prumér oznacujeme cislo
%(ml + 22+ -+ xy). Jsou-li x1,x2,...,2, navic kladnd, pak jako jejich geometricky primér
oznacujeme cislo ¥/xr1xa - - Tp,.

ULoHA 1. (3 BODY)

Pét shodnych pulkruznic s primérem d je pfilozeno na primku tak, jak ukazuje obrazek. Urcete d,
znate-1i délky tsecek zvyraznénych na obrazku. (Obrazek je pouze orientalni a nezobrazuje piesné
délky.)
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ULOHA 2. (3 BODY)
Je dano prirozené cislo n. Urcete geometricky primeér jeho kladnych déliteld.
ULona 3. (3 BODY)
Na tabuli jsou napsana ¢isla 1,2, ...,2023. Radek mize v jednom kroku smazat dvé ¢isla a misto

nich napsat jejich aritmeticky primér. Muze postupovat tak, aby nakonec zbylo na tabuli jako
jediné ¢islo 2?7 A muze postupovat tak, aby nakonec zbylo ¢islo 10007

ULOHA 4. (5 BODD)
Rekneme, Ze neprazdnd koneénd mnozina p¥irozenych &isel je sladkd, je-li aritmeticky priimér jejich
prvku celociselny. Pro prirozené ¢islo n oznacme jako s, pocet vsech sladkych podmnozin mnoziny
{1,2,...,n}. Dokazte, ze s, — n je sudé &islo.

ULOHA 5. (5 BoD)
Necht a1, az2,...,an je permutace ¢isel od 1 do n. Dvojici indexii ¢ < j nazveme veselou, pokud
aritmeticky primeér cisel a; a a; neni roven zddnému ay, pro k spliujici ¢ < k < j. Dokazte, Ze pro
kazdé prirozené Cislo n existuje permutace, v niz je kazda dvojice indexii ¢ < j vesela.

ULOHA 6. (5 BoD)
Jsou déna redlna ¢isla z, y, z takova, ze 1 # = # y # 1, a oznacime
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Vite-li navic, Zze a1 = a2, urete hodnotu %, kde A(k, ¢, m) znadi aritmeticky pramér &isel

k, £, m.



ULOHA 7. (5 BODD)

Diana dostala posloupnost celych ¢isel ai,a2,...,ar a rozhodla se, Ze ji postupné prodlouzi na
nekonec¢nou posloupnost: V kazdém kroku uvazi svou dosavadni posloupnost ai,...,an a zvoli
nejmensi prirozené ¢islo m < n takové, ze aritmeticky primeér cisel am,am+1,...,an—1,0n je

celociselny. Nasledné za ay 1 zvoli tento aritmeticky pramér. Dokazte, ze od néjakého indexu t uz
budou vSechna a; pro i > t stejna.

ULoHaA 8. (5 BODD)
Trojici redlnych ¢isel a < b < ¢ oznacime jako péknou, je-li b aritmetickym primeérem a a c. Anicka
obdrzela 2k + 1 rtiznych realnych &isel, mezi nimiz nalezla alespoii k2 p&knych trojic. Dokazte, Ze
dovede tato redlna ¢isla rozdélit na dvé disjunktni aritmetické posloupnosti.



