Kombinatoricka geometrie 111 — Mnoho
pruseciki

Mily priteli,
ve tfetim dile nasi cesty kombinatorickou geometrii se ze zacatku jesté vratime ke konvexnim
mnozindm a ukazeme si piiklad vyuziti Hellyho véty. Potom uz se budeme vénovat prusecikim
z ndzvu tohoto dilu. Definujeme si grafy a budeme zkoumat, jak se jejich hrany (ne)protinaji, kdyz
si je nakreslime do roviny. Pokud nevi§, co to takovy graf je, niceho se neboj, vSe si vysvétlime.
Zamyslime se nad tim, jak se nékteré jevy chovaji, kdyz mame objektt mnoho. Naptiklad je jasné,
ze kdyz v roviné vyznaéime dva body a dvé pfimky, existuji nejvyse tii dvojice (B,p), kde B je
bod a p primka takova, ze na ni B lezi. Jak to ale dopadne, kdyz budeme mit tisic pfimek a tisic
bodi? Nebo milion pfimek a milion bodt? To se dozvi$ na samém konci serialu.
Piejeme prijemné cteni a mnoho zdaru pii feseni soutéznich uloh.
Pepa a Majda

Stredobody

Mozné uz jsi nékdy slySel(a) pojem medidn, tfeba v kontextu statistiky. Naptiklad se typicky uvadi
medidn mezd misto jejich praméru. Median obvykle znamend prostifedni hodnota z nékolika ¢isel.
Nase definice se mozna bude trochu lisit od té, na kterou jsi zvykly (zvykld), ale uvidis, Ze to neni
moc velky rozdil.

Definice. Necht X je kone¢na mnozina realnych ¢isel. O realném cisle m fekneme, Ze je medidn
mnoziny X, jestlize je aspon polovina ¢isel v X vétsi nebo rovna m a aspon polovina ¢isel v X je
mensi nebo rovna m.

Vsimni si, Ze medidn mnoziny X nemusi nutné byt prvkem X. Medidnem mnoziny {—22.7, 7, 42}
je m. Naopak medidn mnoziny {1,2,3,4} neni jednoznacné urcen, medidnem je libovolné &islo
z uzavieného intervalu (2,3), tedy tieba 2, v/5 nebo e. Tohle je rozdil oproti obvyklejsi definici
medidnu, kdy by pfi sudé velikosti mnoziny byl medidnem primér prostfednich dvou é&isel (pro
mnozinu {1,2, 3,4} by tedy median byl pouze 2.5). Cisla jsou vlastné body na realné ose. My se
budeme ale zabyvat body i ve vice rozmérech nez jen v jednom. TudiZ se nam vic hodi definice
vySe, protoze se bude dobfte zobeciniovat do vice dimenzi.

Definice. Nechf X je koneénad mnozina bodét v R%. Bod m € R? je a-stredobod! mnoziny X,
jestlize kazdy uzavieny poloprostor obsahujici m obsahuje aspont a|X| bodii? z X.

Tady narazime na problém, Ze jsme si vlastné nedefinovali uzavieny poloprostor. V R! tim mys-
lime polopfimku véetné hrani¢niho bodu, v R? je uzavieny poloprostor polorovina véetné hraniéni

INé4zev stredobod jsme si vymysleli a neni standardni, anglicky se mu ¥ika centerpoint.
2Symbol |X| oznaduje podet prvki (v tomto ptipadé bodl) mnoziny X.
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piimky, v R3 je to rovina a vechno v jednom sméru od ni atd. Asi si dokazes predstavit, jak polo-
prostory funguji ve vyssich dimenzich. Nam bude stacit s poloprostory pracovat intuitivné, kdyby
Té ale i tak zajimalo, jak je definovat poradné, uvadime nasledujici definici.

Definice. Pro libovolny nenulovy vektor a = (a1,...,aq) € R9 a realné &islo b tvori mnozina
bodt z = (z1,...,x4) splitujicich

d
Z a;x; >b
i=1

uzavreny poloprostor.

Kdybychom chtéli otevieny poloprostor (bez hranice), sta¢i nerovnost v definici zménit na os-
trou. Ted uZ ale na formality spojené s poloprostory zapomerime a pojdme se zamyslet nad tim,
co vlastné stfedobod znamena.

Cvic¢eni 1. Rozmyslisi,ze prod=1aa = % definice stfedobodu splyva s medidnem.

Aby a-stfedobod existoval, koeficient o mize byt nejvyse 1. I kdyz bude koeficient nejvyse
jedna, poradd nemusi a-stfedobod existovat.

Cviceni 2. Jak vypadaji mnoziny bodt, pro které existuje 1-stfedobod?
Naopak pro malé a je sttedobodi mnoho.
Cviceni 3. Jak vypada mnozina 0-stfedobodt?

Cviceni 4. Necht X je kone¢néa neprazdnd mnozina bodti v roviné. Jak vypadd mnozina jejich
rx7-stredobodi?

Nabizi se nam prirozena otazka, a to pro jaké nejvétsi a jesté bude a-stfedobod existovat. To
samozfejmé zavisi na tom, jak vypada mnozina X. Mozna by proto bylo lepsi se zeptat, pro jaké
nejvétsi a existuje a-sttedobod pro libovolnou mnozinu X, mame-li pevné danou dimenzi prostoru,
v némz se X nachazi. Ukazuje se, Ze tato hodnota je nepfimo imérna dimenzi prostoru, ve kterém
se pohybujeme.

Tvrzeni. Pro libovolnou koneénou mnozinu X bodi z R¢ existuje jeji -stfedobod.

1
d+1

Pro jednoduchost se domluvme, ze kdyz budeme dale v textu psat stfedobod, myslime tim
ﬁ—stfedobod. Nez si toto tvrzeni dokdzeme, ukazme si nejdiiv ekvivalentni definici a-stfedobodu.
Lemma. Bod m je a-stfedobod mnoziny X pravé tehdy, kdyz kazdy otevieny poloprostor obsa-
hujici vice nez (1 — a)|X| bodu z X zarovenl obsahuje i m.

Diikaz. Dokézeme postupné obé implikace. Necht m je a-stfedobod. Kdyby existoval otevieny
poloprostor 7/ obsahujici vice nez (1 — a)|X| bodd z X a neobsahujici m, mizeme uvazit jeho
doplnék. Tento doplnék v = R \ 4/ je uzavieny poloprostor, ktery obsahuje m a méné nez o|X]|
bodu z X. Potom by ale m nemohl byt a-stfedobod.

Nyni predpoklddejme, Ze kazdy otevieny poloprostor obsahujici vice nez (1 — «)|X| bodi z X
zaroven obsahuje i m. Ted uvéazime libovolny uzavieny poloprostor v obsahujici m. Jeho doplnék
je otevieny poloprostor 7/ neobsahujici m, takze muize obsahovat nejvyse (1 — )| X| bodi z X. To
znamend, ze na$§ ptivodni poloprostor v obsahoval asponi a|X| bodt z X. Tim jsme ukdzali, ze m
je a-stfedobod.



O
Ted uz miizeme dokazat tvrzeni o existenci stfedobodu.

Diikaz. Necht X je libovolna koneéna mnozina v R%. Uvazme viechny oteviené poloprostory, které
obsahuji vice nez #‘ll\X| bodu z X. Kdyby se ndm podarilo ukazat, ze maji neprazdny prunik,
mame vyhrano, protoze vSechny body uvnitf tohoto priniku by podle pfedchoziho lemmatu byly
stfedobody.

K dikazu, ze se néjaké mnoziny protinaji, by se ndm mohla hodit Hellyho véta, kterou jsme si do-
kézali v minulém dile. Jenze otevienych poloprostort je nekone¢né mnoho. A na pouziti nekone¢né
Hellyho véty bychom potfebovali, aby byly uzaviené a omezené, oteviené poloprostory bohuzel
nejsou ani jedno z toho. Udélame proto trik, misto otevieného poloprostoru v uvazime konvexni
obal vsech bodl z X, které lezi v ~, tedy conv(y N X). Tento konvexni obal uz je uréité uzavteny i
omezeny. Kdyz dokadzeme, Ze se protinaji tyto konvexni obaly, urcité se budou protinat i oteviené
poloprostory, protoze konvexni obaly lezi uvnit¥ téchto poloprostori neboli conv(y N X) C 7.

conv(y N X)

Ted uz ndm podle nekoneéné Hellyho véty staci dokazat, Ze se protind kazdych d + 1 vyse
popsanych konvexnich obaléi. Ozna¢me si konvexni obaly postupné conv(X1),...,conv(Xgy1), plati
| X5] > ﬁ | X|. Kdyz dokdzeme, ze mnoziny X; maji neprazdny prinik, ur¢ité budou mit neprazdny
prunik i jejich konvexni obaly. Ted uz si jen sta¢i vSimnout, ze v kazdé mnoziné chybi méné nez
ﬁ\X| bodd, takZe v praniku jich chybi méné nez (d + 1)#|X|. Zapséano formalné

d+1 d+1 d+1 da1
X;| > X — X\ X;| > | X| - —|X|=1X|—-——=|X|=0.
() Xi| 2 1X1 = 321X\ Xl > X1 = 32 g X1 = 1X] = S 1X]
=1 =1 =1
Tim je splnéna podminka nekonecné Hellyho véty a existence stfedobodu je dokazana. O

Vsimni si, ze pro d = 1 nam toto tvrzeni rikd, ze existuje median.

Cviceni 5. Rozmysli si, Ze koeficient # nejde zlepsit, tedy ze pro o > ﬁ nemusi a-stfedobod
existovat.
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Grafy

Ted se na chvili mirné odklonime od pfedchoziho tématu a budeme se bavit o teorii grafii. Nebude
se jednat o grafy funkci, ale pijde o kombinatorické objekty.

Definice. Graf G = (V,E) je uspofddand dvojice tvofend kone¢nou neprazdnou mnozinou
vrcholid V' a mnozinou hran E C (‘2/), kde prvky E jsou neusporadané dvojice vrchola.

Mmnozina vrcholtt miize obsahovat prakticky cokoliv — muzes si tfeba pfedstavit mnozinu lidi,
kde hrany vedou mezi témi, co se znaji. Nebo vrcholy miazou byt tfeba mésta a hrany letecké linky
mezi nimi.

Pro zacatek bychom si takovy graf radi nakreslili. Vrcholy by byly reprezentovany puntiky a
hrany by byly ¢ary mezi nimi. Predstavme si, ze se sesli Alice, Bara, Cyril a David. Béara se zné se
vSemi, a navic se jesté zna Alice s Cyrilem. Odpovidajici graf bychom mohli nakreslit tfeba jako
na obrazku. Vsechna tfi nakresleni reprezentuji ten stejny graf, prestoze vypadaji jinak.

si ale vS§imnout, Zze nékterd nakresleni jsou prehlednéjsi nez jina. Zejména to posledni je docela
zmatené, hlavné kvuli kfizeni hran. Neni proto prekvapivé, Ze budeme upfednostiiovat nakresleni,
kde se hrany nekfizi.

Pojdme si Fict, co je to nakresleni grafu. Pfedstavujeme si ho prosté jako obrazek, na kterém je
graf. Formalné je ale nakresleni néjaké zobrazeni z grafu do roviny. Vrcholy se zobrazi na kruhy,
které jsou navzajem disjunktni. Hrany se zobrazi na kiivky3, jejichz po¢ateéni a koncové body jsou
na hranicich kruht odpovidajicich vrcholim, které tato hrana spojuje. Zaroven by kfivka neméla
protinat sama sebe (jako je tomu na v pfipadé hrany AC na tfetim obrézku) ani kruhy odpovidajici
vrcholim kromé pocate¢niho a koncového bodu. Problémem této definice je, Ze nevime, co to je
kfivka. Ta navic muze byt docela slozitym objektem. Nam ale bude stacit s ni zachézet intuitivnim
zpusobem a formality pfenechat matematické analyze.

Pro nas budou zajimavé grafy, které lze nakreslit bez kfizeni hran.

Definice. Nakresleni grafu nazveme rovinné, jestlize se v ném nektizi hrany.
Definice. O grafu fekneme, ze je rovinng, jestlize ma rovinné nakresleni.

Nejsou nahodou vsechny grafy rovinné? Nejsou, dulezitymi protiptiklady jsou grafy nazyvané
K33 a Ks, které vidi§ na obrazku nize. Graf K5 ma pét vrchold, mezi kazdymi dvéma vrcholy
vede hrana. Graf K3 3 méa dvé ¢asti, v kazdé jsou tii vrcholy. Hrany vedou mezi vrcholy, které jsou
v raznych castech.

3Pod pojmem kiivka si prosté piedstav néco, co zvladne$ nakreslit jednim tahem, aniz bys
zvedl(a) tuzku z papiru.
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Grafy jsme nakreslili hezky symetricky za cenu toho, Ze se jejich hrany protinaji na vicero
mistech. Neni t8zké najit nakresleni, kde bude priiseéikii hran méng. At se ale budes snazit sebevic,
aspon jeden tam zustane.

Cviceni 6. Najdi nakresleni K33 a K5, kde je jenom jeden prusecik.

K3,3 a K5 jsou nejmensi grafy, které nejsou rovinné. Kdyz z nich smazeme libovolnou hranu, uz
rovinné budou. Navic kazdy graf, ktery neni rovinny, musi v jistém smyslu* obsahovat K3 3 nebo
Ks.

Abychom se mohli o grafech dal bavit, zavedeme si nékolik pojmii.

Definice. Mgéjme graf G = (V, E). Necht v1, va, ..., vn+1 jsou néjaké jeho vrcholy a eq, ..., e
jsou jeho hrany takové, Ze e; = {v;, vi11}. Pokud v; # v; pro vechna 1 <4 < j < n+1, nazgvame
posloupnost viejvs ... vnenvp4+1 cestou. Pokud v; # vj pro véechna 1 <i < j < n a v = vpt1,
nazyvame vieivs . ..UnenUn+1 kruznict nebo cyklem.

Pokud fekneme, ze mezi vrcholy u a v vede cesta, myslime tim, Ze pfi znaceni z predchézejici
definice existuje cesta spliujici u = v1 a v = vp41.

Definice. Graf G je souvisly, pokud mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy vede cesta.

Definice. Podmnozinu vrcholtt V/ C V nazveme komponentou souvislosti, jestlize mezi kazdymi
dvéma jejimi vrcholy vede cesta a nelze do ni pfidat zadny vrchol, aniz by tato vlastnost byla
porusena.

Definice. Strom je souvisly graf, ktery nema zadné kruznice.

4Musi je obsahovat jako tzv. minor, coz fikd Kuratowského véta. Graf H je minor grafu G,
pokud umime H z G dostat néjakou posloupnosti nasledujicich tfi operaci: smazani vrcholu a
hran, které z ného vychéazeji; smazani hrany; smazani hrany a slouceni obou pfislusnych vrchola
do jednoho.



O stromech je znamo, Ze maji o jedna méné hran nez vrcholi neboli pro né plati |E| = |V| — 1.
Ma4-1i graf hran vice, musi uz nutné obsahovat kruznici. Oboji je snadné dokazat. Pokud jsi o stro-
mech jesté neslysel(a), mizes si tato tvrzeni dokdzat pro sezndmeni se s pravé zavedenymi pojmy.
Drtikaz také naleznes na strané 30 seridlu z 34. ro¢niku: |https://prase.cz/archive/34/serial.pdf.

Eulerova formule

Definice. Méjme rovinné nakresleni grafu. Oblastem, na které je rovina timto nakreslenim roz-
délena, budeme rikat stény.

Poznamenejme, Ze jedna ze stén kazdého rovinného nakresleni je nekonec¢né, té se zpravidla rika
vnéjsi sténa. Na prvni pohled neni vibec jasné, jestli pocet stén zavisi na nakresleni. Zpusobu, jak
nakreslit rovinny graf, je spousta, nemohlo by se stat, ze néktera z nich budou mit vice stén nez
jina? Odpovéd je ne, nemohlo. Dokonce miizeme z poctu vrchol a hran grafu snadno urcit, kolik
stén bude mit jeho nakresleni. Tomuto vztahu se fika Eulerova formule.

Véta. (Eulerova formule) Oznaéme F mnozinu stén rovinného nakresleni souvislého rovinného
grafu G = (V, E), potom plati
VI+|F| =B +2.

Dikaz. Vétu dokazeme indukci podle po¢tu hran. Zéklad indukee je |E| = |V|—1, pro mensi pocet
hran by graf nebyl souvisly. Pokud méa graf tento pocet hran a je souvisly, nema kruznice neboli je
to strom. Tudiz jeho rovinné nakresleni ma jen jednu sténu a tvrzeni plati. Nyni predpokladejme,
Ze nas graf m4 vice nez |V| — 1 hran a ze tvrzeni plati pro vSechny grafy, které maji méné nez |E|
hran. Zafixujme si néjaké rovinné nakresleni naseho grafu. Vime, ze musi obsahovat kruznici. Pokud
odebereme jednu z hran této kruznice, graf ziistane souvisly a zmensi se o jedna pocet jeho hran.
Také se ale ,slouci“ dvé rizné stény néjakého rovinného nakresleni, tedy se o jedna zmensi i pocet
stén nakresleni. Odebranim hrany jsme nepridali zddné pruseciky hran, tedy i nakresleni takto
zmensSeného grafu je rovinné. Pro tento zmensSeny graf a jeho nakresleni rovnost plati z indukce,
musi tudiz platit i pro puvodni graf.


https://prase.cz/archive/34/serial.pdf
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Cviceni 7. Jak by vypadala Eulerova formule pro rovinny graf s £ komponentami souvislosti?
Tvrzeni. Pro rovinny graf G = (V, E) plati 3|V| —6 > |E|.

Dukaz. Uvazme néjaké rovinné nakresleni G a oznac¢me mnozinu jeho stén F'. Eulerova formule
nam ik, ze plati |V|+ |F| = | E| 4+ 2. Nyni pouzijeme pocitani dvéma zpusoby. Spoéitdme dvojice
(sténa, hrana na jeji hranici). Kazda hrana nalezi jedné nebo dvéma sténam, pocet dvojic je tedy
nejvyse 2|E|. Zaroven kazda sténa ma alespon tfi hrany, tudiz pocet téchto dvojic je alespon 3|F|.
Dohromady dostavame |F| < %\E| Dosadime do Eulerovy formule:

2
VI+ 3B 2 VI+|F = |B] +2.

Upravou dostéavame pozadované tvrzeni. O
Cvideni 8. Dokaz, ze grafy K5 ani K3 3 nejsou rovinné.
, Z€ graty ) ]

Jesté nez se Eulerova formule dokézala pro obecné rovinné grafy, byla objevena pro konvexni
mnohostény.

Véta. (Eulerova formule pro mnohostény) Ozna¢me mnoziny vrcholi, hran a stén konvexniho
mnohosténu postupné V', E a F. Pak plati

V|4 |F| = |E| + 2.

Duikaz. Ukézeme, ze Eulerova formule pro mnohostény je jenom specidlnim piipadem Eulerovy
formule pro rovinné grafy. To udélame tak, ze pro kazdy konvexni mnohostén najdeme odpovidajici
rovinny graf se stejnym pocétem hran, vrchold a stén.

Abychom ukézali, ze konvexni mnohostén nam dava rovinny graf, prosté najdeme néjaké jeho
rovinné nakresleni. Abychom nemuseli fesit, Ze je mnohostén néjak placaty nebo $iSaty, promitneme
ho nejprve na sféru. Zvolime si tedy libovolnou sféru takovou, ze je cely mnohostén uvnitf ni.
Déle si zvolime libovolny bod uvnitf mnohosténu a z néj budeme promitat na sféru. Muzes si to
predstavit tak, ze do bodu uvnitf mnohosténu umistime zarovku a na sfére se objevi stin. Tim se
vrcholy zobrazi na body a hrany se zobrazi na kruznicové oblouky. Protoze mnohostén byl konvexni,
obrazy zadnych dvou hran se nebudou protinat. Déile vezmeme néjaky bod X na sfére, na ktery
se nezobrazil zadny vrchol ani hrana mnohosténu. Z bodu X udélame takzvanou stereografickou
projekci do roviny. To znamend, Ze vezmeme rovinu neprotinajici sféru, aby byl X ze vSech bodu
na sféfe od ni nejdal. Potom prosté udélame projekci z X na tuto rovinu. Zase si muze$ predstavit,
ze jsme do bodu X umistili Zarovku. ProtoZe se hrany neprotinaly na sféfe, nebudou se protinat
ani po stereografické projekci, a dostali jsme tim paddem rovinné nakresleni se spravnym poctem
hran, vrchola a stén.
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Mozna Té€ trochu zarazilo, ze pracujeme s mnohostény, aniz bychom je pofadné definovali. To
1ze udélat vice zpusoby, napiiklad jako konvexni obal kone¢né mnoziny konvexné nezavislych bodu
V, tj. zadny bod z mnoziny V nesmi jit vyjadfit jako konvexni kombinace ostatnich. Navic budeme
pozadovat, aby cely mnohostén nelezel v jedné roviné, tedy aby to nebyl mnohothelnik umistény
do prostoru. Bodim mnoziny V' potom fikdme vrcholy daného mnohosténu. Muzes si v§imnout, ze
diky podmince na konvexni nezavislost zadny vrchol nemuze byt uprostied stény ani hrany.

Definovat nekonvexni mnohostén uz je trochu ofisek, proto to délat nebudeme. Poznamenejme
ale, ze Eulerova formule plati i pro né, avSak jenom pokud ,nemaji diry“.

Cvic¢eni 9. Rozmysli si na néjakém konkrétnim mnohosténu s dirou, zZe pro néj Eulerova formule
skutecné neplati.

Uloha 1. Miuze existovat konvexni mnohostén, jehoz vSechny stény jsou Sestitthelniky?
Uloha 2. Dokaz, ze kazdy mnohostén, ktery neméa zadné étyiuhelnikové ani pétitihelnikové stény,
musi mit aspon Ctyfi trojuhelnikové stény.

Zajimavosti je, ze kdybychom nechtéli, aby byl mnohostén konvexni, a dokonce dovolili, aby

v ném byly diry, nebude pfedchozi tloha platit. Znamym protipiikladem je takzvany Szilasstho
sedmisten®.

Prusecikové Cislo

Definice. Méjme néjaké nakresleni grafu G, prusecikové cislo tohoto nakresleni definujeme jako

pocet pruseciku kfivek odpovidajicich jeho hranam. Kdyz se k kfivek protind v jednom bodé,

k(k—1)
2

pocitame to jako (g) = pruseciki, jeden za kazdou dvojici protinajicich se kfivek.

Definice. Prisecikové ¢islo grafu G definujeme jako minimum z prusecikovych ¢isel vsech jeho
nakresleni. Znaéime jej cr(G).

Z definice plati cr(G) = 0 pravé pro rovinné grafy. Ve Cviceni 6 jsme ukdzali, ze cr(K3,3) <1
a cr(Ks) < 1, a ve Cviceni 8 zase cr(K3,3) > 1 a cr(K5) > 1. Nez se podivame na hlavni tvrzeni
o prusecikovém cisle, dokdzeme si jednoduché lemma.

Lemma. Pro graf G = (V, E) plati
cr(G) > |E| = 3|V|. (1)

Diikaz. Uvazme nakresleni grafu G s pravé cr(G) pruseciky. Z kazdé dvojice protinajicich se hran
muZeme vybrat jednu a odstranit ji. Odstranime maximalné cr(G) hran a ziskdme tak rovinny graf.

5Jak presné vypada mizes najit tfeba tady: fhttps://en.wikipedia.org/wiki/Szilassi_polyhedror].
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Z tvrzeni v predchozi Gasti vime, Ze pocet hran rovinného grafu je méné nez trojnasobek poctu
jeho vrcholl, coz nam dava dokazovanou nerovnost. O

Véta. (O prusecikovém cisle) Pro graf G = (V, E) plati

1 |BP
G) > — V.
(&)= G~V

Dikaz této véty bude vyuzivat pravdépodobnostni metodu. Konkrétné budeme potfebovat
meéla by byt néjak dulezitd pro pochopeni zbytku seridlu ani k vyfeseni zadné ze sériovych tuloh.
Stredni hodnota vyrazu X (ktery zavisi na ndhodé&) se znac¢i E[X] a v podstaté Fikd, jaka je jeho
priumérna hodnota. Naptiklad hodime-li klasickou Sestisténnou kostkou a oznacime S ¢islo, které
padlo, jeho stfedni hodnota bude E[S] = 3.5.

V nasledujicim dikazu budeme predpokladat, ze se zadné dvé hrany sdilejici vrchol neprotinaji.
Kdyby se protinaly, mtizeme nakresleni upravit jako na obrazku a prusecikové cislo nakresleni by

S

Dikaz. Uvazme nakresleni grafu G. Muzeme pfedpokladat, ze | E| > 4|V|, jinak je tvrzeni trivialni.
Nyni si zvolime pravdépodobnost 0 < p < 1, jeji pfesnou hodnotu ur¢ime az na konci. Z mnoziny
vrcholt V' vybereme podmnozinu V. Kazdy vrchol v € V pfiddme do V' s pravdépodobnosti p,
vSechny vrcholy pfiddme nezavisle na sobé. Vybrand mnozina vrcholi ndm dava néjakou podmno-
zinu hran E’ C E, hrana (u,v) bude v E’ pravé tehdy, kdyz oba jeji koncové vrcholy lezi v V/,
tedy u,v € V’. To ndm dava n&jaky novy graf G’ = (V' E’).

@H

Kazd4 hrana se dostala do E’ s pravdépodobnosti p?. Z linearity stiedni hodnoty plati E[|V’|] =
p|V|, E[|E’|] = p?|E|. © Pavodni nakresleni grafu G ndm uréuje nakresleni zmenseného grafu G’.
Oznaéme z pocdet prusec¢ikt ptivodniho nakresleni grafu G a z’ pocet prise¢ikii nakresleni G’.
Plati E[z'] = p*x, protoze prisecik bude v novém nakresleni pravé tehdy, kdyz v ném budou obé
piislusné hrany a ty jsou na sobé& nezavislé (proto jsme nechtéli, aby se protinaly hrany sdilejici
koncovy vrchol). Podle nerovnosti (1) plati 2’ > |E’| —3|V’|. Tato nerovnost nam dava analogickou

se tim akorat snizilo.

STim jsme jenom formalné fekli, ze v novém grafu bude v priiméru p|V| vrcholi a p?|E| hran,
coz by mélo byt intuitivné jasné.



nerovnost pro stfedni hodnoty. Intuitivné feceno, kdyz nerovnost plati ve vSech pripadech, musi
plati i v praméru. Dostavame tedy
E[z'] > E[|E|] - SE[V']],
p'z > p’|E| - 3p|V],
E| -3|V
)

= B
Ted si mtizeme zvolit pravdépodobnost p. Ukazuje se, Ze spravnou volbou je p = %. To je ¢islo
z intervalu (0, 1), protoZze jsme pfedpokladali |E| > 4|V|. Dosazenim do nerovnosti vyse je dikaz
hotov. O

Tento dikaz byl dost trikovy — ndhodné jsme vybrali podmnozinu vrcholi a za pomoci vztahu (1)
trochu jako podvod — nedokézali jsme jenom, Ze to tvrzeni plati s néjakou pravdépodobnosti? Ne,
tohle je skuteéné validni dikaz a tvrzeni podle néj plati vzdy. Kdybys chtél(a) vidét vic podobnych
dtikazi a dozvédét se néco vic o pravdépodobnosti, miizes si precist seridl o pravdépodobnosti
z 38. roéniku.”

Asymptoticka notace

Zase na chvili odbo¢ime od geometrie a vysvétlime si asymptotickou notaci. Asymptotickd notace
,Funkce f roste nejvyse tak rychle jako funkce g.“ Nezajima néas, jak se funkce chova pro malé
argumenty, rozhodujici pro nas bude chovani pro velké hodnoty. Pro¢ bychom chtéli néco takového
fikat? Casto je docela jedno, jestli je né¢eho 3n? nebo inQ + n, a konstanty nam jenom piekazi.
Ted uz se ale vrhnéme na formalni definici.

Definice. Nechf f,g : N — RT jsou funkce z pfirozenych do kladnjch realnych éisel. Piseme

f € O(g), jestlize
IN €N,Ic€RT :¥n > N: f(n) < c-g(n).

Vyraz f € O(g) zpravidla éteme ,f je (velké) O g«.

Neékolik kvantifikdtort za sebou muze na prvni pohled vypadat trochu désivé, ale vlastné rikaji
néco hrozné jednoduchého. Znamend to, ze pro vSechna n, kterd jsou dostateéné velkd, je f(n)
maximalné konstanta krat g(n). Vyraz O(g) potom miizeme chapat jako t¥idu® funkci, které neros-
tou rychleji nez g. Vyrazem f € O(g) potom ¥fikame, ze f pat¥i do t¥idy funkci rostoucich nejvyse
tak rychle jako g.

Do t¥idy O(n?) patii napiiklad funkce 4n + 3, n3/2 nebo 2n2. Naopak do ni nepatii n® nebo
2™. Velké O se navic chova hezky vzhledem ke sc¢itani a ndsobeni konstantou.

Tvrzeni. Jestlize f1, fo € O(g), potom i f1 + fa € O(g).

Tvrzeni. Jestlize f € O(g) ac € RT, potomic- f € O(g).

Cvicéeni 10. Dokaz piredchozi dvé tvrzeni.

Priklad. Maximalni pocet rovnostrannych trojihelnikt tvofenych n body v roviné je O(n?).

Reseni. Nejprve si formalné zapi$me, co po nas zadani chce. Ozna¢me f(n) maximélni mozny
pocet rovnostrannych trojihelniktt na n bodech v rovné. Mame tedy funkci f : N — Rt a chceme

7Serial najdes na adrese |https://prase.cz/archive/38/serial.pd}.

8 T¥{da je jenom trochu lepsi mnozina.
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dokazat f € O(n?). Podet viech trojic tvorenych n body je (g) = W, atedy f(n) < %n3.
To nam ale dava jenom f € O(n?), musime udélat néco chytiejsiho.

Uvazme libovolnou dvojici bod1i, téch je (g) € O(n?). Pro kazdou takovou dvojici potom existuji
nejvyse dva body, které s ni tvoii rovnostranny trojihelnik. Dvojnasobek poc¢tu dvojic bodt je uréité
také v O(n?). N&jaké trojuhelniky jsme takto mohli zapocitat dvakrat, ale to nevadi, dokézali jsme
feom?).

Poznamenejme jesté, ze tento odhad je velmi slaby, ke konci tohoto dilu si ukdzeme mnohem
silnéjsi odhady.

Co kdybychom ale chtéli Fict, Zze néjaka funkce naopak roste aspon tak rychle jako jina? K tomu
slouzi nasledujici notace.

Definice. Necht f,g : N — RT jsou funkce z pfirozenych do kladnjych realnych &isel. Piseme
f € Q(g), jestlize
IN €N,Ic € RT :¥n > N: f(n) > c- g(n).

Vyraz f € Q(g) zpravidla ¢teme , f je (velkd) omega g“.
Definice Q2 je naprosto analogicka definici O, jenom jsme zménili znaménko nerovnosti.
Priklad. Dokaz, Ze maximalni pocet dvojic bodii s jednotkovou vzdélenosti je Q(nlogn).?

Reseni. Nejprve si ujasnéme, jak néco takového dokazat. Bude nam stacit najit posloupnost mno-
zin bodu v roviné S, Sa, ... takovych, ze |Sn| = n, a oznacime-li f(n) pocet jednotkovych vzdale-
nosti v Sp, plati f € Q(nlogn).

Nejprve zkonstruujeme mnoziny o velikostech mocniny dvou. Mnozina S1 bude dana jednim
bodem. Mnozina Sy, potom vznikne z mnoziny S,r—1 tak, Ze mnozinu Syx—1 duplikujeme a posu-
neme libovolnym smérem o vzdalenost 1. Musime byt trochu opatrni, aby ndm pfitom néjaké body
nesplynuly. Nastésti mame na vybér nekoneéné mnoho sméri a jenom v koneéné mnoha z nich
néjaké body splynou. Nyni se podivejme na pocet takto vytvorenych jednotkovych vzdalenosti.
Zjevné plati f(1) = 0 a f(2%) = 2f(2F~1) + 2F~1. Je snadné dokazat, Ze feSenim této rekurence
je f(2F) = 2k=1k. Pro n = 2% tedy dostavame f(n) = %nlog n. Ted ndm zbyva dotesit, co udélat
s n, kterd nejsou mocninami dvou. Prosté najdeme libovolnou mocninu dvou mensi rovnou n, udé-
lame konstrukci pro ni a zbylé body tam nahézime libovolné. To nadm da f(n) > %n/ logn’, kde n’
je nejvétsi mocnina dvou nepfevysujici n, zjevné plati n’ > % Jednoduchou upravou dostaneme
fln) > in(log(n) — 1). To je pro dostateéné velké n uréité aspon %nlog n, takze f € Q(nlogn) a
jsme hotovi. Mazes si vSimnout, Ze jsme béhem konstrukce vlastné kreslili hyperkrychli do roviny.

|
|
|
. i o N N

<
Tohle neni nejlepsi zndmy odhad, 1ze dokonce pouzit 2 (nlJrlog log") pro jistou kladnou re-
alnou konstantu c. Konstrukce je opét pomérné jednoduchad — body se jenom daji do ¢tvercové
miizky o vhodnych rozmérech. Dtkaz ale vyzaduje netrividlni znalosti teorie ¢isel. Proé¢ funkce

9Symbolem log zde znaéime dvojkovy logaritmus. Na zakladu logaritmu tady oviem moc neza-
lezi, protoze vSechny logaritmy se 1isi jenom multiplikativni konstantou.
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C
z ) (n1+10g 108:") uz nutné je i v Q(nlogn), nemusi byt na prvni pohled jasné. Dikaz je ponékud
technicky a neni z pohledu kombinatorické geometrie nijak zajimavy, takze ho tu neuvadime.
Uloha 3. Dokaz, Zze maximalni podet jednotkovych vzdélenosti mezi n body v R* je Q(n2).

Asymptotickou notaci muzeme definovat i pro vice proménnych. Definice je velmi podobné té
pro jednu proménnou.

Definice. Nechf f,g : N¥ — Rt pigeme f € O(g), jestlize existuji N € N a ¢ € Rt takové, ze
pokud je aspon jedno z ni,...,ni vétsi rovno N, tak

fni,... ng) <c-glni,...,ng).

Upozornujeme, ze v nékterych kontextech mize byt pozadovano, aby n; > N platilo pro vsechna
i, a ne jen pro jedno. Vétsinou by na tom ale nemélo zalezet.

Incidence a Szemerédi-Trotter

V této sekci se budeme zabyvat body a pfimkami v roviné. Budeme pfitom poditat, kolikrat se
stane, ze néjaky bod lezi na néjaké piimce.

Definice. Necht je ddna mnozina bodi P a mnoZzina pfimek L v roviné. Incidenci rozumime
usporadanou dvojici (p, ) takovou, ze p € P,l € L ap € l. Vyrazem I (P, L) budeme rozumét pocet
incidenci tvofenych body z P a pfimkami z L. Pro pfirozené n a m oznaéme I(n,m) maximum
I(P, L) pfes vSechny mozné konfigurace P a L spliujici |P| =n a |L| = m.

Szemerédiho—Trotterova véta nadm dava tésny odhad na pocet incidenci, a jak si za chvili uka-
zeme, dovoli ndm odhadnout i spoustu dalsich véci.

Véta. (Szemerédi-Trotter) Plati
I(n,m) € O 3m?/3 4 n+m).

To muze na prvni pohled vypadat jako ponékud divoky vyraz. Specidlné pro m = n se tvrzeni
zjednodusi na I(n,n) € O(n*/3).

Dikaz. Méjme mnozinu bodu |P| = n a mnozinu pfimek |L| = m. Definujeme graf G = (P, E),
jehoz vrcholy jsou body mnoziny P, které jsou spojené hranou pravé tehdy, kdyz jsou na jedné
ptfimce | € L, a navic mezi nimi na [ nelezi zddny dalsi bod z P. Konfigurace bodu a pfimek v roviné
nam zaroven dava nakresleni grafu G.

Graf G ma |P| = n vrcholu, kolik ma ale hran? Jestlize na pfimce [ lezi k¥ > 1 bodt, vznikne na

ni k — 1 hran. To znamena, Ze skoro kazda incidence nam prida hranu, mizeme tedy odhadnout

I(n,m) <|E|4+m. A jaké bude priise¢ikové ¢islo naseho nakresleni G? Hrany G lezi na m riznych
12



pfimkéach, proto mohou mit nejvyse (7;) pruseciki, takze cr(G) < (T;) Na druhou stranu zname
dolni odhad na prisecikové cislo grafu, to ndm dava nerovnost

1 |E]3 m
aﬁfngcr(G) < (2>

V kombinaci s I(n,m) < |E| 4+ m jednoduchou tipravou zjistime I(n,m) € O(n2/3m?2/3 4 n +m),
¢imz je dukaz hotov. O

Piiklad. Dokaz, ze maximalni pocet trojuhelnikt o obsahu 1 s vrcholy v n bodech je O(n7/3).

Reseni. Zvolme si jeden z n bodt a ukazme, Ze je soucasti O(n4/3) trojahelnikd o obsahu 1.
Ozna¢me si na$ vybrany bod A.

Nyni si zvolme néjaky dalsi bod, oznaéme jej B. Kde muze lezet bod C, aby mél trojuhelnik
ABC obsah 1?7 Odpovédi je, ze musi lezet nékde na dvou pevnych pfimkéch rovnobéznych s AB,
protoze vyska tohoto trojuhelniku je pevné dana. Mame n — 1 moznosti, jak zvolit bod B, to nam
dava 2n — 2 primek. Pozor na to, ze nékteré dvojice ptimek mohly splynout. To se stalo pravé tehdy,
kdyz néjaké dva body B a B2 lezely na jedné primce s A a zaroven od A byly stejné daleko. Nikdy
se ale nestane, ze by splynuly tfi nebo vice pfimek. Kazdy bod lezici na néjaké z téchto primek
nam pfidd maximalné dva trojthelniky (dva v pfipadé, Ze dana pfimka je dvojitd). Staci ndm tedy
spocCitat pocet incidenci nejvyse 2n — 2 pfimek a n — 1 boda. Maximalni pocet téchto incidenci je
ale podle Szemerédiho—Trotterovy véty O(n4/3), ¢imz je dikaz hotov.

Priklad. Dokaz, ze maximalni pocet jednotkovych vzdalenosti mezi n body je O(n4/3),

Reseni. Tentokrat nepouzijeme Szemerédiho—Trotterovu vétu piimo, ale modifikujeme jeji ditkaz.
Okolo kazdého bodu nakreslime kruznici o poloméru 1. Mezi dvéma body je vzdalenost 1 praveé
tehdy, kdyz kazdy z nich lezi na kruznici o poloméru 1 se stiedem v tom druhém. Staci nam tedy
odhadnout pocet incidenci n bodtu a n kruznic.

Muzeme udélat obecnéjsi odhad pro n bodt a m kruznic o jednotkovém poloméru. Zase nakres-
lime graf G, ktery mé jako vrcholy body nasi mnoziny, a dva body jsou spojené hranou, pokud spolu
sousedi na kruznici. Potiz je, ze dva body mohou sousedit na dvou kruznicich. Kdyby mezi dvéma
vrcholy vedly dvé hrany, libovolnou z nich odstranime. Kvuli odstranovani hran dostaneme trochu
slabsi odhad nez pfedtim, ale to nevadi, konstanty nés nezajimaji. Dostavame I(n, m) < 2|E|+2m.
Nas odhad na cr(G) ted také bude trochu slabsi, protoze dvé kruznice se mohou protinat az ve dvou
riznych bodech, plati cr(G) < 2(;") Konec diukazu je uplné stejny jako v pfipadé Szemerédiho—
Trotterovy véty.
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Ted uz umime maximalni pocet jednotkovych vzdalenosti mezi n body odhadnout zdola i shora.
Jenze nase odhady jsou dost daleko od sebe, tak ktery je ten spravny? Problém uz nékolik desitek
let ztistava otevieny a porad se nevi, jakd je spravna hodnota.

Uloha 4. Necht S je n-prvkovd mnoZina bodt v roving a oznaéme D = {|z — y| | =,y € S},
tedy mnozinu v8ech vzdalenosti mezi dvojici bodt z S. Velikost D udéava pocet rtiznych vzdalenosti
tvofenych body z S. Dokaz, ze minimalni pocet téchto rtiznych vzdalenosti tvofenych n body je
Q(n?/3).

Zavér

Dospéli jsme ke konci naseho putovani kombinatorickou geometrii. Doufame, ze Té to s nami bavilo.
Pokud ano, mame pro tebe dobrou zpravu — zdaleka jsme nestihli vycerpat vSechna témata, ktera
kombinatorickd geometrie nabizi. Pokud by ses chtél(a) dozvédét vic, mizes se podivat t¥eba do
nasledujicich skript: fhttps://kam.mff.cuni.cz/ matousek/kvgl-tb.pdf.

Radi bychom podékovali vSem, ktefi pomdhali seridlu vzniknout, a to predevsim Hedvice a
Matéjovi. Majda a Pepa

Navody ke cvicenim
Podivej se na definici.
Znovu se podivej na definici.
0o X
Kolik je W?
Jak to je pro mala d, pro néz si to jeSté umis predstavit?
Staci nékteré hrany nakreslit ,,okolo“ zbytku grafu misto skrz néj.
Kolik nejméné hran je tfeba ptidat, aby se z grafu stal souvisly graf?

Pro K5 pouzij tvrzeni, pro K3 3 ho zlepsi.

S B A ol ol

Zacni s n€jakym hezkym mnohosténem a zkus z néj néco odrezat.

10. Rozepis si definice, pak by to mélo byt jasné.
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Navody k Gloham
1. Spocitej dvojice (sténa, hrana na jeji hranici) a (vrchol, hrana z ngj vychézejici).
2. Tato uloha je velmi podobna ptredchozi.

3. Zkus body rozdélit do dvou skupinek tak, aby vzdalenost libovolnych dvou bodi z riznych
skupinek byla 1.

4. Pouzij odhad na pocet jednotkovych vzdalenosti.

Reseni cvi¢eni

2. 1-stfedobod maji pouze jednoprvkové mnoziny (a prdzdnd mnozina).

3. Jedna se o cely prostor.

4. Je to konvexni obal X. Libovolna pfimka prochazejici konvexnim obalem totiz odfizne aspon
jeden bod. Analogie tohoto plati i ve vyssich dimenzich — mnozinou ‘Tll—stfedobodﬁ je taky konvexni
obal.

5. Protiprikladem je tfeba d-+1 afinné nezavislych bodt. V roviné by to byly vrcholy trojuhelniku
a v prostoru vrcholy étyfsténu. Rozeberme ditkaz pro &tyfstén: Zadny bod vné &tyfsténu uréité
nemiize byt a-stfedobod pro zadné o > 0. Zvolme libovolny bod uvniti nebo na hranici ¢tyfsténu
a uvazme rovinu prochézejici timto bodem rovnobéznou se sténou ¢tyfsténu, ve které tento bod

nelezi. Na jedné strané od této roviny je zjevné jenom jeden vrchol, takze nas bod nemtze byt
a-stfedobod pro zadné a > diﬂ Na obréazku je naznacena situace v dvou dimenzich.

Ve vyssich dimenzich bychom to mohli dokazat uplné stejné, jenom na to nemame patficny
aparat. Také by stacilo zvolit nadrovinu rovnobéznou s néjakou sténou vicerozmérného simplexu'©.

6.

Ksy

7. |V|+|F|=|E|+k+1.
8. Pro Kj5 staci pouzit tvrzeni o poc¢tu hran a vrcholi rovinného grafu. Ma totiz 5 vrcholu a
(g) =10 hran, tedy 3|V| — 6 = 9 < 10 = |E|. Tudiz tvrzeni nespliiuje a nemiize byt rovinny.

10Simplex je zobecnéni étyfsténu do vice dimenzi. Je to mnohostén, ktery ma d + 1 afinné
nezavislych vrchola.
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Pro K3,3 musime tvrzeni trochu vylepsit. ProtoZze to je bipartitni graf, neobsahuje cykly liché

délky. Kazda sténa jeho pripadného rovinného nakresleni by tudiz musela mit alespon ¢tyri hrany.
Dostévame |V|+ %|E\ > |V|+|F| = |E|+2, z ¢ehoz ziskdme nerovnost 2|V| —4 > |E|. OvSem pro
K33 plati |V| =6 a |E| =9, tedy nemuze byt rovinny.
9. Funguje tfeba mnohostén, ktery vznikne néasledujicim zptisobem. Vezmeme kvadr a na dvé jeho
proté&jsi stény postavime smérem dovnitf komolé ¢tyrboké jehlany, které budou sdilet mensi pod-
stavu. Tyto dva jehlany odebereme, jejich mensi podstava bude ona kyzend dira. Tento mnohostén
mé dvanact vrcholi, dvanact stén, ale dvacet ¢tyfi hran.

10. Z definice existuje Ny a c1 takové, Zze pro kazdé n > Ni plati fi(n) < ci1g(n). Obdobné
existuje Na a cg pro f2. Pro funkci f1 + fo stacéi vzit jako N vétsi z ¢isel N1 a N3 a jako ¢ vzit
c1 + ca.

Pro druhé tvrzeni vezmeme pro c- f stejné N jako pro f, konstantu vynésobime c.

Reseni Gloh

1. Vime, Ze mnohostén je vlastné rovinny graf a musi proto spliovat Eulerovu formuli. Kdyby
vSechny jeho stény byly Sestithelniky, poé¢itdnim dvojic (sténa, ji nalezici hrana) dvéma zptisoby
zjistime, ze |F| = %\E| Dosazenim a upravou Eulerovy formule dostaneme |V| = %|E\ + 2. Protoze
pracujeme s konvexnim mnohosténem, z kazdého vrcholu musi vychéazet alespon tfi hrany. Tedy
spocitdme-li dvéma zptlisoby podet dvojic (vrchol, hrana, z néj vychézejici), dostaneme |V| < §|E|
Avsak z Eulerovy formule plyne opa¢nd nerovnost, coz je spor.

2. Opét pouzijeme, Ze mnohostén musi spliiovat Eulerovu formuli a Ze z kazdého vrcholu vy-
chézi alespon t¥i hrany, tedy |V| < §|E\ Pro spor pfedpokladejme, Ze mnohostén ma nejvyse t¥i
trojuhelnikové stény. Pocitdnim dvéma zplisoby dostaneme 6|F| — 3 -3 > 2|E|, coz upravime na
|F| > %|E| + % Dosazenim do Eulerovy formule dostavame |V| + %|E| + % > |E| 4 2. To ndm po
apravé da V| > %|E\ + %, z &ehoz plyne |V| > %|E\ To je ve sporu s nerovnosti vyse.

n
5
mit soufadnice (z,y, 0,0), kde z2 +y% = % Body druhé skupinky budou mit analogicky souradnice
(0,0, z,w), kde 22 + w? = % Vzdélenost libovolnych dvou bodu (z,y,0,0) a (0,0, z,w) z raznych
skupinek potom bude podle Pythagorovy véty x2 4 y2 + 22 + w? = 1. Tim jsme hotovi, protoze
pocet dvojic z riiznych skupinek je Q(n?). Jesté si mizeme rozmyslet, jak nase mnozina bodii
vlastné vypada. Obé skupinky jsme rozmistili na kruznice se stfedem v poc¢atku o poloméru %

3. Nase body rozdélime rozdélime do skupinek velikosti ptiblizné Body prvni skupinky budou

Tyto kruznice jsou na sebe navic ,hodné kolmé*“, lezi totiz v rovinach, které se protinaji v prave
jednom bodé.

4. Odhad na jednotkové vzdalenosti nam Fika, ze af si zvolime libovolné d, maximéalng O(n/3)
ruznych para bodu z S bude mit vzdalenost d. Celkovy pocet dvojic je ale (g) € Q(n?). Mame tedy

dolni odhad na pocet dvojic a horni odhad na pocet dvojic ve stejné vzdalenosti, jejich podil ndm
2

dava dolni odhad na pocet rtiznych vzdélenosti, a to Q (#) = Q(n?/3). Kdybys nam nevétil(a),

ze s asymptotickou notaci miZzeme délat tyhle ipravy, mizes si to rozepsat z definice.
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