Kombinatoricka geometrie Il — Sila konvexity

Mily priteli,
dostévé se Ti do rukou jiz druhy dil seridlu o kombinatorické geometrii. V minulém dile sis mohl(a)
v§imnout, Ze konvexni mnohothelniky se chovaji daleko pfijemnéji a predvidatelnéji nez mnohotihel-
niky nekonvexni. Naptiklad v prvni soutézni tiloze prvni série by se odpovéd zmeénila, kdybychom
se omezili jen na konvexni mnohothelniky. U konvexnich mnohothelnikt jsme zase v zavislosti na
poc¢tu vrcholit uméli uréit, kolik maji triangulaci, zatimco u nekonvexnich pocet triangulaci zavisi
na tvaru. Konvexni mnohothelnik se svym vnitfkem je specialnim pfipadem konvexni mnoziny. Tu
si v tomto dile definujeme a podivame se, jaké hezké véty pro ni plati. Na rozdil od predchoziho
dilu budeme pracovat nejen v roving, ale i v prostoru a obecné ve vyssich rozmérech. Vytvofime si
nékolik nastroju pro praci s body ve vice rozmérech. Nez se do toho ale pustime, budeme se jesté
chvili drzet pfi zemi (v roving).

Prejeme Ti pfijemné cteni a hodné Stésti pri feSeni soutéznich dloh. Pfipominame, ze jsou
sefazené podle obtiznosti, nikoli podle témat v serialu.

Pepa a Majda

Konvexni obal

V této kapitole si ukazeme dalsi zpusob, jak si udélat poradek v kone¢né mnoziné bodu v roviné.
Predstav si, ze na louce stoji ovecky a my bychom kolem nich radi postavili ohradku. Takova spravna
ohradka je konvexni mnohothelnik. Zaroven by se ale sousedi zlobili, kdybychom ohradkou zabrali
moc velky kus louky. Tudiz postavime ohradku co nejmensi. Jak bude vypadat ta ¢ast louky, kterou
si ohrddkou zabereme? Nazvéme ji konverni obal nasich ovecek.
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Za konvexni obal bodi (oveéek) povazujeme mnohouhelnik i s jeho vnittkem. To proto, aby
tato definice souhlasila s definici pro obecné mnoziny, kterou si pozdéji ukdzeme. Terminologie
s konvexnim obalem spojena ale spiS pripomina terminologii mnohouhelnikti. Kdyz bod lezi na
obvodu konvexniho obalu, fikdme, ze lezi na konvexnim obalu. O ostatnich bodech konvexniho
obalu fikdme, ze lezi uvnitr néj.



Dale je dobré si uvédomit, Ze pro kone¢nou mnozinu bodi X v roviné ma konvexni obal vrcholy
v bodech X. Intuitivné, kdyby tomu tak nebylo, Sel by roh alespon o kousek ,ufiznout“. Kdyz
jsou body z X v obecné poloze, tedy zadné t¥i nelezi na pfimce, dokonce zadné dalsi body z X na

konvexnim obalu nejsou.
Muzeme si povSsimnout, Ze pro dva sousedni body A a B na konvexnim obalu jsou vSechny

ostatni body z X v jedné poloroviné od pfimky AB.

Jiny zpusob, jak se na konvexni obal divat, je nasledujici. Pfedstavime si, Ze body v roviné jsou
hiebiky a my okolo nich natdhneme gumicku. Gumicka se stdhne a bude tvorit hranici konvexniho

obalu.
SR N
7/ ° o
/ h \ L
L] 7 [ 9
/ \ - ~
/ . s .
I ! < ! * Hiebik
—~ . . -—} — \ e . I
\ / \ ! — — — Gumicka
. ° \ ° »
\ / Ve
\ M / L3S <
N . 7 S <
N 7

~ P
~ _ _ -

Cvic¢eni 1. V roviné lezi n > 3 bodu, kolik nejméné a nejvice z nich mize lezet na konvexnim
obalu?

Priklad. V roviné lezi 200 bodu v obecné poloze. Dokaz, ze néjaké tii z nich tvoii thel o velikosti
méné nez 1°.

Reseni. Uvézime konvexni obal téchto bodii, to bude konvexni mnohothelnik. Zvolme si libovolny
vrchol na konvexnim obalu, u néj je urc¢ité thel mensi nez 180°. Uvnitf tohoto thlu lezi zbyvajicich
197 bodt. Uhel tedy mutzeme rozdélit na 199 disjunktnich &asti, které dohromady daji méné nez
180°. Aspon jedna z téchto ¢asti proto musi mit velikost mensi nez 1°.



Vsimni si, ze jsme predchozi priklad mohli vyfFesit i za pomoci extremalniho principu — mohli
jsme uvazit tfeba bod nejvice dole. To je docela bézné, neznamena to ale, ze by konvexni obal
nebyl uzite¢ny. Formulace pomoci konvexniho obalu miZe byt vyrazné jednodussi (obzvlast kdyz
premysli.

Uloha 1. V roviné lezi n bod& v obecné poloze. DokaZ, Ze z nich mizeme vybrat tii body tak,
aby vSechny ostatni body lezely uvniti nebo na hranici kruznice opsané témto bodum.

V 1lohéch budeme docela ¢asto postupovat indukci. K ¢emu tedy potiebujeme konvexni obal,
kdyz tlohu stejné vyfesime indukci? Indukovat obvykle budeme podle poétu bodi, a to tak, ze
odebereme néjaky bod (nebo i vice bodl) na konvexnim obalu.

Piiklad. Rozmisténi 4027 bodd v roviné nazyvame kolumbijskym, jestlize je z nich 2013 cerve-
nych, 2014 modrych a zadné tii nelezi v pfimce. O skupiné pfimek v roviné fekneme, ze je dobrd
pro dané rozmisténi, jestlize

e 74dna z pfimek neprochézi zadnym bodem rozmisténi,

e zadna z Casti, na které je rovina primkami rozdélena, neobsahuje body rtznych barev.

Najdi nejmensi k takové, ze pro libovolné kolumbijské rozmisténi 4027 boda v roviné v ni existuje
skupina k& dobrych pfimek. (IMO 2013)

Reseni. Odpovédi je 2013. Dokazeme jenom dolni odhad, tedy Ze nam 2013 piimek opravdu vzdy
staci. Konstrukci, kdy jich 2013 opravdu potfebujeme, ponechdme jako cviceni. Budeme postupovat
indukci, dokonce dokazeme néco jesté trochu silnéjsiho.

Lemma. Kdyz je ¢ervenych a modrych bodii dohromady n, sta¢i nam na jejich rozdéleni [%J
piimek.
Lemma dokazeme indukci, pro n < 2 je tvrzeni trivialni. Nyni pfedpokladejme, ze plati pro n—2
a dokazme jej pro n. Uvazme konvexni obal barevnych bod a vyberme na ném dva sousedici body,
ozna¢me je A a B. Tyto dva body miizeme od vSech ostatnich oddélit ngjakou pfimkou, nazvéme
ji p. Zbylych n — 2 bodi umime z indukéniho predpokladu rozdélit L%J — 1 pfimkami, mnozinu
téchto pfimek oznac¢me Q. Rozlisime tii pripady:
(1) A a B maji stejnou barvu. Potom vyhovuje mnozina Q U {p}.
(2) A a B maji rizné barvy a oddéluje je od sebe néjaka piimka g € Q. Potom opét vyhovuje
mnozina Q U {p}.
(3) A a B maji rizné barvy a neoddéluje je od sebe zadna p¥imka z Q. Po nakresleni vSech
pfimek z @ musi A a B lezet v oblasti, ve které maji vSechny body aZ na jeden (A nebo
B) stejnou barvu. Ted nam sta&i uvazit pfimku p’, kterd oddéluje A nebo B od vsech
ostatnich. Takova pfimka jisté existuje, protoze A i B jsou na konvexnim obalu. Hledana
mnozina piimek je Q U {p’}.

Mohlo by se nam stat, ze néjakd primka z @ prochazi A nebo B. Z indukéniho pfedpokladu ale
neprochazi zbylymi n — 2 body, kterych je kone¢ny pocet. Takze ji mizeme o kousek posunout,
aby neprochézela ani A, ani B a zaroven vSechny ostatni body byly ve stejné poloroviné od ni jako
predtim.

Cviceni 2. Rozmysli si, Zze v pfedchozi tloze nékdy opravdu potfebujeme 2013 pfimek.
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Ukéazeme si alternativni feseni ptikladu, ktery uz jsme vidéli v minulém dilu v kapitole o extre-
maéalnim principu.

Piiklad. V roviné lezi n ¢ernych a n bilych bodu v obecné poloze. Dokaz, ze je mozné poparovat
Cerné body s bilymi tak, Ze se tseCky spojujici pary nebudou protinat.

Reseni. Tvrzeni dokdzeme indukci. Pro n = 1 zjevné plati. Nyni predpokladejme, Ze tiloha plati
pro kazdé k od 1 do n a dokazeme ji pro n + 1. Vezmeme konvexni obal vSech bodu, ¢ernych
i biljch dohromady. Zvolme si libovolny vrchol na ném, oznaéme jej A, necht je BUNO ¢&erny.
Sousedy zvoleného bodu ozna¢me B a C. Kdyby byl jeden z nich bily, mohli bychom ho spojit s A
a tvrzeni by platilo z indukéniho predpokladu. Déle tedy predpokladejme, Ze jsou oba jeho sousedi
také Cerni.

Vsechny body kromé A si setfidme podle smérnice polopfimky z A do nich. PouZzijeme diskrétni
spojitost. K B napiSme ¢islo 2. Nyni postupujme podle thlu, kdyZz narazime na bily bod, snizime
hodnotu o 1, kdyZ na ¢erny, zvysime ji o 1. Takto pokracujeme az k bodu tésné pied C. U néj uréité
budeme mit ¢islo —1, protoze celkem je Cernych a bilych bodu stejné. Zacali jsme na 2, skoncili
na —1, takze jsme urcité nékdy museli byt na 0. Dokonce jsme nékdy museli byt na 0, kdyz jsme
zrovna zpracovavali bily bod. To protoze jsme se na 0 nékdy museli dostat z 1 tim, Zze jsme klesli
o 1, coz se muselo stat v bilém bodé&, oznacme jej X. Ted ndm staci spojit A s X. Na obou stranach
primky AX je stejné bilych a ¢ernych bodd, takze je z indukéniho predpokladu lze poparovat. Tim
bylo tvrzeni dokazano.
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Uloha 2. Zdvodni trat je lomené ¢ara v roviné slozend z koneéné mnoha orientovanych usecek,
z nichz zadné dvé se neprotinaji ve svych vnitinich bodech. Zatdcka je bod, ktery je koncovym
bodem jedné z téchto tsecek a pocateénim bodem té nasledujici. Zatacka B mezi orientovanymi
useckami AB, BC je pravotociva, pokud ma fidi¢ formule jedouci z A do B bod C po pravé ruce.
Analogicky definujeme levotocivou zatacku.

V rovinég je ddno n bodt v obecné poloze. Kuba by chtél postavit zavodni trat slozenou z n — 1
orientovanych usecek, jejichz krajnimi body je pravé téchto n bodt. Lenka mu zadala posloupnost
délky n — 2 slozenou ze znakia R, L, kde R znaci pravotocivou a L levotocivou zatacku. Dokaz,
ze Kuba dovede body propojit zavodni trati tak, aby pravotocivost ¢i levotocivost jejich zatacek
pfesné odpovidala posloupnosti, kterou Lenka zadala. (iKS, 9. ro¢nik, C5)

Uloha 3. Mé&jme n > 3 bodi v roving, pii¢emz zadné tii z nich nelezi na jedné piimce. Uvazujme
vnitini ahly vSech trojahelnikii s vrcholy v danych bodech a velikost nejmensiho takového thlu
oznac¢me @. Pro dané n najdi nejvétsi mozné . (MO 64 A-114)

Uloha 4. V roviné jsou dany tsecky, z nichz se z4dné dvé neprotinaji (ani v krajnich bodech).
Rekneme, e tisecka AB rozbiji tisec¢ku C'D, pokud prodlouzeni tisecky AB na polopiimku protina
CD ve vnitfnim bodé. Je mozné, aby kazda zadana usecka rozbijela pfi prodlouzeni na obé strany
néjakou jinou zadanou tsecku? (IGO 2018)

Uloha 5. Necht S je kone¢nd mnozina bodd v roviné. Pro kazdé tii rtizné body A, B,C € S,
které nejsou na jedné pfimce, lezi v S i stfed kruznice opsané ABC. Dokaz, ze vSechny body S lezi
na jedné pfimce.
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Uloha 6. V roviné je dano 2n bodt v obecné poloze, n > 1. Z nich je n obarveno modie a
n Cervené. P¥imka se nazyva vyrovnand, pokud prochazi jednim modrym a jednim ¢ervenym bodem
a pocet modrych bodi na jedné strané od ni je stejny jako pocet Cervenych bodu na této strané.
Dokaz, ze existuji alespont dvé vyrovnané pfimky. (USAMO 2005)

Uloha 7. Najdi vSechny kone¢né mnoziny S alespoii téi bodti v roviné takové, ze pro kazdé dva
ruzné body A a B z S je osa GseCky AB osou symetrie S. (IMO 1999)

Trocha formalit

Dosud jsme pracovali téméf vyhradné v roviné. Nyni uz se ale vzneseme i do vyssich dimenzi. Tam
uz si bude ale tézké véci predstavovat. Intuici budeme porad opirat o to, co si umime predstavit, tedy
o dvou nebo tfidimenzionalni prostor. Abychom ale porddné dokazali néco i ve vyssich dimenzich,
potfebujeme si zavést zptsob, jak s body pracovat. Jak tfeba pozname, ze néjaké body lezi na
pfimce nebo ze bod lezi uvnitf daného utvaru? Nez si na tyto otdzky odpovime, musime udélat
jesté trochu prace.

Ve zbytku tohoto dilu seridlu budeme sc¢itat hodné cisel, nékdy néc¢im vynasobenych. Zavedeme
si proto trochu znaceni. Soucet ¢isel a1, az, ..., an budeme znacit )" ; a;. Toto znac¢eni mizeme
nam miize hodit brat ¢ ne od 1 do n, ale z néjaké mnoziny M. To budeme znadcit Zie]b[ ai. Kdyby
se nam stalo, ze M je prazdna mnozina, definujeme tento soucet jako 0.

Narazime na otazku, jak pracovat s body v mnoha dimenzich. Odpovéd je jednoduchd, zavedeme
si souradnicovy systém a misto bodti budeme pracovat s takzvanymi vektory. Vektor a bod pro nas
vlastné budou reprezentovat uplné ten stejny objekt, v kontextu naseho seridlu tedy miuzeme tyto
pojmy skoro libovolné zaménovat.

Definice. Vektorem v € R? rozumime usporadanou d-tici &isel
(’1)1,1)2, e ,’l)d)~

Na vektorech neni nic slozitého a miZeme s nimi pracovat velmi jednoduse. Muzeme je spolu
séitat (a od¢itat) nebo je nasobit (a délit) redlnym ¢islem. Vektory mezi sebou ovSem nemuzeme
nésobit?!.

Definice. Pro vektory u,v € R% definujeme jejich soucet
u+v=(ur +vi,u2 +v2,...,uq +vq) -
Definice. Pro vektor v € R a realné &islo ¢ € R definujeme jejich soucin
cv = (cv1,cve, ..., cug).

Vektor odpovidajici bodu = muzeme interpretovat jako Sipku, kterd ukazuje z pocatku do x.
Je to vlastné posunuti, které zobrazi pocatek na x. S¢itani dvou vektori potom odpovida slozeni
téchto dvou posunuti — nakresleni Sipek za sebe. Nasobeni redlnym c¢islem je potom prodluzovani
a zkracovani této Sipky (nasobeni zadpornym ¢islem odpovida Sipce ukazujici opa¢nym smérem).

IDobfe, tohle neni tiplné pravda — mozna uz jsi nékdy potkal(a) skalarni nebo vektorovy souéin.
My se jimi ale zabyvat nebudeme.
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Kombinace

Ted si jesté definujeme tfi velmi podobné pojmy. Ze zacatku to mozna bude trochu matouci, ale
niceho se nelekej, vSechny maji jednoduchou geometrickou interpretaci a brzo by mélo byt jasné,

pro¢ potfebujeme vSechny.

Definice. Necht z1,...,z; € R? jsou body a A1,..., )\, € R jsou realna &isla, potom bod
k
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Definice. Jestlize v linedrni kombinaci navic plati

k
A =1,
i=1
budeme ji fikat afinni kombinace.
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Definice. Jestlize v afinni kombinaci navic plati A; > 0 pro vSechna \;, budeme ji fikat konvexni
kombinace.

o

Mame tedy tfi rizné moznosti, jak kombinovat body, pricemz se lisi mnozstvim pozadavki,
které na tuto kombinaci klademe. Dobry zpusob, jak se divat na afinni a konvexni kombinace, je
vazeni bodu. U afinnich kombinaci to muze byt trochu matouci, protoze vahy mohou byt i zadporné.
V pripadé konvexnich kombinaci je tato interpretace ale docela pfirozend — nejspis$ ses s ni uz

C T3

%(m + z2 + x3) o

Obaly

Diilezity pojem, ktery s kombinacemi bodu souvisi, jsou obaly.

Definice. Linearnim/afinnim/konvexnim obalern mnoziny X rozumime mnozinu vSech koneé-
nych? linearnich/afinnich /konvexnich kombinaci téchto bodi.

Konvexni obaly jsme uz potkali v prvni poloviné tohoto dilu, zatim ale neni moc jasné, ze tato
novéa definice odpovida nasi dfivéjsi intuici.

Pojdme se podivat na piiklady obalti ve dvou dimenzich. Zaénéme jednoduse, jenom s jedno-
prvkovou mnozinou X = {z1}. U afinniho a konvexniho obalu nemame co vymyslet, musime zvolit
tam muze byt A1 libovolné. Kdyz se na bod z; podivame jako na Sipku z poc¢atku, muzeme dostat
libovolny nasobek této Sipky. To je prece primka prochazejici pocatkem a x1. Nojo, ale co kdyby
bod z1 lezel v pocatku? Potom bude linearni obal jenom pocatek, tedy zase X.

Co kdyz bude X dvouprvkova? Necht tedy X = {x1,z2}. Nejprve se podivdme na afinni obal X.
Vime, Ze pro afinni kombinaci Ajx1 + A\ax2 plati A1 + A2 = 1, mizeme ji tedy upravit nasledujicim
zpusobem:

Az1 + deze = 21 — (1 — A1)z + Aexe = 21 + A2 (z2 — x1).

Rozdil 2 —x1 mUzeme interpretovat jako vektor, tedy jako posunuti zobrazujici 1 na z2. Libovolny
nasobek tohoto vektoru pricitame k z1, tedy dostavame primku. Konvexni obal je omezen tim, ze
A2 > 0, ¢imz vyfadime body mimo polopfimku zjz2, a A1 > 0, ¢imz zase vyfadime body mimo

2Timto jenom chceme zdiraznit, Ze séitime jenom koneény pocet bodi.
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polopfimku x2x1. Zbyde nam proto jen tsecka zjzs véetné krajnich boda. S linedrnim obalem
je to uz zase slozitgjsi. Kdyz pfimka spojujici 1 a xo prochazi pocatkem, tedy bodem (0,...,0),
dostaneme jenom tuto pfimku, v opa¢ném pripadé bude linedrnim obalem celé rovina.

1 1 1

v
v
v

x9 ) T2

Lineéarni obal Afinni obal Konvexni obal

Na linearnim obalu je nepfijemné, Ze zavisi na tom, kde je pocatek. Potiz je v tom, ze obvykle
mame néjakou mnozinu bodu bez pocéatku a chtéli bychom, aby bylo jedno, kde si ho zvolime.

na volbé pocatku nezavisi, jak naznacuji nasledujici cviceni.

Cviéeni 3. Rozmysli si, ze linedrni obal mnoziny X je stejny jako afinni obal X U {O}, kde O
znaci pocatek soustavy soufadnic.

Cviceni 4. Rozmysli si, ze pokud pocatek lezi v X, pak afinni a linearni obal X splynou.

Uz pii zkoumani dvouprvkové mnoziny se trochu ukazalo, Ze podminka A1 + -+ + Ay, = 1 nam
umoznuje pricist a po kouskach odecist libovolny bod z:

n n
Z Aix; = x + Z)\Z(Iz - 1‘)
=1 =1

Kdyz za = zvolime jeden z bodu z;, vynuluje se ndm vektor x; — x. Stejné jako v predchazejicich
cvicenich se tedy zbavime podminky pro afinni kombinaci a zbyde nam misto afinni jen ,linedrni
kombinace, pokud je pocatek v z“. Podminka pfidana navic v konvexni kombinaci kontroluje,
abychom ,nevylezli moc daleko“.

Zavislosti

Posledni pojem, ktery potfebujeme, je zavislost bod.

Definice. Mnozinu bodi X nazveme linedrné/afinné/konvexné zdvislou, jestlize existuje néjaky
bod z X, ktery lezi v linearnim/afinnim/konvexnim obalu zbylych bodi. V opa¢ném piipadé ji
nazveme linedrné/afinné/konvexné nezdvislou.

Pokud jsi uz nékdy potkal(a) jinou definici linedrni zavislosti, miizes si jako cvic¢eni rozmyslet,
ze je ekvivalentni :-).

Cviceni 5. Dokaz, ze jestlize je mnozina bodu konvexné zavisla, je i afinné zavisla.
Cviceni 6. Dokaz, ze jestlize je mnozina bodu afinné zavisla, je i linearné zavisla.
Zminme si jedno tvrzeni z linedrni algebry, které tady nebudeme formalné dokazovat. Ne, ze by
to bylo tézké, ale moc se to do serialu nehodi.
Tvrzeni. Libovolnych d + 1 vektorti z R? je linedrné zavislych.

Ze Cviceni 3 potom plyne, Ze libovolnych d + 2 vektortl z R? je afinné zavislych.
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Cviceni 7. Plati néco podobného i pro konvexni zavislost?

Cviceni 8. Které z nasledujicich mnozin bodu v roviné jsou linedrné/afinné/konvexné zavislé?

Konvexni mnoZiny

V minulém dile jsme pracovali s konvexnimi mnohothelniky a pred chvili jsi vidél(a) konvexni obaly.
Definice konvexni mnoziny vSechny tyto pfipady zastieSuje. Je to vlastné jen formélni zpusob, jak
fict, ze néjakd mnozina v sobé nema ,,diry“ nebo ,vykousnuti®.

Definice. Necht X je podmnozina R?. Rekneme, 7e X je konvezni, pokud pro kazdé dva body z
ayz X lezii celd tsecka zy v X.

Pozor na to, Ze konvexni mnoziny muzou vypadat divoceji, nez bys mozna na prvni pohled
éekal(a). V jedné dimenzi je to jesté jednoduché, tam jsou konvexni prévé intervaly, mohou byt
oteviené, uzaviené, nebo polouzaviené. To konkrétné zahrnuje i prazdny interval, jednobodové

vSechny konvexni mnoziny vyjmenovat jako v jednodimenzionalnim piipads. Uvedme si aspon
nékolik prikladi, které by Té nemusely napadnout: mnohothelnik bez okraje, thel mensi nez 180°
(proto se mu Fika konvexni), kruh bez bodu na hranici, polorovina bez okraje s bodem navic.

< \ e

Cviceni 9. Existuje konvexni mnozina bodu takova, ze kdyz z ni odebereme libovolny bod,
prestane byt konvexni?

Cviceni 10. Dokaz, ze prunik libovolného po¢tu konvexnich mnozin je konvexni.
Cvigeni 11. Rozhodni, zda existuje konvexni mnozina v R? takové, ze i jeji doplnék je konvexni.

Nyni si definujeme konvexni obal trochu jinak nez v predchozi kapitole a vzapéti si ukdzeme, ze
tyto definice jsou opravdu ekvivalentni.

Definice. Pro mnozinu X bodi z R¢ ozna¢me conv(X) prinik viech konvexnich mnozin, které
X obsahuji.



Ze Cviceni 10 plyne, ze conv(X) je konvexni mnozina.
Tvrzeni. Bod z lezi v konvexnim obalu mnoziny bodu X pravé tehdy, kdyz lezi v conv(X).

Dikaz. Rovnost dvou mnozin se obvykle dobfe dokazuje tak, ze postupné dokazeme dvé inkluze.
Kdyz je prvni mnozina podmnozinou druhé a druhé je podmnozina prvni, musi se mnoziny rovnat.

Indukci ukdZzeme, Ze vSechny konvexni kombinace bodi z1,z2,...,2n € X lezi v conv(X).
Pro n = 2 to plyne z definice konvexni mnoziny. Nyni zafixujme konvexni kombinaci n bodt z X a
ukézeme, ze lezi v conv(X). Necht tedy > ;| A\; = 1aX; > 0. Ozna¢me S = A1+Az2+- - +An—1 > 0.
Pokud S = 0, je tvrzeni trividlni. Jinak plati

n n—1 \s
ZAixi = AnTp + S5+ Z = “ T
i=1 i=1 s

Plati le + % + -+ A"T* = % = 1, zaroven )‘—S’ > 0, tedy Z?;f % - z; je konvexni kombinace
n—1 bodl z X, a tudiz z indukéniho predpokladu lezi v conv(X). Také A, +S =1, A\, >0, S >0,
tedy Y7 | Aix; lezi na Gsecce mezi dvéma body z conv(X). Protoze conv(X) je konvexni mnozina,
lezi i tento bod v conv(X).

Nyni musime je§té ukazat, Ze vSechny body z conv(X) lezi v konvexnim obalu mnoziny X. Necht
A je konvexni obal X. Mnozina A obsahuje X a je konvexni. Z definice je tedy conv(X) obsazen

v A, jak chceme. O

Vidime tedy, Ze definice jsou ekvivalentni. MiZzeme proto znacit konvexni obal conv(X). V né-
sledujici vété si ukazeme, kolik bodu sta¢i na vyjadieni jednoho jako konvexni kombinace.

Véta. (Carathéodory) At X je mnozina bodt z R%. Potom kazdy bod z conv(X) Ize vyjadiit jako
konvexni kombinace nejvyse d + 1 bodu z X.

Dikaz. Vezméme libovolny bod z € conv(X) a ukazme, Ze pro néj tvrzeni plati. Uz vime, Ze x lze
vyjadrit jako konvexni kombinace néjakych bodu z X, oznac¢me ji

e=3 A ()
i=1

Pokud n < d + 1, vyhréli jsme. Pokud n > d + 1, zkusime najit konvexni kombinaci s méné body.
Vyuzijeme toho, ze bodu je aspon d + 2, takze musi byt afinné zavislé. Jeden z nich tedy umime
vyjadfit jako afinni kombinaci ostatnich, necht je to BUNO x,. Oznaéme tuto kombinaci

n—1
Tn = Z i,
i=1
pro jednoduchost déile ozna¢me p, = —1, ¢imz dostaneme
n
0= Z HiTi 2)
i=1

V&imni si, ze )1 ; p; = 0. BUNO miizeme ptedpokladat, ze jsou vSechna ju; nenulova. Ted budeme
chtit rovnice (1) a (2) secist tak, aby se nam vynuloval néjaky koeficient. Zkusme tedy k rovnici
10



(1) pfi¢ist rovnici (2) pfendsobenou o, kde a musime néjak Sikovné zvolit. Chceme pfi tom ziskat
novou konvexni kombinaci, takze vSechny koeficienty vysledku by mély byt nezaporné. Ukaze se,

ze spravnou volbou je
. Ai
a=min (—— | .
i <O i
J

Jinymi slovy a = —%, kde j zvolime tak, aby « byla kladna a zaroven co nejmensi. Sectenim
J

danych rovnic nyni ziskdme

n n
THa-0= Nwi+ay i,

i=1 i=1

n

T = Z(Al + apg)x;.

i=1
Na indexu j dostavame
A
Aj+auj:Aj—J.uj:O.
Hj

Zaroven jsou vSechny koeficienty nezaporné, protoze pro kladné p; plati
Ai +ap; > X >0

a pro zaporné u; plati
Aj Ai
Nitapi =i — L >N = = = 0.
Bj i
Zaroven ovsem
n n n
Z(}\i-i-aui) :ZA’.J’_O‘ZI” =14+a-0=1.
i=1 i=1 i=1
Méme novou konvexni kombinaci, kterd obsahuje o jedna méné bodu (ten s nulovym koeficientem
muzeme zahodit), takZe jsme hotovi. O

Pro lepsi néhled si rozmyslime, co Carathéodoryho véta fikd pro mensi dimenze. Konkrétné na
piimce a v roviné (pro d = 1 a d = 2) se mize zd4t, Ze je tvrzeni skoro trividlni. Pozor ale na to,
ze mnozina X muze byt nekonecna, coz situaci znacné komplikuje.

Uloha 8. Mgéjme mnozinu bodtt X v prostoru, z nichz #adné étyfi nelezi v jedné roviné. Dokaz,
ze kdyz kazdych pét bodu z X tvori vrcholy konvexniho mnohosténu, tak i celd mnozina X tvori
vrcholy konvexniho mnohosténu.

Véta. (Radonovo lemma) Necht A je mnozina aspori d + 2 bodit v R%. Potom existuji jeji dvé
disjunktni podmnoziny A1 a Ag, jejichz konvexni obaly se protinaji.

. v

Za chvili si ukdzeme dukaz pro obecné d. Zkus si to ale nejdiiv rozmyslet v roviné.
Cviceni 12. Dokaz Radonovo lemma pro d = 2.

Cviceni 13. Mohli bychom pozadovat, ze A;, Az jsou neprazdné. Rozmysli si, pro¢ to neni
potfeba.

11



Diikaz. Necht je bodt pravé d + 2, kdyby kdyby jich bylo vic, jenom nam to pomiize. Stejné
jako v Carathéodoryho vété vyuzijeme toho, ze bodu je hodné, takze mezi nimi existuji néjaké

zavislosti. Vime, Ze jsou afinné zavislé, tedy existuji a1, ..., ag12, z nichz alespon jedno je nenulové,
a+2
imia;=0a
d+2

Z a;x; = 0.
i=1

Necht A; je mnozina téch 7 od 1 do d + 2, pro néz a; > 0, A2 jsou ostatni. Tvrdime, Ze toto uz
nam staéi. Ozna¢me 3; absolutni hodnotu «; pro ¢ € Az. Potom plati

Z ;T = z Biw;.

1€A] i€Ag

To je skoro to, co chceme, protoze na kazdé strané je linearni kombinace s nezapornymi koeficienty.
Jesté ale potifebujeme, aby soucet koeficientii byl 1. Protoze ale a; +- - - +ay, = 0, plati ZiEAl a; =
> ica, Bi- Oznagme tento soucet S. Potom

PR P

i€AL i€Ag

jsou uz opravdu konvexni kombinace. Protoze alespon jedno «; bylo nenulové, musi byt néjaké «;
kladné a né&jaké zaporné, aby se poscitaly na 0. Mnoziny A; a A2 jsou tedy neprazdné mnoziny a
dukaz je hotov. O

Véta. (Helly) Nechtn > d+1aCy, Ca, ..., Cy jsou konvexni mnoziny v R?. Predpokladejme, e
prunik kazdych d+ 1 téchto mnozin je neprazdny. Potom je prunik vSech téchto mnozin neprazdny.

Nez se pustime do dikazu, hodi se ziskat urcitou intuici za formulaci véty.
Cviceni 14. Rozmysli si, pro¢ musi platit n > d + 1.
Cviceni 15. Najdi nekonvexni mnoziny, pro néz Hellyho véta neplati.

A nyni huré na dukaz!

Dikaz. Vezmeme si pevné d a budeme postupovat indukci podle po¢tu mnozin. Pro n = d 4+ 1
je tvrzeni trividlni. Pfedpoklddejme nyni n = d + 2. Pokud vynechame néjakou mnozinu C;, maji
zbylé neprazdny pranik. Miizeme si proto z néj vzit néjaky bod a;, ozna¢me A = {a1,az,...,a4+2}-
Pro kazdé j pak plati, ze body A kromé a; lezi v Cj.

q.b {a2,a3,a4} C C1
\ 4



Protoze C; je konvexni, lezi i konvexni obal libovolné podmnoziny téchto bodi v C;. Pokud bychom
vzali libovolny bod z conv(A), nemusel by lezet v C;. Jakmile ale rozdélime A na dvé neprazdné
disjunktni podmnoziny A1 a Az a vezmeme bod x z conv(A1) N conv(Az), bude z lezet v C;. To
proto, ze a; muze lezet jen v jedné z mnozin A; a Az, takze konvexni obal té druhé bude podmno-
zinou Cj. Na tuto situaci ale madme piesné nachystané Radonovo lemma. Vyhovujici podmnoziny
A, které budou mit neprazdny prunik, tedy ur¢ité najdeme.

conv({ai,as}) Nconv({az,as}) # 0
z € conv({az,a4}) C C1

aq

al

Zbyva uz jen piipad, kdy n > d+ 2. Pfedpokladejme, Ze pro n — 1 jsme tvrzeni jiz dokéazali. Jiz
vime, ze kazdych d+2 zadanych mnozin ma neprazdny prunik. Pokud tedy dvé mnoziny nahradime
jejich prinikem, bude stale platit, ze kazdych d + 1 mnozin ma neprazdny prunik. Zaroven mame
0 jednu mnozinu méné, takze mizeme pouzit indukéni pfedpoklad a prunik vSech téchto n — 1
mnozin je neprazdny. Je to ovSem i prunik pivodnich n mnozin, ¢imz je indukce hotova. O

Uloha 9. Rekneme, Ze kone¢nd mnozina bodi v roviné je pospolitd, pokud pro kazdé tii jeji
body existuje jednotkovy kruh, ktery tyto body obsahuje. Dokaz, ze kazdou pospolitou mnozinu
1ze pokryt jednotkovym kruhem. (PraSe 40-4j-4b)

Mohlo by Té€ napadnout, ze kdyz Hellyho véta plati pro hodné mnozin, kterych je ale konec¢né,
mohla by platit i pro nekone¢né mnozin. Skuteéné nekoneéné verze Hellyho véty existuje, avsak je
potfeba pfidat par dalsich omezeni.

Véta. (Nekoneény Helly) Hellyho véta plati i pro nekone¢né mnoho mnozin, jestlize jsou vsechny
navic uzaviené a omezené.

Na dikaz nekoneéné Hellyho véty bychom potiebovali zavést docela dost dalsi teorie3. Véta
zminuje uzaviené mnoziny, coz v podstaté znamend ,mnoziny s okrajem“. Omezené zase znamena,
ze se neroztahuji do nekoneéna (muizeme je zaviit do krabice). Jednoduchym piikladem takovych
mnozin v d dimenzich jsou t¥eba konvexni mnohostény?.

Nasledujici cvic¢eni ukazuji, pro¢ je omezenost a uzavienost mnozin potieba. Protipriklad totiz
muzeme najit uz v jednom rozméru.

Cviceni 16. Najdi mnozinu intervalii, které jsou uzaviené a kazdé dva maji neprazdny prunik,
ale vSechny neprazdny prinik nemaji.

Cviceni 17. Najdi mnozinu intervald, které jsou omezené a kazdé dva maji neprazdny prunik,
ale vSechny neprazdny prinik nemaji.

Uloha 10. Lenka nakreslila na papir kiivku a vsimla si, ze vzdalenost libovolnych dvou jejich
bodu je nejvyse 1. Dokaz, ze Lenka miize namalovat ¢tverec o strané 1, ktery zakryje celou kfivku.

3Dtikaz vyuziva véty o kompaktnosti, ktera ndm (za uréitych podminek) dovoluje Fict ,plati to
pro vSechny kone¢né mnoziny, tak to bude platit i pro vSechny nekonec¢né“.

4Konvexni mnohostén ve vice dimenzich miizeme definovat naptiklad jako konvexni obal kone¢né
mnoziny bodu.
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Zavér

Douféme, ze sis vylet do svéta konvexnich mnozin s nami uzil(a). V pfistim dile vyuzijeme nabytych
poznatkdl a zobecnime pojem medianu® do vice dimenzi.
Tésime se na pristi setkani. Majda a Pepa

Navody ke cvicenim

To zvladnes.

Zvol body jako vrcholy pravidelného mnohothelnika.

Co se stane, kdyz né¢im vynasobis nulovy vektor (tj. vektor samych nul)?

Pouzij predchozi cviceni.

© Rh®DdHE

Ano, existuje.
12. Jsou jen dva pripady.
16. Musi byt neomezené. Intervaly tvaru [k, c0) jsou uzaviené.

17. Musi byt oteviené. Vezmi néjaky bod, ktery je krajnim bodem vsSech téchto intervali.

Navody k Glohdm

Uvaz néjaké dva po sobé jdouci body na konvexnim obalu.

Umi$ vyrobit alesponi jednu zatacku na spravnou stranu? O ¢em je tato kapitola?
Neni. Preloz rozbijeni do fec¢i konvexnich obalt.

Kdy je stfed kruznice opsané mimo trojuhelnik? Jaky je u néj thel?

Zacni na konvexnim obalu a zamete;j.

Funguji jen pravidelné n-tihelniky.

Piimocara aplikace Caratheodoryho véty, postupuj sporem.

© XIS H RN

Podivej se na kruhy o poloméru 1 se stfedem v zadanych bodech.

10. Pro tfi ¢tverce s rovnobéznymi stranami plati, ze kdyz se kazdé dva z nich protinaji, protinaji
se i vSechny tfi.

Reseni cvi¢eni

1. Nejméné t¥i, nejvice n.

2. Body umistime do vrcholu pravidelného 4027uhelniku. Barvy se budou pravidelné stfidat kromé
dvou modrych bodti, co budou vedle sebe. Na obvodu tohoto mnohothelnika je nyni 4026 dvou-
barevnych tsecek. Aby byly body spravné oddélené, musi byt kazdd z téchto usefek pferusena

primkou. Kazda pfimka ale mtze pferusit maximalné 2 tsecky, takze potfebujeme aspon 2013 pfi-
mek.

5Mediéan je prostfedni prvek.
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3. Mg&jme linedrni kombinaci 31" ; A;x; bodti z X. Pri¢tenim (1—(A1+- - -+An))-nasobku po&atku
se souCet nezméni, avSak rdzem se z kombinace stane afinni.

4. Kdyz O € X, plati X = X U {0}, tedy sta¢i pouzit pfedchozi cviéeni.

5. Kazda konvexni kombinace je také afinni kombinaci, tedy umime-li jeden bod vyjadfit jako
konvexni kombinaci ostatnich, umime ho vyjadfit i jako afinni kombinaci ostatnich.

6. Kazda afinni kombinace je také linedrni kombinaci, tedy umime-li jeden bod vyjadrit jako
afinni kombinaci ostatnich, umime ho vyjadrit i jako lineadrni kombinaci ostatnich.

7. Ne. Napriklad pro libovolné n jsou vrcholy pravidelného n-tthelniku konvexné nezavislé.

8. Ocislujme mnoziny zleva doprava, seshora doli od 1 do 6. Konvexné zavislé jsou mnoziny 3
a 6. Afinné zavisla je navic i mnozina 2, protoze to jsou ¢tyfi mnoziny v roviné. Linearné zavislé
jsou i vSechny tfi zbylé mnoziny. Mnozina 1 proto, ze jsou to tfi body v roviné. Mnozina 5 proto,
ze to jsou dva body na primce s pocatkem. Mnozina 4 proto, ze soucet pres prazdnou mnozinu je
nulovy vektor, tedy samotny pocatek je linearné zavisly. Diky podminkam na soucet koeficienti uz
ale neni ani afinné, ani konvexné zavisly.

9. Tfeba primka.

10. At I mnozina, kterou budeme indexovat dané konvexni mnoziny (miizou to byt t¥eba i redlna
¢isla). Chceme ukézat, Ze priunik konvexnich mnozin Cjy, i € I, je neprazdny. Pokud body z a y lezi
v tomto pruniku, lezi speciadlné v C; pro néjaké ¢ € I. Protoze C; je konvexni, lezi v C; i usecka
zy. To plati pro vSechna ¢ € I, tedy tato tsecka lezi v priniku. To pfesné znamena, ze prunik je
konvexni.

11. Vyhovuje napiiklad prazdna mnozina.

12. Z kombinatorického hlediska maji ¢tyfi body v roviné jen dvé mozné konfigurace:

13. Konvexni obal prazdné mnoziny je zase prazdnd mnozina, takze kdyby jedna z mnozin Aj,
Asg byla prazdné, konvexni obaly by se rozhodné neprotinaly.

14. Pro mensi n nemame ani d+ 1 mnozin, tedy podminka nic nefikd a mnoziny mohou byt klidné
disjunktni.
15. Funguji tfeba ¢tyfi mnoziny ve tvaru pismene , L“, kazda jinak otocena.

16. Vyhovuje mnozina {[n,o0) | n € N}.
17. Vyhovuje mnozina {(0, %) | n € N}.
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Reseni dloh

1. Uvazme dva po sobé jdouci body na konvexnim obalu, ozna¢me je A a B. Ze zbylych bodu
nyni vyberme bod X takovy, Ze velikost thlu AX B je minimalni. Kruznice opsand AX B nyni
obsahuje vSechny ostatni body uvnitf nebo na hranici. VSechny ostatni body totiz lezi v jedné
poloroviné, a navic vidi tise¢ku AB pod vétsim tthlem. Ted se ndm hodi trocha znalosti z klasické
geometrie, konkrétné nasledujici tvrzeni (plynouci z véty o obvodovém thlu). Jestlize body X a Y
lezi ve stejné poloroviné vuéi Gseéce AB, potom je |[<<TAXB| < |<AY B| ekvivalentni tomu, ze Y
lezi uvnitf kruznice opsané AX B. Tim je tvrzeni dokazano.

X, X,
N
2
AN 7
A B A B

2. Ulohu vyfesime indukci podle poétu tisedek na trati. Dokonce budeme dokazovat trochu silnéjsi
tvrzeni — ukazeme, Ze trat muze zacit kdekoli na konvexnim obalu. Pro jednu tsecku na trati nejsou
zatacky, takze tvrzeni urcité plati. Nyni pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n — 1 a dokazme jej
pro n. Volbou prvni tsecky zafidime, aby prvni zatacka byla spravneé levotoc¢iva ¢i pravotociva a aby
se tato usecka neprotnula s zadnou pozdéji postavenou. Zacneme v kterémkoli vrcholu konvexniho
obalu danych bodi. Usedku povedeme do nékterého ze dvou sousednich vrcholtl na obalu. Tim
zajistime, Ze v dalsim kroku budeme zacinat opét na konvexnim obalu bodu, které jesté nebyly
v zavodni trati. Také tim zajistime, aby se tato tsecka s zaddnou dalsi neprotnula. Volbou sméru této
tsecky jednoznacné urcime, jestli dalsi zatacka bude pravotociva, nebo levotociva — kdyz usecku
udélame po sméru hodinovych rucicek, dalsi zatacka bude pravotociva, kdyz proti sméru, bude
zatacka levotociva. Stac¢i nam tedy spravné zvolit smér prvni tsecky a zbytek plati z indukce.

3. Dokazeme, ze odpovéd je %. Vezméme dva sousedni body na konvexnim obalu A a Xj.

Ostatni body ozna¢ime Xo, ..., X;,_1, aby v konvexnim thlu X; AX; 1 nebyly zadné dalsi (otac¢ime
pfimkou v bodé A, body oznacujeme v pofadi, v némz je potkame). VSechny body lezi v jedné
poloroving od AX;. Tudiz vime |[<X1AXp—1] = [<X1AX2|+ - + |[<Xpn—2AXn_1| > (n—2) ¢
a také 180° — |<X1AXp_1]| = |[<X1 Xn-1A4| + |<Xn-1X14| > 2 ¢. Dohromady dostavame

180° = ‘<IX1AXn_1| + 180° — |<IX1AXn_1‘ >n-p,

z ¢ehoz mame horni odhad. Jako konstrukce postaci pravidelny n-thelnik.

4. Pro spor uvazme konvexni obal koncovych bodu zadanych usecek, vezmeme jeden z koncovych
bod, ktery na ném lezi, a oznac¢ime ho A. At AB je zadana tsecka. Kdyby polopfimka B A rozbijela
usecku CD, lezel by bod A uvniti konvexniho obalu BC'D. To je spor s tim, ze leZel na konvexnim
obalu vsech bodu.

5. Pro spor necht existuji t¥i body S, které nelezi na pfimce. Potom mutizeme uvazit konvexni obal
S a vzit na ném dva sousedni body A a B. Také existuje néjaky dalsi bod C; € S, ktery s A a B
nelezi na pfimce. Nyni rekurzivné definujeme Cp 41 € S jako stfed kruznice opsané ABC),. Vime,
ze |[<ACp41B| = 2 - |[<AC, B|. Pro né&jaké k tedy bude platit |[<ACyB| > 90°, takze Cjy1 bude
lezet v opaéné poloroviné od AB nez C}. To je ale spor s tim, ze A a B jsou sousedni body na
konvexnim obalu.
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6. Pokud jsou na konvexnim obalu body obou barev, existuji na ném alesponi dvé mista, kde po
sobé nésleduje modry a Cerveny bod. Potom nam staci vzit pfimku skrze tyto dva body, protoze na
jedné strané bude mit 0 modrych a 0 ¢ervenych bodi, na druhé n—1 modrych a n—1 éervenych. Dale
necht jsou na konvexnim obalu jen body jedné barvy, tfeba modré. Potom si mtizeme vybrat jeden
z nich a otacet v ném ptrimkou. Stejné jako v ptikladu o parovani éernych a bilych boda ukizeme,
ze lze najit vyrovnanou pfimku. Zacneme-li s jinym bodem na konvexnim obalu, dostaneme urcité
jinou vyrovnanou pfimku, takze opét mame alespon dvé.

7. Body na konvexnim obalu S oznaéime postupné A, Ag, ..., Ag. Potom A; musi leZzet na ose
A;_1A;41, jinak by jeho obraz nebyl v konvexnim obalu S. Tedy vSechny strany A1 As... Ay jsou
stejné dlouhé. Také A; musi byt obraz A;1 podle osy A;_1A;+2, takze vSechny thly k-uhelniku
jsou stejné velké. Tim padem AjAs ... Ax musi byt pravidelny k-tthelnik.

Nyni oznac¢ime O stfed Aj Az ... A. Body z konvexniho obalu se musi zobrazit opét na konvexni
obal, takze kazd4a osa symetrie S musi byt i osou symetrie A1 As ... Ag. Pro kazdy bod X € S musi
tudiz O lezet na ose X Ay i X Ag, takze X lezi na kruznici opsané Aj As ... Ay. Tedy uz je to nutné
jeden z bodu A;.

8. Pro spor necht celd mnozina X netvoii vrcholy konvexniho mnohosténu. To znamena, Ze néjaky
jeji bod je v konvexnim obalu ostatnich. Podle Carathéodoryho véty jej miZeme vyjadrit jako
konvexni kombinaci nejvyse ¢tyr dalsich bodi. Tim jsme ale dostali bod uvnitf konvexniho obalu
CtyT jinych, takze téchto pét bodi dohromady nemuze tvorit konvexni mnohostén.

9. Podivame se na kruhy o poloméru 1 se stifedem v zadanych bodech, kruh se stfedem x oznac¢ime
Cy. Podminka, ze kazdé tii body lze pokryt jednotkovym kruhem, vlastné fikd, ze pro kazdé tri
body a, b, ¢c se Cq, Cp a C. protinaji v alesponn jednom bodé. Kruh je konvexni mnozina, takze
muzeme pouzit Hellyho vétu. Z toho dostaneme, Ze se vSechny kruhy protinaji v alespon jednom
bodé, ktery vezmeme za stfed jednotkového kruhu, ktery bude pokryvat vSechny body.

10. Pro kazdy bod z Lenéiny kfivky uvazme étverec o strané 1 se stfedem v x, jehoZ strany jsou
rovnobézné se souradnicovymi osami. Podle podminky na vzdalenosti se kazdé dva ¢tverce musi
protinat. To zatim na pouziti nekonec¢né Hellyho véty nestaci. Jednoduchym rozborem pripadu ale
mizeme dokézat, Ze se musi protinat i kazdé tii. Ctverce jsou uzaviené a omezené, takze mizeme
aplikovat nekonec¢nou Hellyho vétu. VSechny c¢tverce maji spole¢ny bod, sta¢i ndam tedy uvazit
Ctverec o strané jedna se stfedem v tomto bodé a jsme hotovi.
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