Kombinatoricka geometrie | — VSehochut

Mily priteli,

do rukou se Ti dostava prvni dil letosniho seridlu, v némz si povime o oblasti matematiky zvané
kombinatorickd geometrie. V klasické geometrické uloze vétSinou dostaneme zadanou konfiguraci,
ktera obsahuje nékolik malo bodu, pfimek a kruznic, a méame tfeba ukazat, ze néjaké thly nebo
tsecky jsou shodné. V kombinatorické geometrii vét§inou pracujeme s mnohem obecnéjsimi konfi-
guracemi — typicky dostaneme néjakou mnozinu n bodd nebo n pfimek v roviné. Takové n muze
byt daleko vic, nez kolik bodu si dokazeme nakreslit. A tak nasim tkolem nebude si vzit barvicky a
zaCit vyznacovat vSechny shodné uhly, protoze to vétsinou ani nepujde. Spis bude potfeba vymys-
let, jak si ve vSech téch bodech udélat potadek, aby se ze zbésilé hromady stalo néco uchopitelného.
Tteba si z té hromady vezmeme jen néco nebo z ni budeme brat véci ve spravném potadi. Jak uz
asi zaCina$ tusit, kombinatorickd geometrie mé ve skutecnosti mnohem bliz ke kombinatorice nez
ke geometrii. Pfestoze pracujeme s geometrickymi objekty, ilohy budeme fesit kombinatorickymi
tvahami. Tak zahod thlomér a pravitko a pojd na to!

Kdyby sis nevédél(a) rady s néjakou ulohou, nebyl by Ti jasny né&jaky ditkkaz nebo by sis
prosté jen chtél(a) popovidat o kombinatorické geometrii, nevdhej ndm napsat mail na adresy
pepa@prase.cz a magdalena.misinova@gmail.com.

Podnétné cteni Ti preji

Pepa Minarik a Majda Misinova

Jak dist serial

V tomto dile seridlu si nebudeme dokazovat zadné slozité véty, ale ukdzeme si nékolik technik,
které mohou byt uzitecné k feseni dloh. V kazdé sekci nejdfive najdes kratky popis dané metody
a potom Fesené priklady. Viele doporucujeme, aby ses nad piiklady nejdiiv chvilku zamyslel(a)
sdm (sama) a aZ potom si precetl(a) feseni. I kdyz priklad nevytesis, ziskas néjakou intuici za tim,
v ¢em je vlastné problém, a feseni potom bude davat vétsi smysl.

Neékdy nemusi byt jasné, jak jsme na feSeni pfisli a pro¢ Té€ mélo napadnout udélat zrovna
tohle. Nenech se tim ale odradit, ¢im vice uloh vyftesis, tim snadnéji Té napadne, jaky trik zrovna
pouzit. Po fesenych ptikladech obvykle nasleduje nékolik Uloh na procvi¢eni. Kdyby sis s néjakou
nevédél(a) rady, na konci dilu najde$ napovédu a feSeni. Tato FeSeni nemusi byt iplné podrobna,
véfime, ze potfebné detaily si zvladnes doplnit. Do soutézni série ale tyto detaily napsat nezapomeri.
Kromé tuloh se v textu objevi i par Cvi€eni. Cviceni by obvykle méla byt relativné pfimocara a
jejich feseni nemusi nutné vyuzivat aktualné probiranou techniku.

Definice

Nez se pustime do feSeni tloh, pojdme si definovat nékolik pojmt. Nebude to nic slozitého, jenom
se hodi si je ujasnit.



Mnoho tloh pracuje s mnozinou bodi v roviné. Casto se vyzaduje, aby Zadné tii neleZely na
pfimce. To mtze byt z riznych divodi — obvykle se tim vyhneme potiebé fesit osklivé specidlni
pripady a nékdy by bez této podminky tloha ani neplatila.

Definice. O mnoziné bodu v roviné fikdme, Ze je v obecné poloze, jestlize zadné tfi z nich nelezi
na jedné ptimce.

v - X
Co je mnohothelnik asi kazdy vi, ale pojdme si ho pfece jen definovat trochu formalngji.

Definice. Mnohoihelnikem nebo n-uhelnikem Aq1As ... A, rozumime mnoZinu bodu tvoficich
tsecky A1Az, A2As, ..., An—1An, AnAi1, kde A; # Aj pro i # j a usecky se protinaji pouze
v krajnich bodech.

Definice. Mnohouhelnik je konvezni, jestlize jsou vSechny jeho vnitini thly mensi nez 180°.

Konvexitou se budeme hodné zabyvat v druhém dile seridlu. O mnohothelnicich nepfedpokla-
dame, Ze jsou konvexni, pokud to explicitné nenapiseme. Chceme-li zduraznit, Ze mnohothelnik
nemusi byt konvexni, fekneme, ze je ne nutné konverni. V definici explicitné zakazujeme protinani
stran, obcas je ale vhodné tuto podminku z definice vynechat, pokud to ale udélame, vzdy to
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Konvexni Nekonvexni Protinajici se

zduraznime.

Budeme rozlisovat, jestli bod (nebo jiny objekt) lezi uvnit#, nebo na hranici mnohothelniku.
Kdyz bod lezi uvnit¥, znamena to, Ze nemuze lezet na hranici.
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Definice. Diagondla mnohotuhelniku je tsecka spojujici dva jeho nesousedici vrcholy.
Definice. Vnitrni diagonala mnohothelniku je takova jeho diagondla, ktera az na krajni body
lezi celd uvnitf néj.

U konvexnich mnohothelnikii pojem diagonaly a vnitini diagondly splyva, u nekonvexnich je
ale dulezité mezi nimi rozliSovat.



Extremalni princip

Kdyz je v tloze spousta bodi, vzdalenosti a kdo vi ¢eho, byva uzitecné v ni néjak uklidit. Tieba
tak, ze se podivame na jednu vzdalenost a vSechno budeme vztahovat k ni. Aby nam to ale dalo
co nejvice, hodi se vybrat si takovou, kterd je v néjakém smyslu specidlni. Co a v jakém smyslu
specidlniho chceme vybrat, nemusi byt na prvni pohled vibec jasné. KdyZz mame néjaké objekty
v roviné nebo prostoru, mizeme se zaméfit na:

ten nejmensi/nejvétsi,

ten nejvic vlevo/vpravo/nahote/dole,

ten s nejmensim/nejvétsim obsahem/objemem/obvodem,

nejblizsi/nejvzdalenéjsi dvojice,

nejvétsi/nejmensi thel,

cokoli dalsiho Té€ napadne.

Moznosti je spousta, pojdme si radgji ukazat né&jaké piiklady. Ten néasledujici ukazuje velmi
typické vyuziti extremalniho principu. Muzes si rozmyslet, ze kdyZ uvazime libovolny trojuhelnik,
nic moc nam to neda.

Piiklad. V roviné je kone¢nd mnozina bodu S takova, ze kazdy trojuhelnik s vrcholy v S ma
obsah nejvyse 1. Dokaz, ze cela S se da schovat do trojuhelniku o obsahu 4. (Putnam 2016)

Reseni. Uvazme trojuhelnik s vrcholy v S o nejvétsim obsahu a ozna¢me jeho vrcholy A, B a
C. Dokresleme pfimku rovnobéznou s AB prochézejici vrcholem C. Kdyby néjaky bod D lezel na
opacné strané této primky nez body A a B, mél by trojuhelnik ABD vétsi obsah nez ABC. Kdyz
takto dokreslime i symetrické rovnobézky, zjistime, ze vytinaji trojahelnik, ve kterém musi lezet
vSechny body mnoziny S! Tim jsme ovSem hotovi, protoze obsah tohoto trojihelniku je ¢tyfnasobek
obsahu ABC (trojuhelnik ABC' je tvofeny stfednimi p¥ickami velkého trojthelniku).

Nasledujici pfiklad ukazuje tplné jiny zpusob, jak extremalni princip vyuzit.
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Piiklad. Dokaz, ze kdyz v roviné lezi n > 5 bodt v obecné poloze, je mozné z nich vybrat ¢tyfi
tvorici konvexni ¢tyfuhelnik, ktery uvnitf nemé zadny dalsi bod.

Reseni. Neni moc tézké tvrzeni dokazat pro n = 5. K dokézani tvrzeni pro obecné n staci uvazit
pét bodi nejvice vlevo! Kdyby to nebylo jednoznac¢né, ddme piednost bodu, co je vice nahore. Mezi
péti body nejvice vlevo existuje hledany ctyfuhelnik a uvnitf néj nemutze lezet zadny jiny bod.

Cvicéeni 1. Rozmysli si, Ze tvrzeni plati pro n = 5.

Nékdy miize byt volba minimalizované veli¢iny docela trikova. Znamym prikladem je tieba
nasledujici aloha.

Priklad. V roviné lezi n Cernych a n bilych boda. Dokaz, Ze je mozné poparovat ¢erné body
s bilymi tak, ze se tsecky spojujici pary nebudou protinat.

Reseni. Piedpokladejme, Ze jsme poparovali body tak, ze je soucet délek tisedek spojujicich pary
minimalni. Co kdyby se néjaké dvé tsecky protinaly? Potom bychom mohli tyto pary prohodit a
z trojuhelnikové nerovnosti bude soucet vzdalenosti mensi. To znamend, Zze kdyz je soucet vzdale-
nosti nejmensi, zadné dvé tsecky se nemuzou protinat!
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Uloha 1. Je dano n > 3 bodt v roviné obarvenych tiemi barvami tak, Ze kazda barva je zastou-

pena. Dokaz, ze lze vybrat tfi body, od kazdé barvy jeden, aby uvniti trojuhelniku s témito vrcholy
nebyly zaddné dalsi zadané body.

Uloha 2. Na louce stoji n politik®, kde n je liché ¢&islo vétsi nez dva. Neexistuji dvé dvojice
politiki takové, ze by vzdalenosti mezi politiky v téchto dvojicich byly stejné. Kazdy politik ma
jedno vajicko. Vsichni najednou ho hodi, kazdy do tvafe tomu politikovi, ktery k nému stoji nejbliz.
Dokaz, ze existuje politik, kterj potom nemd na tvari vajicko. (PraSe 40-4p—2)

oha 3. t = P1 P> ... P, je mnohouhelnik takovy, ze pro kazde ¢ existuje akove, ze
Uloha 3. At P = P, P. P j hothelnik takovy, z kazdé i # j existuje k takové, z
|<(P; P, Pj| = 60°. Dokaz, ze néjaké tii vrcholy P tvofi rovnostranny trojuhelnik.

Uloha 4. Zdenék s Petrem hraji nasledujici hru. Zdenék vybere kladné celé ¢islo n. Petr nakresli
na papir n modrych bodi. Potom Zdenék nékteré z téchto bodu prebarvi na cerveno. Obdélnik,
jehoz strany jsou rovnobézné se stranami papiru, nazveme rozumny. Petr vyhraje, pokud zvladne
nakreslit rozumny obdélnik, ktery obsahuje! vsechny &ervené body, ale zadny modry bod, jinak
vyhraje Zdenék. Pro jaké nejmensi n Zdenék vzdy vyhraje? (Rioplatense 1997)

1Bod je obsazen v obdélniku, pokud lezi uvnit¥ néj nebo na jeho hranici.
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Uloha 5. Uvniti konvexniho mnohothelniku M je dan bod O. Dokaz, ze kolmé projekce bodu
O na nékterou stranu M lezi uvnitf této strany.

Uloha 6. Je dano n bodii v roviné v obecné poloze. Dokaz, Ze existuje neprotinajici se mnoho-
thelnik s vrcholy v téchto bodech.

Uloha 7. Najdi vSechny kone¢né mnoziny S bodi v roviné v obecné poloze, pro které plati, ze
pro kazdé tfi body z S existuje ¢tvrty bod v .S, ktery s nimi tvofi rovnobéznik. (Cina TST 2008)

Uloha 8. V roviné je koneény pocet cervenych a modrych pi¥imek, z nichZ zadné dvé nejsou
rovnobézné. Pro kazdy prusecik dvou primek stejné barvy plati, ze jim prochazi i pfimka barvy
opacné. Dokaz, Ze vSechny tyto pfimky prochézi jednim bodem. (Rusko 2002)

Uloha 9. (Sylvester-Gallai) Necht S je kone¢na mnozina bodt v roviné takova, Ze na zadné
primce nelezi pravé dva body. Dokaz, ze vSechny body v S lezi na jedné pfimce.

Parita

To, ze sudé ¢islo neni liché a naopak, asi neni zadné velké prekvapeni. V mnohych kombinatorickych
ulohéch to ale je zasadni krok v feSeni. Protoze je to dilezitd vlastnost Cisel, vyslouzila si vlastni
pojmenovani — parita. Obzvlast kdyZ chceme ukézat, Ze néco neexistuje, mize se vyplatit se nad
ni chvilku zamyslet. Nasledujici priklad ukazuje, jak spocitat dvakrat paritu néjakého poctu muze
pomoct.

Priklad. Je do roviny mozné nakreslit devét tsecek tak, aby kazdé tusecka protinala pravé tii jiné
usecky? (PraSe 41-1j-3)

Reseni. Mozné to neni. Spoé&itejme celkovy pocet uspoifddanych dvojic tseéek, co se protinaji.
Prvni Gse¢ku muzeme vybrat deviti zptsoby a druhou tfemi, celkovy pocet moznosti je 9 - 3 = 27.
Uvazme néjaké dve tsecky a a b. Jestlize a protina b, potom taky b protina a. To znamena, ze kazdé
,brotnuti“ se zapocitd dvakrat. Dostavame spor, protoze 27 je liché ¢islo.

V dalsim prikladé jedno cislo, u kterého bychom mohli zkoumat paritu, dostaneme rovnou
v zadani. Spocitat jeho paritu podruhé je ale trikové;jsi.

Priklad. Na kluzisti trénuje hokejista. M4 tfi puky, které lezi ve vrcholech nedegenerovaného
trojuhelniku. Pokazdé si jeden vybere a odpali ho tak, aby proletél mezi zbylymi dvéma (a aby
opét vznikl nedegenerovany trojuhelnik). Muze je 2023. odpalem vratit do ptivodni polohy tak, aby
kazdy puk byl tam, kde zacinal?

Reseni. Oznac¢me si hokejistovy puky A, B a C. Uvazme orientaci trojthelniku ABC. Orientace
trojuhelniku je dana tim, v jakém pofadi jsou na ném body ABC - bud muZou jit po, nebo
proti sméru hodinovych rucicek. Co se stane, kdyz hokejista odpali puk? Orientace trojihelniku se
zméni! Orientace trojihelniku se zméni s kazdym odpalem, takze po lichém poétu odpaltt nemtuzeme
skoncit v ptivodni poloze.



V kombinatorické geometrii obc¢as potkame i néjakou tabulkovou tulohu.

Priklad. Ctvercovy dort s rozméry 6 x 6 je pokryty kousky okolady 2 x 1. Dokaz, Ze ho vidy
muzeme rozkrojit rovnym fezem na dvé ¢asti, aniz bychom krajeli kousek ¢okolady.

Reseni. Mame k dispozici 10 rznych svislych a vodorovnych fezt a kazdy kousek ¢okolady miize
zablokovat nejvyse jeden z nich. Bohuzel kouskii ¢okolady je 18, coz je vic nez 10. Nastésti nas
zachrani parita. Mohlo by se stét, ze by néjaky fez protinal jenom jeden kousek ¢okolady? Nemohlo!
Na obou stranach fezu by potom zbyval lichy pocet polic¢ek, takZze by nebylo mozné je pokryt kousky
Cokolady velikosti 2. Na zablokovani fezu jsou tedy potfeba aspon dva kousky cokolady, takze vzdy

zustane aspon jeden volny, protoze % =9 < 10.

V dalsim prikladu nepouzijeme paritu ve standardnim slova smyslu, ale porad se jedna o avahu
podobného stylu.

Piiklad. V roviné je dano 2017 pfimek takovych, ze zadné tii z nich neprochézi jednim bodem.
Hlemyzd Turbo se nachézi v néjakém bodé pravé jedné z danych piimek a zaind se pohybovat po
téchto primkach podle néasledujiciho pravidla: Pohybuje se po dané primce do doby, dokud nedorazi
do pruseciku dvou danych pfimek. Od tohoto pruseciku pokracuje v pohybu po jiné pfimce, pricemz
se vyda bud doprava, nebo doleva, a to stfidavé v po sobé nésledujicich prisecicich pfimek. Smér
miize ménit jediné v prisecicich danych primek. Muze existovat néjaka tsecka na nékteré z danych
primek, po které Turbo béhem své cesty projde v obou smérech? (EGMO 2017-3)

Reseni. Piimky nam rovinu déli na nékolik oblasti. Tyto oblasti obarvime modie a ervené tak,
aby sousedici oblasti mély rtizné barvy. O dvou oblastech fekneme Ze sousedi, pokud maji spole¢nou
¢ast hranice. Na prvni pohled nemusi byt jasné, Ze oblasti lze takhle obarvit. Muzeme to ukazat
indukci. Za¢neme s prazdnou jednobarevnou rovinou a budeme postupné pridavat primky. Vzdy
kdyz pfidame primku, rozd€li nam rovinu na dvé ¢asti a my zménime barvu vSech oblasti v jedné
z téchto Casti. Je zfejmé, ze takto dostaneme vyhovujici obarveni.

Predpokladejme, ze Turbo mé na zacatku po levém boku cervenou oblast. Jakmile dojde ke
kfizovatce, zatoC¢i doleva nebo doprava. Nezavisle na tom ovSem bude mit po levém boku stéle
Cervenou oblast. Vidime, Zze Turbo bude mit po celou dobu nalevo od sebe Cervenou, takze po
kazdé tiseCce muze projit jenom v jednom sméru.
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Uloha 10. Je déno devét bodtl v prostoru, viechny z nich maji celoéiselné souradnice. Dokaz, Ze
z nich mizeme vybrat dva body A a B takové, ze stied usecky AB ma také celo¢iselné soufadnice.

Uloha 11. V roviné lezi n bodt, oznaéme jejich mnozinu S. KdyZ vybereme libovolné dva body
z S, lze k nim najit tfeti bod z S, ktery mé od obou z nich stejnou vzdéalenost. Zaroven ale plati,
ze nelze vybrat ¢étyfi body z S tak, aby jeden z nich byl stfedem kruznice opsané zbylym tfem.
Dokaz, ze n je liché. (IMO 2015-1b)

Uloha 12. Uvniti 2n-thelniku sedi liska. Ze vSech vrcholt po ni najednou vystielime. Zadna
stfela nezasahla vrchol. Dokaz, ze nékterad strana byla zasazena dvakrat.

Uloha 13. Sachovnice 8 x 8 je vydlazdéna dominy. Dokaz, Zze poc¢et vodorovnych domin, jejichz
levé policko je bilé, je stejny jako pocet vodorovnych domin, jejichz pravé policko je bilé.

Uloha 14. Malii Dlaza namaloval pravidelny (2n + 1)-thelnik. Malitky Klatra a Klarka hraji
hru, pfi niz se stfidaji v tazich a Klatra zacinid. Ve svém tahu namaluji dosud nenamalovanou
uhlopticku (2n + 1)-thelniku, kterd protne sudy pocet jiz namalovanych uhlopfi¢ek ve vnitinich
bodech. Malifka, kterd nemuze tédhnout, prohrava. Zjisti v zavislosti na n, kdo méa vyhréavajici
strategii. (PraSe 41-4j-1a)

Uloha 15. At Py, P, ..., P, je néjaka permutace vrcholii pravidelného 2n-tihelniku. Oznaéme
Pypy1 = P1. Dokaz, ze existuje i a j takové, ze P; Py je rovnobéznés P;P; 1.

Triangulace

Dalsi zpusob, jak si v uloze uklidit, se zaméfuje na mnohothelniky. Kdyz mame jeden velky a
slozity mnohotuhelnik, muzeme si ho rozdélit na nékolik mensich. A kdyz uz ho rozdélujeme na
mensi, pro¢ ho rovnou nerozdélit na ty aplné nejjednodussi, na trojuhelniky?

Definice. Triangulaci mnohothelniku rozumime jeho rozdéleni na trojihelniky pomoci neproti-
najicich se vnitinich diagonal.

Nez se pustime do vétsich tvrzeni, pojdme si rozmyslet par cviceni.
Cviceni 2. Kolik diagondl a kolik trojuhelnika obsahuje triangulace n-tthelniku?

Cviceni 3. Kolik riznych triangulaci ma pravidelny Sestitthelnik?
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Je docela jasné, ze kazdy konvexni mnohothelnik mé triangulaci, plati to ale i pro nekonvexni
mnohothelniky? To uz tak jasné neni, ale odpovéd je ano.

Tvrzeni. Kazdy mnohothelnik ma triangulaci.
Nejprve si dokazme jedno pomocné lemma.
Lemma. Kazdy n-thelnik, kde n > 4, obsahuje vnitini diagonalu.

Dikaz. Zaénéme tim, ze najdeme vrchol, u kterého je konvexni (mensi nez 180°) thel a oznacime
ho A. Sousedy naseho vrcholu ozna¢me B a C'. Jestlize diagonédla BC neprotina zddnou stranu, jsme
hotovi. Uvnitf trojuhelniku ABC tedy musi byt néjaké vrcholy mnohothelniku. Ozna¢me X ten
bod, ktery je nejvzdalenéjsi od piimky BC'. Neni t8zké si rozmyslet, ze diagondla AX ted nemuze
protinat zddnou stranu naseho mnohouhelniku, a dikaz je tedy hotov. Kdyby totiz AX protinala
néjakou stranu mnohotuhelniku, znamenalo by to, Ze existuje vrchol mnohothelniku uvnittr ABC,
ktery je od strany BC dale nez X, coz by byl spor.

O

Cviceni 4. Rozmysli si, pro¢ by nefungovalo zvolit za X vrchol uvnit¥ ABC, ktery je nejblizsi
k A.

Ted uz je dtikaz existence triangulace jednoduchy.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme indukci podle poctu vrcholii. Pro trojuhelniky zjevné plati. Ted nam
staci dokazat indukéni krok. Podle predchoziho lemmatu v mnohothelniku existuje vnitini diago-
néla, necht je tato diagonala soucéasti triangulace. Ted uZ jen staci triangulovat dva mensi mnoho-
thelniky, na které je ten puvodni zvolenou diagonélou rozdélen. Tyto mnohotuhelniky ovSem maji
triangulaci z induk¢éniho predpokladu, dikaz je tedy hotov. O

Cviceni 5. Pomoci triangulaci si rozmysli, jaky je soucet Ghli v n-thelniku.

Cviceni 6. Dokaz, ze kazda triangulace n-tthelniku pro n > 4 obsahuje alespon dva vrcholy, ze
kterych nevede zaddna diagonéla.

Cviceni 7. Dokaz, ze trojuhelniky v triangulaci lze obarvit dvéma barvami tak, aby trojuhelniky
sdilejici diagonalu mély rtiznou barvu.



Obé predchozi cviceni jde pomérné snadno dokazat indukci. Existuje ale zpusob, jak se této
praci vyhnout. Podivejme se nyni na trojuhelniky triangulace jako na ,to dilezité“ a nakresleme si
za kazdy z nich puntik. Dva puntiky spojime ¢arou, pokud pfislusné trojuhelniky sousedi stranou.
Coze jsme to pravé udélali? Nakreslili jsme graf!? A ne jen ledajaky graf, je to dokonce strom. Jak
to vime? Kdyz odebereme hranu, coz odpovidéd rozriznuti mnohothelniku podle jeho diagonily,
rozpadne se nam graf (mnohothelnik) na dvé nesouvislé ¢asti. Zaroveni cely graf je souvisly, tedy
uz to musi byt strom. A Ze stromy maji alespon dva listy nebo Ze se jejich vrcholy daji obarvit
dvéma barvami, aby sousedni vrcholy nemély stejnou barvu, uz je zndma véc.

Tak uz mame jednu triangulaci! Kdyz se ale podivd$ na néjaky slusny, ne moc nekonvexni
mnohothelnik, asi Té napadne, ze jich miuze byt mnohem vic. Kolik presné?

Definice. (), znacin-té Catalanovo ¢islo a udava pocet triangulaci pravidelného (n+2)-thelniku.

Tohle je jen jeden z mnoha zpusobu, jak se na Catalanova ¢isla divat. Odpovida to tfeba i
poctu validnich uzavorkovani, poctu cest v mfizce, kdyz chodime jen doprava a nahoru a nechceme
se dostat nad diagonélu, nebo také poc¢tu zakofenénych binarnich stromi. Dokonce se di n-té
Catalanovo ¢islo explicitné vyjadfit, a¢ na prvni pohled neni jasné, pro¢ to vyjde zrovna tolik.

Tvrzeni. Plati C,, = %H (%?) = %ﬂ Ei?))gl

Dokéazat to, co jsme si zrovna fekli, by chvili zabralo a neni to iplné kombinatorickd geometrie,
takZe se tim zabyvat nebudeme.?

Muzes si rozmyslet, ze pro konvexni mnohothelnik je pocet triangulaci zavisly jen na poctu
vrchola. Jakmile ale povolime, aby byl mnohotuhelnik nekonvexni, mizou se s poctem triangulaci
dit vselijaké véci.

Uloha 16. Pro kazdé n najdi mnohotihelnik, ktery ma pravé n triangulaci. (Rumunsko 2019)
Uloha 17. Pro kazdé n najdi n-thelnik, ktery ma pouze jednu triangulaci.

Triangulace se stane jesté mocnéjsi, zacneme-li vrcholy mnohothelniku barvit.

Priklad. Dokaz, ze je mozné obarvit vrcholy triangulovaného mnohothelniku tfemi barvami tak,
aby mél kazdy trojahelnik vrcholy raznych barev.

20 grafech a dalsich pojmech z jejich svéta si muizes néco pteéist tady: |ttps://prase.cz/archive]

34 /serial.pdf.

3Pokud Té Catalanova &isla zaujala a chce$ se o nich dozvédét vic, podivej se tfeba sem:
lhttps: //prase.cz/library/CatalanovaCislaMR /CatalanovaCislaMR.pdf.
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Dikaz. Tvrzeni dokdzeme indukci, pro trojuhelnik zjevné plati. Pfedpoklddejme, Ze plati pro
(n — 1)-ahelnik, a dokazme jej pro n-thelnik. Podle Cviceni 6 v nasi triangulaci existuje vrchol,
ze kterého nevede zadna diagonala. To znamend, Ze vede diagondla mezi jeho sousedy, odebranim
tohoto vrcholu tedy dostaneme triangulaci (n — 1)-ahelniku. Tu uz podle indukéniho predpokladu
obarvit umime, a kdyz pfidame zp&t odebrany vrchol, urcité pro néj jesté zbyva jedna barva. [

Uloha 18. V n-tihelniku je umisténo n — 2 bod tak, e uvniti kazdého trojuhelniku, jehoz kazda
strana je vnitini diagonala nebo strana mnohouhelniku, lezi aspon jeden. Dokaz, ze v kazdém
takovém trojuhelniku potom lezi prave jeden.

Uloha 19. Lucka upekla dort ve tvaru pravidelného n-tihelniku, kde n > 4. Nejprve jej po
obvodu potfela polevou a néasledné jej nékolika rovnymi fezy roziezala na trojihelnikové dilky,
jejichz vSechny vrcholy jsou vrcholy puvodniho m-thelniku. Dokaz, zZe dilkt, které maji dvé své
strany potfené polevou, je pravé o 2 vice nez dilku, které nemaji polevou potfenou zadnou stranu.

(PraSe 40-3j-2)

Uloha 20. Je dan konvexni mnohotihelnik. Dokaz, e ma nejvys$e jednu triangulaci, jejiz kazdy
trojahelnikii je ostrouhly. (Rusko 2003)

Uloha 21. Pro kterd n existuje triangulace konvexniho n-tihelniku, v niz z kazdého vrcholu
vychézi sudy pocet diagonal?

Uloha 22. (Art gallery problem) Pridorys galerie ma tvar n-tihelniku (ne nutné konvexniho).
Dokaz, ze je mozné do galerie rozmistit nejvyse % hlidaca tak, aby vidéli kazdy jeji bod. Hlidaci
jsou reprezentovani bodem a vidi do vSech smért.

Uloha 23. Pro n > 3 je dan konvexni n-thelnik K, jehoz zadné &éty¥i vrcholy nelezi na jedné
kruznici. Trojuhelnik dany trojici vrcholt n-uhelniku K nazveme pokryvaci, pokud jemu opsany
kruh pokryva K. Dokaz, ze pokryvacich trojuhelniki je presné n — 2. (PraSe 36-3p—7)

Konstrukce

Nedilnou soucéasti kombinatorické geometrie jsou konstrukce. Kdyz chceme dokazat, Ze néco exis-
tuje, je vétsinou nejjednodussi prosté ukazat, jak to vypada. Je tézké dat néjakou obecnou radu, jak
najit tu spravnou konstrukci. Casto se ale hodi vyuzit symetrii a rtiznych specialnich ptipadii. Co
t¥eba zkusit pravidelny mnohothelnik? Co kdyby vSechny body leZely na kruznici nebo na pfimce?
V této sekci nebudou fesené priklady, protoze nam pfipada lepsi, kdyz se nad témito tlohami za-
mysli$ sdm (sama) a FeSeni je vétSinou vidét z obrazku. Nédpovédu a Feseni ke vSem tlohdm ovSem
najde$ na konci tohoto dilu.

Uloha 24. Rozdél nasledujici tvar na sedm shodnych &asti.

Uloha 25. Je mozné do roviny nakreslit Sest bod@ v obecné poloze tak, aby libovolna trojice
tvofila rovnoramenny trojthelnik? (PraSe 42-1p-2)

Uloha 26. (4 points, 2 distances) Majda na papir nakreslila ¢tyfi body a zméfila vzdalenosti
mezi vSemi dvojicemi. Ke svému pfekvapeni zjistila, Zze namérila jenom dvé rtzné hodnoty. Jaké
jsou v8echny moznosti, jak Majda mohla body nakreslit?
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Uloha 27. Existuje mnohotihelnik takovy, ze uvnité néj mazeme najit bod, ze kterého neni vidét
zadné strana cela?

Uloha 28. Najdi v roviné sedm bodt takovych, ze kdy# libovolny z nich smazeme, je mozné mezi
zbylymi najit Ctyfi tvotici vrcholy Ctverce.

Uloha 29. Je mozné rozdélit étverec na nékolik ostrouhlych trojihelnik?
Uloha 30. Najdi $estitihelnik, ktery lze rozdélit rovnym fezem na &éty¥i shodné trojtuhelniky.

Uloha 31. Obdélnik v roving, jehoz strany jsou rovnobézné se soufadnicovymi osami, nazveme
osovym. Najdi osové obdélniky R1, ..., R takové, ze R; nema zadny spole¢ny bod pravé s obdélniky
Ri_1a Rip1.4

Uloha 32. Dokaz, #e pro libovolné n > 3 lze do roviny umistit n bodt tak, Ze kdy# vybereme
libovolné dva body z nich, Ize k nim najit t¥eti, ktery ma od obou stejnou vzdalenost.
(IMO 2015-1a)

Uloha 33. (Moser Spindle) Umisti do roviny sedm bod tak, aby libovolny trojihelnik s vrcholy
v téchto bodech mél aspon jednu stranu délky 1.

Diskrétni spojitost a zametani

V této casti se podivame na dvé techniky naraz, protoze a¢ je kazda néco trochu jiného, v kombi-
natorické geometrii se vétsinou pouzivaji dohromady.

Diskrétni spojitost sice muze znit désivé, ale nejedna se o nic slozitého. Vlastné to jen rika, ze
kdyz za¢neme ve sklepé a dojdeme do patra, pricemz vzdy postoupime jen o jeden schod nahoru
nebo dold, museli jsme projit prizemim. Formé&lné se to da napsat tfeba nasledujicim zptsobem:

Tvrzeni. (Discrete Intermediate Value Theorem) Necht f : Z — 7 je funkce, kterd spliuje
|f(t) — f(t+1)| <1 pro vSechna t € Z. Pokud f(a) < f(b), kde a < b, potom pro libovolné k, kde
fla) < k < f(b), existuje ¢ takové, ze f(c) =k, a navic a < ¢ < b.

Méné forméalné se dé fict, ze kdyz se néjakad celociselnd proménnad muze ménit nejvyse o 1,
potom nabyva vSech mezihodnot. To na prvni pohled viibec nemusi souviset s geometrii, a vskutku
se diskrétni spojitost da vyuzit leckde jinde. Vétsinou se jednd o tulohy, kde je néjaky algoritmus
nebo proces. My se podivame na jeden jeho krok, zacatek a konec a pomoci diskrétni spojitosti
fekneme, ze musel nastat néjaky stav. Naptiklad ze né€jaka hodnota musela byt nékdy nulova.

V kombinatorické geometrii vétsinou ale zadny proces nemame, takze si ho musime sami vyrobit.
A to se déla pravé pomoci zametani. Zametani obvykle popisuje techniku, ve které pohybujeme
pfimkou v néjakém smeéru, tfeba shora dolu. Kdyz pfimka potkd néjaky bod (nebo néjaky jiny
objekt), odpovida to jednomu nasemu kroku v diskrétni spojitosti. Mizes si to pfedstavovat tak, ze
pfimkou ,zametame* rovinu a sbirdme body. Jaky krok vlastné udélame, kdyz potkame bod, zélezi
na uloze. Nemusime zametat jenom pfimkou, klidné miazeme pouzit tfeba nafukujici se kruznici.

4Indexujeme cyklicky, tedy R_1 = Rg a R7 = Ry.
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Piiklad. Martin k narozeninam dostal kruhovy dort a hned se rozhodl polovinu z néj darovat
Zuzce. Nez ji ale stihl odkrojit, Pepa uz dort nakrajel tradi¢énim zptsobem na pravé 4k dilkt. Pravé
2k z nich bylo vétsich (navzdjem stejnych) a 2k mensich (téz navzajem stejnych). Dokaz, Ze Martin
i tak nasel nékolik sousednich dilku, které tvofily pulkruh. (PraSe 33-1j-5)

Reseni. Zaéneme tim, Ze vybereme libovolnych 2k po sobé jdoucich dilkt. Podivejme se na rozdil
poctu malych a velkych dilkd (véetné znaménka, tato hodnota tedy klidné miize byt zaporna).
JestliZe je tento rozdil 0, vybrané kousky tvofi ptlkruh a mame hotovo. Ted si v§imnéme, Ze tento
rozdil musi byt sudy. Nyni za¢neme ,zametat* okolo stfedu dortu 2k-tici po sobé jdoucich dilki. Co
se stane, kdyz vybereme misto prvniho az 2k-tého dilku druhy az (2k + 1)-ni? Rozdil po¢tu malych
a velkych dilkd se zméni o 0 nebo +2. Kdyz takto budeme pokracovat, dostaneme se po chvili do
stavu, kdy budou vybrané presné ty dilky, které nebyly vybrané na zacatku. Oproti poc¢ateénimu
stavu se tedy zménilo znaménko rozdilu poc¢tu malych a velkych dilki. Z kladného sudého cisla
jsme se tedy dostali na zaporné sudé &islo (nebo ze zadporného na kladné), pfi¢emz se hodnota vzdy
meénila o 0 nebo 2. To ovSem znamend, Ze jsme nékdy v pribéhu museli narazit na nulu! Tim je
uloha vyftesena, protoze kdyz byl rozdil nulovy, tvofily vybrané dilky pulkruh.

P & &

Ackoli diskrétni spojitost v kombinatorické geometrie bez zametani spi§ nepouzijes, naopak to
neplati. Nékdy se hodi zametat prosté tfeba jen proto, abychom si zadané objekty néjak usporadali.

Piiklad. V roviné je ddno 3n bodu v obecné poloze. Dokaz, Ze je mozné je pospojovat tak,
abychom vytvorili n disjunktnich trojihelniku.

Reseni. Rovinu s body si pooto¢me tak, aby zadné dva nelezely na svislé pfimce. Potom bu-
deme zametat pfimkou zleva doprava a v poradi, ve kterém potkavame body, je rozdélujeme do
trojic. Prvni t¥i body tedy budou tvofit prvni trojihelnik, dalsi tii druhy a tak dale. Zadné dva
trojuhelniky se nebudou protinat.

Jak uz jsme si rekli, zametani je vlastné takovy algoritmus, takze bychom mohli chtit zkoumat,
jak, jestli a kdy skonci. K ¢emu se to muze hodit, ukazuje nasledujici priklad.

Piiklad. V roviné lezi nékolik mnohotuhelniku tak, Ze se kazdé dva protinaji. Dokaz, ze existuje
pfimka, kterd je protind vSechny.

Reseni. Uvéazime vodorovnou pfimku. Na zacatku umistime piimku tak, Ze jsou vsechny mno-
hothelniky pod ni. Nyni za¢néme nasi pfimkou pohybovat shora doli. Uvazme mnozinu mnoho-
thelniki, které primka protina. Kazdy mnohothelnik do mnoziny jednou pfidame a jednou ho z ni
odebereme. Budeme chtit ukézat, Ze existuje okamzik, kdy tato mnozina obsahuje vSechny mno-
hothelniky. Muze se stat, ze z ni odebereme mnohothelnik a zaroven existuje jiny, ktery jsme tam
jesté nepridali? Stat se to nemuze, protoze potom by jeden mnohotuhelnik byl nad pfimkou a jiny
pod ni, takze by se nemohly protinat. To znamena, ze do nasi mnoziny nejdfive pridame vsechny
mnohothelniky a aZ potom je zaéneme odebirat.

Uloha 34. V roviné je dan bod A a nékolik mnohotihelnik, pii¢emz kazdé dva z nich se protinaji.
Dokaz, ze existuje kruznice se stfedem v A, kterd je protina vsechny.
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Uloha 35. V roviné je dano 2n bod v obecné poloze. Dokaz, 7e existuje pfimka prochazejici
dvéma z téchto bodu, kterd déli body na dvé skupiny o velikosti n — 1.

Uloha 36. V roviné je nékolik bodti v obecné poloze. Uka#, 7e existuje kruznice prochazejici
alespon tfemi z nich, kterd ve svém vnitfku neobsahuje zadny dalsi.

Uloha 37. V roviné jsou dany pfimky, které se protinaji v N bodech. Pepa chce oéislovat tyto
body od 1 do N, aby pro kazdou pfimku platilo, Ze body na ni jsou ocislované v jednom nebo
druhém sméru v rostouci poradi. Muze se mu to podafit? (Mexiko 2018)

Uloha 38. V roviné lezi nékolik obdélnikii, jejich# strany jsou rovnobézné se soufadnicovymi
osami a splnuji nasledujici vlastnost: pro libovolné dva obdélniky A a B existuje vodorovna nebo
svisld pfimka, kterd protind A i B. Dokaz, ze je mozné zvolit jednu vodorovnou a jednu svislou
pfimku tak, aby kazdy obdélnik byl protnuty aspon jednou z nich. (¢KS 2020/2021, C6)

Uloha 39. At S je mnozina 2n + 1 bodt v roviné v obecné poloze, z nichz zadné &tyfi nelezi na
kruznici. Kruh nazveme dobrym, pokud na jeho obvodu lezi t¥i body z S, uvnitf néj lezi n — 1 bodt
a zbylych n — 1 bodu lezi vné ného. Dokaz, ze skrz kazdou dvojici bodi z S prochézi lichy pocet
dobrych kruhu. (APMO 1999, upraveno)

Pickova formule

Mozna si jesté pamatujes ulohy ze zakladni Skoly, kdy byl v mrizce nakresleny néjaky zbésily
utvar a Tvym tkolem bylo spocitat jeho obsah. V takové tloze jde o to zadany utvar vyskladat
z pravouhlych trojuhelnika a obdélniki, nebo naopak nakreslit obdélnik kolem néj a trojuhelniky
odebirat. Protoze obsahy obdélnikti a pravouhlych trojuhelnikid spocitat umime, slo to i se zadanym
utvarem. To je viceméné myslenka Pickovy formule.

Definice. Bod v roving, jehoZ obé soutadnice jsou celociselné, nazveme mriZovym bodem.
Umluva. V této sekci budeme uvazovat pouze mnohothelniky s vrcholy v miizovych bodech.

Tvrzeni. (Pickova formule) Necht M je mnohothelnik, i podet mfizovych bodud uvnitf néj a b
pocet bodu na jeho hranici. Obsah M potom je i + g — 1.

Proc¢ by tohle tvrzeni mélo davat smysl? Chceme vlastné spocitat pocet ,Ctvereckt* uvnitt M.
To bude pfiblizné stejné, jako je mrizovych bodd v ném. Body na hranici jsou v ném vlastné jen
tak ,z pulky“, takze je zapocCitame jen z poloviny. To je hodné neformalni intuice, dikaz se bude
ubirat spise tim smérem, ktery jsme naznacili pred tvrzenim.

Dukaz. Nejprve ukdzeme, ze kdyz Pickova formule plati pro néjaké dva mnohouhelniky, bude
platit i pro mnohothelnik vznikly jejich slepenim. Potom uz bude stacit dokadzat platnost pro
trojuhelniky, z éehoz bude diky lepeni a existenci triangulace Pickova formule fungovat pro vSechny
mnohothelniky.

Méjme mnohothelnik M rozdéleny diagonalou na dva mensi mnohotuhelniky M7 a Ms. Ukazeme,
ze jestlize Pickova formule plati pro M1 a M2, musi uz nutné platit i pro M. Pocet bodt na diagonéle
oddélujici M1 a Mz oznac¢ime s. Dale oznacme i1 a i2 poCet bodd uvniti My a Ma, by a ba pocet
bodi na jejich hranicich. Uvnitt M je tedy i = i1 + i3 + s — 2 bod, na hranici b = by + by — 25+ 2.
Ozna¢me obsahy M, M; a M2 postupné S, S1 a Sa. Pfedpokladame platnost Pickovy formule pro
M a Ma, takze plati

b b
S=Sl+52:<i1+—21 71>+<12+—2271>:
o 1 b
=(11+12+872)+5(b1+b2728+2)71=l+571,

takze Pickova formule funguje i pro M.
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Zcela obdobné bychom mohli z platnosti Pickovy formule pro M a M; dokézat jeji platnost i
pro Ms>. Muzeme tedy mnohouhelniky nejen slepovat, ale i odfezavat.

Kdyz mame obdélnik se stranami a a b, ma na hranici 2a + 2b bodi a uvnit¥ (a — 1)(b — 1)
bodi. Snadno ovéfime, ze z Pickova vzorce opravdu vyjde jeho obsah, tedy ab. Mame-li pravouhly
trojuhelnik 7', jehoz odvésny jsou rovnobézné se souradnicovymi osami, mizeme ho doplnit shod-
nym trojihelnikem 7”7 na obdélnik. Vysledek Pickovy formule pro T oznacime p. Pickova formule
vychézi stejné pro T a T’, tedy pro obdélnik bude diky slepovani dokdzanému vyse vychéazet 2p.
Pro obdélnik vsak Pickova formule vychézi spravné, zaroven obsah T je oproti nému polovi¢ni, tedy
musi vychéazet i pro 7.

Ted uz mtzeme formuli dokézat pro libovolny trojuhelnik 7'. Na to vezmeme nejmensi obdélnik,
ktery T obsahuje, a odfezeme z néj pravouhlé trojahelniky a obdélniky tak, aby nam zbyl jenom 7'
Pro obdélniky a pravouhlé trojihelniky jsme jiz Pickovu formuli dokazali, takze dostavame platnost
pro T'.

Cviceni 8. Jaké obsahy maji nasledujici utvary?

Priklad. Existuje rovnostranny trojuhelnik, jehoz vSechny vrcholy jsou mfizové body?

Reseni. Neexistuje. Piedpokladejme, Ze by takovy trojuhelnik existoval, ozna¢me délku jeho
strany a. Obsah tohoto trojuhelniku by potom byl S = %az, Délka a je pritom vzdalenost dvou
miizovych bodi, takze a? z Pythagorovy véty musi byt pfirozené &islo. To ale znamena, ze S je
iracionalni, jenze z Pickovy formule musi byt dvojnasobek obsahu celociselny, tudiz S musi byt
racionalni.

Priklad. V roving lezi ¢tverec n X n (ne nutné miizovy), dokaz, Ze nemize zakryvat vic nez
(n + 1)? miizovych bodi.

Reseni. Ptedpoklddejme, Ze takovy Gtverec existuje a zakryva N > (n + 1)2 miiZovych bodu.
Zkusime pomoci Pickovy formule dokézat, ze by musel mit obsah vétsi nez n2. Pickova formule ale
bohuzel pfimo pouzit nejde, protoze nas ¢tverec neni mrizovy. Predstavme si, Zze je obvod ¢tverce
tvofeny gumickou a mrizové body jsou hfebiky zabodané do roviny. Gumicka se stadhne a zasekne
se o hiebiky jako na obrazku. Tim dostaneme néjaky utvar, ktery ma obvod i obsah mensi nez
puvodni ¢tverec. Novy atvar uz je miizovy mnohouhelnik, takZze pro néj mizeme pouzit Pickovu
formuli. Kolik nejvice mfizovych bodi muze byt na jeho obvodu? Kazdé dva miizové body maji
vzdalenost aspon 1 a obvod vzniklého utvaru je nejvyse 4n, takze b < 4n a ¢ = N — b. Pickova
formule tika, ze obsah daného utvaru je S =i+ % +1=N-— g +1 > n?, coz je spor, protoze jsme
zacali se ¢tvercem m X n o obsahu n?.
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Uloha 40. Uvazujme mifZovy trojtuhelnik, jehoz strany neobsahuji kromé& samotnych vrcholt
zadné mrizové body a ktery ve svém vnitiku obsahuje pravé jeden mfizovy bod. Nahlédni, ze tento
vnitfni miizovy bod musi byt tézistém trojuhelniku. (Australie 1993)
Uloha 41. (Pick pro déravé mnohotihelniky) Méjme v roviné mnohotihelnik P s h dirami. For-
malné: necht P vznikne odebranim navzajem disjunktnich mfiZovych mnohotuhelnikt Py, ..., Pj
od mfizového mnohothelniku Py, pfi¢emz obvody jednotlivych P; jsou disjunktni s obvodem Py i
spolu navzajem. Dokaz, ze pokud P obsahuje ve svém vnitifku a na svych obvodech po fadé i a b
miizovych bodi, pak mé obsah i+ £ +h — 1.

Uloha 42. Kolika riiznymi zptisoby je mozné zaplatit ¢astku 2022 za pouziti minci o hodnotach
1, 2 a 37 Zpusoby zaplaceni, které se lisi jen poradim minci, nepovazujeme za ruzné.

Uloha 43. Dokaz, 7e pro n > 3 existuje n bodid v roviné takovych, ze vzdalenost libovolnych
dvou je iracionalni a zaroven kazdé tfi tvoii nedegenerovany trojuhelnik s raciondlnim obsahem.

(IMO 1987-5)
a b
272
volny pulbod lezici ostfe uvniti mfizového mnohothelniku lze vyjadrit jako stfed usecky spojujici
dva mrizové body lezici uvnitf nebo na obvodu tohoto mnohothelniku.

Uloha 44. Pulbodem nazveme libovolny bod tvaru ( ) pro cela cisla a, b. Nahlédni, ze libo-

Zavér

Gratulujeme! Ve vétsiné olympiddnich uloh z oblasti kombinatorické geometrie uz by Té nemélo
nic pfekvapit. Ale mozné prece jen néco ... Ve druhém dile si zavedeme pojem konvexni mnoziny
a konvexniho obalu, které se muzou taky ukrutné hodit. Dokazeme si o nich par hezkych vét, které
sice Casto vypadaji intuitivné, ale dokazat je poradné chvili zabere.

Prejeme Ti hodné zdaru pfi FeSeni soutéznich tloh a tésime se na Tebe u druhého dilu!
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Navody ke cvicenim

Rozeber nékolik konfiguraci.

Vezmi triangulaci a slepuj postupné trojuhelnicky k sobé.

Prosté si je nakresli a vyuzij symetrii.

Co kdyby byl tthel ABC hodné tupy?

Soucet uhla v trojuhelniku je zndmy, pocet trojuhelniku v triangulaci taky.
Zkus na to jit podobné jako v dukazu predchoziho tvrzeni.

Pouzij predchozi cviceni.

e B AR ol ol

Spocitej puntiky.

Navody k Gloham

1. Nejmensi obsah.

2. Staci ukazat, ze existuje politik, ktery byl trefeny dvakrat.

3. Nejdelsi vzdalenost.

4. Jak by to bylo na tsecce?

5. Nejblizsi strana.

6. Co takhle na to jit podobné jako v pfikladu, kde se parovaly body?

7. Trojahelnik s nejvétsim obsahem.

8. Najdi konfiguraci ¢tyt pfimek, kterd tam musi byt, a minimalizuj obsah néjakého trojuhelniku.
9. Minimélni vzdalenost bodu od pfimky.

10. Podivej se na paritu souradnic.

11. Na ose kolika tse¢ek muze jeden bod lezet?

12. Rozdél si mnohotuhelnik podle jedné ze stiel.

13. Sachovnicové obarveni, jakd domina miizeme roziiznout svislym fezem?
14. Na konci bude zbyvat sudy pocet nenamalovanych thlopficek.

15. Je 2n sméru thlopricek. Jaka je parita poctu vrchold, o ktery se posuneme, kdyz pouzijeme
urcity smér?

16. Zkus tieba (n + 2)-uhelnik.

17. Jak vypada diagondla, kterd v triangulaci urcité musi byt?

18. Libovolny trojihelnik 1ze doplnit na triangulaci.

19. Spocitej pocet stran trojuhelniki s polevou a pocet stran trojuhelnika bez polevy.

20. Vyuzij Cviceni 6 a indukci.

21. Odebirej diagonaly. Vyuzij Cviceni 2.

22. Vzpomen si na ptiklad s barvenim vrcholt triangulace.

23. Najdi triangulaci, kterd ma jen pokryvaci trojuhelniky. Pokud o nich nic nevis, precti si néco
o tétivovych ¢tyruhelnicich a jejich thlech.

24. Fakt to neni tézké.
25. Hmm, pravidelny Sestitthelnik nefunguje ... Nenapada T€ jind symetrickd konstrukce?
26. Moznosti je Sest.
27. Zkus ten mnohothelnik udélat hodné zubaty.
28. Zafid, aby tam byly t¥i ¢tverce.
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29. Téch trojuhelnikt tam musi byt docela hodné, zkus to udélat symetricky.
30. Blesk.

31. Vyber dvé trojice obdélniki, které budou mit neprazdny prinik.

32. Co takhle zkusit dat ty body na kruznici?

33. Zacni s dvéma kosoctverci sdilejicimi vrchol.

34. Zkus to vyresit podobné jako ukazkovy priklad.

35. Vyber si libovolny bod a rotuj pfimkou.

36. Nafukuj kruznici.

37. Urdi jeden smeér.

38. Zametej dvéma primkami naraz.

39. Serad si zbylé body podle thli a pak je prohazuj.

40. Rozdél si trojuhelnik na tfi mensi. Co vis$ o jejich obsazich?

41. Jednoduse odecti pickovské obsahy dér.

42. Jednicky lze vzdy jednozna¢né doplnit. Interpretuj validni zptsoby zaplaceni jako mfizové
body prekryté jistym trojahelnikem.

43. Pickovou formuli zafid racionalni obsahy.

44. Stfedové zobraz mnohothelnik podle pilbodu a poéitej obsahy. Pozor, mohou vzniknout diry!
Reseni cvi¢eni
1. Podivejme se na 4 body nejvic vlevo, pokud tvofi konvexni ¢tyftahelnik jsme hotovi. Druha

moznost je trojuhelnik s bodem uvnit¥. Podle tohoto bodu mtizeme rozdélit rovinu na tii ¢asti. At
uz je zbyvajici bod kdekoli, vytvori konvexni étyftuhelnik.

A 4

N

2. Vyjdeton—3an—2.
3. Ma4 jich 14, jsou to rotace nasledujicich moznosti.
4.

S —

5. Stadi secist velikosti vnit¥nich thlu vSech trojihelniki v néjaké triangulaci, to je (n —2)-180°.
6. Muzeme to dokédzat indukci, prosté vybereme néjakou vnitini diagonalu a v obou ¢&astech
z indukce vybereme jeden vrchol, ze kterého nevede zadna diagonala.

7. Vyuzijeme pfedchoziho cviceni a zase pouzijeme indukci. Vezmeme trojuhelnik triangulace
takovy, Ze z néjakého jeho vrcholu nevede zaddna diagonéla a odfizneme jej. Zbytek ted umime
obarvit z indukce a nakonec staci dobarvit odfiznuty trojuhelnik.

8. Zleva doprava: 7, %, 375, 26.
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Reseni dloh

1. Uvazme ruznobarevny trojihelnik ABC' s nejmensim obsahem. Kdyby uvniti byl néjaky bod
X, bude mit stejnou barvu jako néktery z vrcholi ABC, bez Gijmy na obecnosti A. Potom X BC
je také trojbarevny trojtahelnik, ale s mensim obsahem nez ABC, spor.

2. Pokud existuje politik, kterého trefila dvé vajicka, na néjakého jiného uz vaji¢ko nezbyde.
Zaméfme se na nejblizsi dva politiky, ti po sobé urcité navzajem hodi vajickem. Kdyby nékdo hodil
vajicko po nékterém z nich, jsme hotovi. Pfedpoklddejme tedy, Ze se to nestalo, potom muzeme
dvojici nejblizsich politikti ignorovat a fesit ilohu dal, jako by tam ta dvojice nebyla. Opakovanim
stejné ivahy nam nakonec zbyde jen jeden politik, kterého nikdo netrefil.

3. At |AB| je nejdelsi vzdalenost mezi vrcholy mnohothelniku a C je jeho vrchol takovy, ze
|[<<ACB| = 60°. Kdyby ABC nebyl rovnostranny trojthelnik, musela by jeho strana AC nebo BC
byt delsi nez AB, spor.

4. Odpovéd je 5. Pro mensi n nalezneme snadno strategii pro Petra. Pro n > 5 obarvi Zdenék
nejvyse ¢tyti body: nejlevéjsi, nejpravéjsi, nejhornéjsi, nejspodnéjsi.

5. Necht AB je strana M nejblize O. Pokud by projekce O na AB lezela na polopfimce opaéné
BA, bude druha strana M, kterd obsahuje B, z konvexity M blize k O nez AB, coz je spor.

6. Zvolme né&jaké poradi bodu a ozna¢me je A1, Az, ..., An. Berme A1 = Any1. Necht se pro
néjaké i a j, i ¢ {j,7+ 1,7 — 1}, protinaji Gsecky A;A; 11 a AjA; ;1. Potom prohodime A; a A;41,
éimz se tyto usecky prestanou protinat. Protoze se tim soudet |A;A;4+1| pro 1 < ¢ < n zmensi,
musi dojit k tomu, Ze se zddna takova dvojice usecek protinat nebude. Pak je Aj Az ... A, hledany
n-uhelnik.

7. Kdyz |S| = 4, je situace trividlni. Jinak vezmeme trojihelnik ABC s nejvétsim obsahem. Ze
zadani existuje bod D takovy, ze ABCD je v néjakém poradi rovnobéznik. Obsahy ABC, BCD,
CDA, DAB jsou vsechny stejné. Pokud by néktery bod S lezel vné ABC D, najdeme trojuhelnik
s vétsim obsahem. Pokud by néktery bod S lezel uvnitt ABCD, bude podle podminky ze zadani
existovat i néjaky bod v S vné ABCD. Zadny dalsi bod v S proto nemtize byt.

8. Uvazme piimky a1, a2, b1 a ba, kde a1 a a2 maji jednu barvu a by a by maji druhou barvu. Navic
necht ai, a2 a by prochézi jednim bodem, bz jim neprochézi a zbylé t¥i pfimky protina v potradi a1,
b1, as. Nejdiiv si rozmyslime, ze tam takova konfigurace viibec je, potom uvéazime takovou, kde a1,
a2 a bz vytinaji trojuhelnik s nejmensim obsahem. Diky pruseciku b1 a by dostaneme dalsi takovou
konfiguraci s mensim obsahem, spor.

9. Pro spor necht A, B, C jsou takové body, které nelezi na jedné piimce a vzdéalenost A od BC
je nejmensi. Na BC musi lezet dalsi bod D. Dva z boda B, C, D musi lezet na stejné strané od
kolmice z A na BC, bez Gjmy na obecnosti B a D. Pak je vzdalenost B od AD mensi nez vzdalenost
A od BC, spor.

10. Pro kazdy bod uvazme jeho paritu jeho z-ové, y-ové a z-ové soufadnice. Mame 9 bodd, ale
jenom 8 moznosti, jak mtzou parity vyjit. Pro néjaké dva body tedy musi vsechny parity vyjit
stejné. Vzdalenost téchto bodu je potom ve vSech soufadnicich suda a stred jejich spojnice musi
byt celodiselny.

11. Kazdé dvojici bodi A, B € S potfebujeme pfifadit tfeti bod C, ktery bude lezet na ose
tsecky AB. Vyberme si tedy jeden bod P € S a zamysleme se, na osach kolika rtiznych usecek
muze lezet. Co kdyby lezel na ose XY a zaroven na ose Y Z pro néjaké X,Y, Z € S? Potom by byl
stfedem kruznice opsané trojuhelniku XY Z, coz je zakazané, takze se to stat nemuze. To ovSem

znamenad, ze bod P miuze lezet na osach pouze L"—flj riznych useéek (jinak by néjaké dvé z nich

2
sdilely koncovy bod, coz nesmi). Kdyz to se¢teme pies vSechny body z S dostane n - L%J ruznych
usecek. To je ale pro sudé n moc malo, protoze n bodu tvori celkem n - "Tfl dvojic.
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12. Rozdélime 2n-thelnik podle jedné ze stiel, necht protind stranu a. Pocet vrcholi stielct a
stran raznych od a je v jedné poloroviné od stiely stejny. Protoze 2n — 1 je liché cislo, tento pocet
musi byt na jedné strané ostie vétsi nez na druhé. Zaroven stielci z jedné poloroviny se musi trefit
do strany v poloroviné opacné, tedy z Dirichletova principu jsme hotovi.

13. Uvazme klasické obarveni Ssachovnice, kazdé domino potom zakryje jedno ¢erné a jedno bilé
policko. Uvazme néjaky svisly Fez a podivejme se, jakd domina rozpuli (podobné jako v ukdzkovém
pfikladu). Podle ukdzkového piikladu jsme museli rozpulit sudy pocet domin. Muze se stat, ze
pocet rozpulenych domin s bilym polickem nalevo je jiny nez pocet rozpulenych domin s bilym
polickem vpravo? Nemize, protoze potom by bychom na levé ¢asti Sachovnice (a na pravé taky)
meéli rizny pocet zbyvajicich bilych a ¢ernych polic¢ek, tudiz by nemohly byt pokryté dominy.

14. Ukéazeme, ze bude na konci hry zbyvat sudy pocet nenamalovanych thlopricek. Pro spor tedy
predpokladejme, Ze je nenamalovanych thlopricek lichy pocet a uz neni mozné tahnout.

V této situaci kazdou nenamalovanou thlopfi¢ku protina lichy pocet téch jiz namalovanych.
Necht XY je libovolnd nenamalovand thlopticka. XY déli mnohothelnik na dvé ¢asti, oznadime-
li pocty vrcholt v jednotlivych ¢astech jako a a b, plati a + b = 2n — 1. Soucet a + b je lichy,
takze souéin ab je sudy. Uhlopticku XY tedy protina sudy pocet thlopticek, z nich je lichy pocet
namalovanych. Pocet nenamalovanych thlopfi¢ek protinajicich XY proto musi byt lichy. Kazdou
nenamalovanou usecku (kterych je lichy pocet) tedy protina lichy pocet nenamalovanych useéek,
to ale podle jednoho z ptiklada v sekci o parité neni mozné!

Dokéazali jsme, Zze na konci hry bude zbyvat sudy pocet nenamalovanych thlopticek. Celkovy
pocet uhlopticek v (2n + 1)-thelniku je (2n + 1)(n — 1), takze je sudy pravé tehdy, kdyz je n liché.
Pro sudé n tedy vyhraje Klatra a pro liché n Klarka.

15. Protoze je 2n moznych smérta thlopficek a 2n moznych usecéek, stac¢i ndm sporem ukézat, ze
nemizeme vyuzit vSechny. Vime, ze n z téchto smért nas posune o lichy pocet vrchold, n o sudy
pocet vrcholi. Protoze nakonec skoné¢ime tam, kde jsme zacali, dohromady se posuneme o néjaky
nésobek 2n. Pokud 2* je nejvy$si mocnina dvojky, kterd déli n, celkové se posuneme o néasobek
2k+1 Za  sudé“ sméry se také posuneme o nasobek 21 avsak za ,liché“ o lichy nasobek 2%, tedy
v souétu jsme se nemohli posunout o nasobek 28t1 spor.

16. Zacneme se dvéma body a naproti nim udéldme nekonvexni oblouk tvofeny dalsimi n body.
Pro n = 6 by feseni mohlo vypadat tfeba takto.

17.

18. Predpokladejme, ze v jednom z trojihelnikt lezi aspon dva body. Tento trojuhelnik mtzZeme
doplnit na triangulaci, tim vytvofime n — 3 dalsich trojihelnikt. Zbyva nam ovSem jenom n — 4
bodu, spor.
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19. Pocet trojuhelniki, které maji postupné jednu, dvé a tfi strany bez polevy oznac¢ime J, D a
T. Potom pocet stran, které trojuhelniky maji s polevou, je n = 2J 4+ D. Pocet stran bez polevy je
2(n—3) = J+2D+3T. Odeétenim dvojnasobku prvni rovnice od druhé a vydélenim —3 dostaneme
J — T = 2, pfesné jak chceme.

20. Triangulaci spliujici zadani oznacme jako ostrothlou. Méjme néjakou ostrothlou triangulaci.
U vrchold, z nichz nevede zadna diagonala, musi byt ostry tthel. Dokazeme, Ze takové vrcholy jsou
nejvyse t¥i. Soudet thld v n-thelniku je (n — 2) - 180°, takze pokud by byly ¢tyfi, na zbylych n — 4
ahlu by zbyvalo vice nez (n — 4) - 180 stupiit. Mnohothelnik mé ale byt konvexni, coz je spor.
Nyni pouzijeme indukci. Necht tvrzeni plati pro vSechny n-uhelniky a dokdZeme ho pro (n + 1)-
thelniky. Vezméme libovolny (n + 1)-tthelnik a pro spor necht mé dvé rizné ostrotihlé triangulace.
Kazda z nich ma alespon dva vrcholy, z nichz nevede diagonéala. Protoze mozné takové vrcholy jsou
nejvyse tfi, musi mit tyto dvé triangulace jeden z nich spole¢ny. Ten muzeme odstranit a dostaneme
n-uhelnik, ktery musi mit jednoznac¢nou triangulaci, spor.

21. Dokazeme, ze 3 | n. Protoze pocet diagondl je n — 3, staéi dokézat, ze je délitelny tfemi.
Budeme diagonély po tfech odebirat. Necht uz jsou n&jaké odebrané. Vyrazime z jednoho vrcholu,
vezmeme prvni diagonalu po sméru hodinovych rucicek, ktera z néj vychazi. Pfejdeme po ni, vez-
meme prvni dalsi diagonalu proti sméru hodinovych rucicek, kterd vychazi z tohoto vrcholu. Toto
opakujeme, dokud neskoncime ve vrcholu, kde uz jsme byli. Protoze jsme brali vzdy prvni diagonalu
proti sméru hodinovych ruci¢ek (kromé prvni), museli jsme dokonce skonéit v pavodnim vrcholu
a obesli jsme mnohouhelnik, v némz nejsou zadné neodebrané diagonaly. Protoze vzdy zacindme
s prvni diagonalou po sméru hodinovych rucic¢ek, nemohli jsme z néj driv né€jaké diagonaly ode-
brat, tedy je to trojuhelnik. Odebereme tedy tii diagonaly, které jsme prosli, a pokracujeme. Na
konci ndm nemohou zbyt zadné diagonaly diky tomu, ze pocet diagonal vychazejicich z libovolného
vrcholu je vzdy sudy.

Konstrukci udélame indukeci.

22. Vybereme si néjakou triangulaci n-thelniku a obarvime jeho vrcholy tfemi barvami tak, aby
kazdy trojuhelnik mél vrcholy rtznych barev. Pak umistime hlidace do vrcholt té barvy, kterou
jsme pouzili nejménékrat. Hlidach jsme umistili nejvyse % a kazdy trojuahelnik zvolené triangulace
ma hlidace v pravé jednom vrcholu. Kazdy bod je v n€jakém trojuhelniku triangulace, tedy na néj
néktery hlidac¢ vidi.

23. Pro stranu Aj Az n-thelniku K oznac¢ime X ten vrchol K, pro néjz je tthel A1 X Az nejmensi.
Pak A1 X Az je pokryvaci trojuhelnik. Ozna¢me K prunik K s polorovinou danou pfimkou A X,
v niz neni Az, K> symetricky. Protoze vrcholy Kj jsou uvnitf kruznice opsané A; X As, kazdy
pokryvaci trojuhelnik Kj je i pokryvaci trojuhelnik K, obdobné pro Ka. Postup tedy opakujeme,
dokud nemame triangulaci z pokryvacich trojahelniki. Kdyby existoval jiny pokryvaci trojuhel-
nik, musela by jedna jeho strana, ozna¢me ji XY, protinat néjakou diagonalu nasi triangulace,
ozna¢me ji ST. Protoze X a Y jsou uvnitf kruznice nad ST, plati |[<SXT| + |<SYT| > 180°,
obdobné |[<XSY |+ |<XTY| > 180°. Takze dalsi pokryvaci trojuhelnik tam byt nemtze, protoze
pak bychom maéli ¢tyfahelnik se souc¢tem hlt vétsim nez 360°.

24.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

>y X L
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31.

| ”

R3 R>

32. Pro liché n staci vzit nékolik rovnostrannych trojuhelnikt sdilejicich vrchol jako na obrazku
vlevo. Pro sudé n dva z téchto trojuhelniki slepime stranou jako na obrazku vpravo.

33.

34. Budeme nafukovat kruznici se stfedem A. Zac¢neme se samotnym A a nikdy nepfestaneme
protinat mnohouhelnik, ktery kruznici protindme. Pokud skonc¢ime dfiv, nez protneme vSechny,
musi byt néktery mnohothelnik uvnit kruznice a jiny ostfe vné, coz je spor s tim, ze se kazdé dva
mnohouhelniky protinaji.

35. Vezmeme libovolny bod S, okolo kterého budeme pfimku otacet. Zacneme tim, ze k nému
zvolime jakykoli dalsi bod A a témito dvéma body povedeme pfimku. Rozdil poétu bodi na jedné
a na druhé strané oznacime r. Otacenim primky se r zvétsi nebo zmensi o 1, podle toho, na kterou
stranu se dostane A. Az narazime na dalsi bod, opét se o zméni o 1 podle toho, kde tento bod byl.
Takto oto¢ime pfimku o 180°. Potom r je opa¢né k tomu, jaké bylo na zacatku, tedy nékdy muselo
byt 0. Kdyz bylo 0, byla otacejici se pfimka presné ta, kterou hledame.

36. ZacCneme s kruznici, na niz lezi jeden z naSich bodt, ale uvnitf ni zaddny neni. ZacCneme
posouvat jeji stied v néjakém sméru, pricemz na ni stale bude prvni bod, dokud nenarazime na
dalsi bod. Potom posouvame jeji stied po ose téchto dvou bodi, dokud nenarazime na tieti, ¢imz
jsme nasli pozadovanou kruznici.

37. Urcité umime najit jeden smér, ktery neni kolmy na zadnou pfimku. Pepa za¢ne pfede vSemi
priseciky, bude postupovat v tomto sméru a cislovat priseciky v poradi, ve kterém je potka.
Predstavit si to miZeme jako zametani jednou pfimkou, kterd neni rovnobézna s zddnou zadanou.
38. Vezméme dvé pfimky tvorici kfiz, rovnobézné s osami, aby vSechny obdélniky byly dole a
napravo od nich. Potom s pfimkami budeme posouvat doli a doprava tak, aby nikdy neptestaly
protinat obdélnik, ktery uz protinaji. Co by to znamenalo, kdybychom nemohli pohnout ani jednou
z primek a stale bychom neprotinali vSechny obdélniky? Potom by musel byt néjaky obdélnik ostie
vpravo dole od nasich pfimek, zaroven by kazda z téchto pfimek musela lezet na hranici néjakého
obdélniku, ktery je pouze nahoru nebo nalevo od nich. Tyto obdélniky by tedy porusili zadani a
nemuze se nam to stat.
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39. Vezmeme libovolné dva body A, B € S. Jednu polorovinu uréenou AB oznacime p, druhou o.
Budeme zametat kruhem, ktery ma na obvodu A a B a na zadatku bude obsahovat vSechny body
S z p, na konci vSechny ze o. Body z p budou z kruhu postupné mizet, body ze o se naopak budou
pridavat. Kdyby nejprve vSechny z p zmizely a pak se vSechny ze o pfidaly, ma A a B na hranici
jen jeden dobry kruh, protoze jen v jedné poloroviné je alespon n — 1 bodt. Prohdzime body, aby
se tohle stalo a nezménila se parita. Kdyz vezmeme X € p a Y € o takové, ze X zmizi tésné po
pfidani Y, posuneme X o kousek na X’ tak, aby X zmizelo pfed ptidanim Y, ale poradi jinych
bodii se nezménilo. Kruhy ABY a ABX obsahuji stejné bodd z S, stejné tak ABY a ABX'. Tedy
jsme bud o dva dobré kruhy pfisli, nebo se dva pfidaly, nebo se jejich pocet nezménil, kazdopaddné
parita zustava stejna.

40. Rozdélme si trojuhelnik na tfi mensi s vrcholem v jediném vnitinim mfizovém bodé. VSechny
tyto trojuhelniky nemaji uvnitf ani na stranach zadné mrizové body, takze z Pickovy formule maji
bod, ktery déli trojuhelnik na t¥i ¢asti se stejnym obsahem.

41. Pouzijeme podobnou myslenku jako u slepovani mnohothelniki. Budeme postupovat indukci
podle poc¢tu dér. Mé&jme mnohothelnik P s h dirami, ¢ vnitfnimi body a b body na hranici. At nova
dira Q m4 i’ vnitfnich bodt a b’ bodt na hranici. Obsahy P a @ postupné oznacime S a S’. Potom

je obsah P bez () roven
b v
S—8=(i+-+h—-1)— (¢ —71>
<z+2+ > <z+2

/

= (i—i’—b’)+%+(h+1)—1,
jak jsme chtéli dokazat.

42. Stac¢i nam spocitat pocet zplisobt, jak z minci o hodnoté 2 a 3 poskladat ¢astku nejvyse
2022, zbytek mizeme vzdy jednoznacné doplnit mincemi o hodnoté 1. Tyto moznosti mizeme re-
prezentovat jako pocet mfizovych bodu v pravothlém trojuhelniku, jehoz odvésny jsou rovnobézné
se soufadnicovymi osami a maji délky ¥ = 1011 a % = 674. Mfizovy bod se soufadnicemi
(z,y) reprezentuje ptipad, kdy pouZijeme x minci hodnoty 2 a y minci hodnoty 3. Tento trojthel-
nik mé obsah % -1011 - 674 = 340707. Na jeho odvésnach je 1012 a 675 mrizovych bodu. Nejvétsi
spole¢ny délitel 1011 a 674 je 337, na preponé je tedy 338 miiZzovych boda. Trojuhelnik méa tedy
na obvodu 1012 + 657 4+ 338 — 3 = 2022 mrizovych bodu. Z Pickovy formule dostavame, ze jich
uvnitf ma 340707 — &222 + 1 = 339697. Celkovy pocet miizovych bodl (zplisobl zaplaceni) tedy
je 339697 + 2022 = 341719.

43. Kdyz nase body budou mit celoéiselné souradnice, budou obsahy vsech trojuhelniku s vrcholy
v nich podle Pickovy formule raciondlni. Sta¢i ndm tedy najit n mfizovych boda v obecné poloze
takovych, ze vzdalenost kazdych dvou je iraciondlni. Prvni z nich umistime na pozici (0,0). Nyni
pfedpokladejme, Ze uz médme umisténych prvnich k bodd na soufadnicich (z1,y1), ..., (Tk, yk)-
Zvolime zf4+1 = max{z1,...,zx} + 1 a dale zvolime yi1 tak, aby pro kazdé i < k spliiovalo
(Y1 — ¥ + )% — (yre1 — v:)? > (zpa1 — ;). Potom by byla druhd mocnina vzdalenosti nové
ptidaného a i-tého bodu z Pythagorovy véty vice nez (ygy1 — ¥:)?, ale méné nez (yr1 — yi + 1)2.
Tudiz vzdalenost téchto dvou bodu by byla iracionédlni. Staci ovSem zvolit hodné velké yj 1, protoze
rozdil dvou po sobé jdoucich ¢tvercii s rostoucim yz41 roste. Volbou dostatecné velkého yj 41 také
zafidime, ze zadné tfi body nebudou na pfimce.

44. Oznacme zadany bod a mnohothelnik z a M. Ve stfedové soumérnosti podle = se miizové
body zobrazi na mftizové body. Sjednoceni M a jeho obrazu tvofi mnohotuhelnik, mozné s dirami,
protoze maji spolecny alespon bod z. Pokud by se mfizovy bod M zobrazil do M, méli bychom
hotovo, pro spor necht to tak neni. Potom se body z hranice a vnitiku zobrazi postupné na hranici
a dovnitf. Tudiz z Pickovy formule vyjde, Ze obsah sjednoceni M a jeho obrazu je vice nez dvakrat
obsah M (spoéitany z Pickovy formule), coz je spor.
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Kombinatoricka geometrie Il — Sila konvexity

Mily priteli,
dostévé se Ti do rukou jiz druhy dil seridlu o kombinatorické geometrii. V minulém dile sis mohl(a)
v§imnout, Ze konvexni mnohothelniky se chovaji daleko pfijemnéji a predvidatelnéji nez mnohotihel-
niky nekonvexni. Naptiklad v prvni soutézni tiloze prvni série by se odpovéd zmeénila, kdybychom
se omezili jen na konvexni mnohothelniky. U konvexnich mnohothelnikt jsme zase v zavislosti na
poc¢tu vrcholit uméli uréit, kolik maji triangulaci, zatimco u nekonvexnich pocet triangulaci zavisi
na tvaru. Konvexni mnohothelnik se svym vnitfkem je specialnim pfipadem konvexni mnoziny. Tu
si v tomto dile definujeme a podivame se, jaké hezké véty pro ni plati. Na rozdil od predchoziho
dilu budeme pracovat nejen v roving, ale i v prostoru a obecné ve vyssich rozmérech. Vytvofime si
nékolik nastroju pro praci s body ve vice rozmérech. Nez se do toho ale pustime, budeme se jesté
chvili drzet pfi zemi (v roving).

Prejeme Ti pfijemné cteni a hodné Stésti pri feSeni soutéznich dloh. Pfipominame, ze jsou
sefazené podle obtiznosti, nikoli podle témat v serialu.

Pepa a Majda

Konvexni obal

V této kapitole si ukazeme dalsi zpusob, jak si udélat poradek v kone¢né mnoziné bodu v roviné.
Predstav si, ze na louce stoji ovecky a my bychom kolem nich radi postavili ohradku. Takova spravna
ohradka je konvexni mnohothelnik. Zaroven by se ale sousedi zlobili, kdybychom ohradkou zabrali
moc velky kus louky. Tudiz postavime ohradku co nejmensi. Jak bude vypadat ta ¢ast louky, kterou
si ohrddkou zabereme? Nazvéme ji konverni obal nasich ovecek.

<o oy P

Za konvexni obal bodi (oveéek) povazujeme mnohouhelnik i s jeho vnittkem. To proto, aby
tato definice souhlasila s definici pro obecné mnoziny, kterou si pozdéji ukdzeme. Terminologie
s konvexnim obalem spojena ale spiS pripomina terminologii mnohouhelnikti. Kdyz bod lezi na
obvodu konvexniho obalu, fikdme, ze lezi na konvexnim obalu. O ostatnich bodech konvexniho
obalu fikdme, ze lezi uvnitr néj.



Dale je dobré si uvédomit, Ze pro kone¢nou mnozinu bodi X v roviné ma konvexni obal vrcholy
v bodech X. Intuitivné, kdyby tomu tak nebylo, Sel by roh alespon o kousek ,ufiznout“. Kdyz
jsou body z X v obecné poloze, tedy zadné t¥i nelezi na pfimce, dokonce zadné dalsi body z X na

konvexnim obalu nejsou.
Muzeme si povSsimnout, Ze pro dva sousedni body A a B na konvexnim obalu jsou vSechny

ostatni body z X v jedné poloroviné od pfimky AB.

Jiny zpusob, jak se na konvexni obal divat, je nasledujici. Pfedstavime si, Ze body v roviné jsou
hiebiky a my okolo nich natdhneme gumicku. Gumicka se stdhne a bude tvorit hranici konvexniho

obalu.
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Cvic¢eni 1. V roviné lezi n > 3 bodu, kolik nejméné a nejvice z nich mize lezet na konvexnim
obalu?

Priklad. V roviné lezi 200 bodu v obecné poloze. Dokaz, ze néjaké tii z nich tvoii thel o velikosti
méné nez 1°.

Reseni. Uvézime konvexni obal téchto bodii, to bude konvexni mnohothelnik. Zvolme si libovolny
vrchol na konvexnim obalu, u néj je urc¢ité thel mensi nez 180°. Uvnitf tohoto thlu lezi zbyvajicich
197 bodt. Uhel tedy mutzeme rozdélit na 199 disjunktnich &asti, které dohromady daji méné nez
180°. Aspon jedna z téchto ¢asti proto musi mit velikost mensi nez 1°.



Vsimni si, ze jsme predchozi priklad mohli vyfFesit i za pomoci extremalniho principu — mohli
jsme uvazit tfeba bod nejvice dole. To je docela bézné, neznamena to ale, ze by konvexni obal
nebyl uzite¢ny. Formulace pomoci konvexniho obalu miZe byt vyrazné jednodussi (obzvlast kdyz
premysli.

Uloha 1. V roviné lezi n bod& v obecné poloze. DokaZ, Ze z nich mizeme vybrat tii body tak,
aby vSechny ostatni body lezely uvniti nebo na hranici kruznice opsané témto bodum.

V 1lohéch budeme docela ¢asto postupovat indukci. K ¢emu tedy potiebujeme konvexni obal,
kdyz tlohu stejné vyfesime indukci? Indukovat obvykle budeme podle poétu bodi, a to tak, ze
odebereme néjaky bod (nebo i vice bodl) na konvexnim obalu.

Piiklad. Rozmisténi 4027 bodd v roviné nazyvame kolumbijskym, jestlize je z nich 2013 cerve-
nych, 2014 modrych a zadné tii nelezi v pfimce. O skupiné pfimek v roviné fekneme, ze je dobrd
pro dané rozmisténi, jestlize

e 74dna z pfimek neprochézi zadnym bodem rozmisténi,

e zadna z Casti, na které je rovina primkami rozdélena, neobsahuje body rtznych barev.

Najdi nejmensi k takové, ze pro libovolné kolumbijské rozmisténi 4027 boda v roviné v ni existuje
skupina k& dobrych pfimek. (IMO 2013)

Reseni. Odpovédi je 2013. Dokazeme jenom dolni odhad, tedy Ze nam 2013 piimek opravdu vzdy
staci. Konstrukci, kdy jich 2013 opravdu potfebujeme, ponechdme jako cviceni. Budeme postupovat
indukci, dokonce dokazeme néco jesté trochu silnéjsiho.

Lemma. Kdyz je ¢ervenych a modrych bodii dohromady n, sta¢i nam na jejich rozdéleni [%J
piimek.
Lemma dokazeme indukci, pro n < 2 je tvrzeni trivialni. Nyni pfedpokladejme, ze plati pro n—2
a dokazme jej pro n. Uvazme konvexni obal barevnych bod a vyberme na ném dva sousedici body,
ozna¢me je A a B. Tyto dva body miizeme od vSech ostatnich oddélit ngjakou pfimkou, nazvéme
ji p. Zbylych n — 2 bodi umime z indukéniho predpokladu rozdélit L%J — 1 pfimkami, mnozinu
téchto pfimek oznac¢me Q. Rozlisime tii pripady:
(1) A a B maji stejnou barvu. Potom vyhovuje mnozina Q U {p}.
(2) A a B maji rizné barvy a oddéluje je od sebe néjaka piimka g € Q. Potom opét vyhovuje
mnozina Q U {p}.
(3) A a B maji rizné barvy a neoddéluje je od sebe zadna p¥imka z Q. Po nakresleni vSech
pfimek z @ musi A a B lezet v oblasti, ve které maji vSechny body aZ na jeden (A nebo
B) stejnou barvu. Ted nam sta&i uvazit pfimku p’, kterd oddéluje A nebo B od vsech
ostatnich. Takova pfimka jisté existuje, protoze A i B jsou na konvexnim obalu. Hledana
mnozina piimek je Q U {p’}.

Mohlo by se nam stat, ze néjakd primka z @ prochazi A nebo B. Z indukéniho pfedpokladu ale
neprochazi zbylymi n — 2 body, kterych je kone¢ny pocet. Takze ji mizeme o kousek posunout,
aby neprochézela ani A, ani B a zaroven vSechny ostatni body byly ve stejné poloroviné od ni jako
predtim.

Cviceni 2. Rozmysli si, Zze v pfedchozi tloze nékdy opravdu potfebujeme 2013 pfimek.
3



Ukéazeme si alternativni feseni ptikladu, ktery uz jsme vidéli v minulém dilu v kapitole o extre-
maéalnim principu.

Piiklad. V roviné lezi n ¢ernych a n bilych bodu v obecné poloze. Dokaz, ze je mozné poparovat
Cerné body s bilymi tak, Ze se tseCky spojujici pary nebudou protinat.

Reseni. Tvrzeni dokdzeme indukci. Pro n = 1 zjevné plati. Nyni predpokladejme, Ze tiloha plati
pro kazdé k od 1 do n a dokazeme ji pro n + 1. Vezmeme konvexni obal vSech bodu, ¢ernych
i biljch dohromady. Zvolme si libovolny vrchol na ném, oznaéme jej A, necht je BUNO ¢&erny.
Sousedy zvoleného bodu ozna¢me B a C. Kdyby byl jeden z nich bily, mohli bychom ho spojit s A
a tvrzeni by platilo z indukéniho predpokladu. Déle tedy predpokladejme, Ze jsou oba jeho sousedi
také Cerni.

Vsechny body kromé A si setfidme podle smérnice polopfimky z A do nich. PouZzijeme diskrétni
spojitost. K B napiSme ¢islo 2. Nyni postupujme podle thlu, kdyZz narazime na bily bod, snizime
hodnotu o 1, kdyZ na ¢erny, zvysime ji o 1. Takto pokracujeme az k bodu tésné pied C. U néj uréité
budeme mit ¢islo —1, protoze celkem je Cernych a bilych bodu stejné. Zacali jsme na 2, skoncili
na —1, takze jsme urcité nékdy museli byt na 0. Dokonce jsme nékdy museli byt na 0, kdyz jsme
zrovna zpracovavali bily bod. To protoze jsme se na 0 nékdy museli dostat z 1 tim, Zze jsme klesli
o 1, coz se muselo stat v bilém bodé&, oznacme jej X. Ted ndm staci spojit A s X. Na obou stranach
primky AX je stejné bilych a ¢ernych bodd, takze je z indukéniho predpokladu lze poparovat. Tim
bylo tvrzeni dokazano.
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Uloha 2. Zdvodni trat je lomené ¢ara v roviné slozend z koneéné mnoha orientovanych usecek,
z nichz zadné dvé se neprotinaji ve svych vnitinich bodech. Zatdcka je bod, ktery je koncovym
bodem jedné z téchto tsecek a pocateénim bodem té nasledujici. Zatacka B mezi orientovanymi
useckami AB, BC je pravotociva, pokud ma fidi¢ formule jedouci z A do B bod C po pravé ruce.
Analogicky definujeme levotocivou zatacku.

V rovinég je ddno n bodt v obecné poloze. Kuba by chtél postavit zavodni trat slozenou z n — 1
orientovanych usecek, jejichz krajnimi body je pravé téchto n bodt. Lenka mu zadala posloupnost
délky n — 2 slozenou ze znakia R, L, kde R znaci pravotocivou a L levotocivou zatacku. Dokaz,
ze Kuba dovede body propojit zavodni trati tak, aby pravotocivost ¢i levotocivost jejich zatacek
pfesné odpovidala posloupnosti, kterou Lenka zadala. (iKS, 9. ro¢nik, C5)

Uloha 3. Mé&jme n > 3 bodi v roving, pii¢emz zadné tii z nich nelezi na jedné piimce. Uvazujme
vnitini ahly vSech trojahelnikii s vrcholy v danych bodech a velikost nejmensiho takového thlu
oznac¢me @. Pro dané n najdi nejvétsi mozné . (MO 64 A-114)

Uloha 4. V roviné jsou dany tsecky, z nichz se z4dné dvé neprotinaji (ani v krajnich bodech).
Rekneme, e tisecka AB rozbiji tisec¢ku C'D, pokud prodlouzeni tisecky AB na polopiimku protina
CD ve vnitfnim bodé. Je mozné, aby kazda zadana usecka rozbijela pfi prodlouzeni na obé strany
néjakou jinou zadanou tsecku? (IGO 2018)

Uloha 5. Necht S je kone¢nd mnozina bodd v roviné. Pro kazdé tii rtizné body A, B,C € S,
které nejsou na jedné pfimce, lezi v S i stfed kruznice opsané ABC. Dokaz, ze vSechny body S lezi
na jedné pfimce.
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Uloha 6. V roviné je dano 2n bodt v obecné poloze, n > 1. Z nich je n obarveno modie a
n Cervené. P¥imka se nazyva vyrovnand, pokud prochazi jednim modrym a jednim ¢ervenym bodem
a pocet modrych bodi na jedné strané od ni je stejny jako pocet Cervenych bodu na této strané.
Dokaz, ze existuji alespont dvé vyrovnané pfimky. (USAMO 2005)

Uloha 7. Najdi vSechny kone¢né mnoziny S alespoii téi bodti v roviné takové, ze pro kazdé dva
ruzné body A a B z S je osa GseCky AB osou symetrie S. (IMO 1999)

Trocha formalit

Dosud jsme pracovali téméf vyhradné v roviné. Nyni uz se ale vzneseme i do vyssich dimenzi. Tam
uz si bude ale tézké véci predstavovat. Intuici budeme porad opirat o to, co si umime predstavit, tedy
o dvou nebo tfidimenzionalni prostor. Abychom ale porddné dokazali néco i ve vyssich dimenzich,
potfebujeme si zavést zptsob, jak s body pracovat. Jak tfeba pozname, ze néjaké body lezi na
pfimce nebo ze bod lezi uvnitf daného utvaru? Nez si na tyto otdzky odpovime, musime udélat
jesté trochu prace.

Ve zbytku tohoto dilu seridlu budeme sc¢itat hodné cisel, nékdy néc¢im vynasobenych. Zavedeme
si proto trochu znaceni. Soucet ¢isel a1, az, ..., an budeme znacit )" ; a;. Toto znac¢eni mizeme
nam miize hodit brat ¢ ne od 1 do n, ale z néjaké mnoziny M. To budeme znadcit Zie]b[ ai. Kdyby
se nam stalo, ze M je prazdna mnozina, definujeme tento soucet jako 0.

Narazime na otazku, jak pracovat s body v mnoha dimenzich. Odpovéd je jednoduchd, zavedeme
si souradnicovy systém a misto bodti budeme pracovat s takzvanymi vektory. Vektor a bod pro nas
vlastné budou reprezentovat uplné ten stejny objekt, v kontextu naseho seridlu tedy miuzeme tyto
pojmy skoro libovolné zaménovat.

Definice. Vektorem v € R? rozumime usporadanou d-tici &isel
(’1)1,1)2, e ,’l)d)~

Na vektorech neni nic slozitého a miZeme s nimi pracovat velmi jednoduse. Muzeme je spolu
séitat (a od¢itat) nebo je nasobit (a délit) redlnym ¢islem. Vektory mezi sebou ovSem nemuzeme
nésobit?!.

Definice. Pro vektory u,v € R% definujeme jejich soucet
u+v=(ur +vi,u2 +v2,...,uq +vq) -
Definice. Pro vektor v € R a realné &islo ¢ € R definujeme jejich soucin
cv = (cv1,cve, ..., cug).

Vektor odpovidajici bodu = muzeme interpretovat jako Sipku, kterd ukazuje z pocatku do x.
Je to vlastné posunuti, které zobrazi pocatek na x. S¢itani dvou vektori potom odpovida slozeni
téchto dvou posunuti — nakresleni Sipek za sebe. Nasobeni redlnym c¢islem je potom prodluzovani
a zkracovani této Sipky (nasobeni zadpornym ¢islem odpovida Sipce ukazujici opa¢nym smérem).

IDobfe, tohle neni tiplné pravda — mozna uz jsi nékdy potkal(a) skalarni nebo vektorovy souéin.
My se jimi ale zabyvat nebudeme.
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Kombinace

Ted si jesté definujeme tfi velmi podobné pojmy. Ze zacatku to mozna bude trochu matouci, ale
niceho se nelekej, vSechny maji jednoduchou geometrickou interpretaci a brzo by mélo byt jasné,

pro¢ potfebujeme vSechny.

Definice. Necht z1,...,z; € R? jsou body a A1,..., )\, € R jsou realna &isla, potom bod
k
>
i=1
nazveme linedrni kombinact bodu z1, ..., Tk.
2x 4y
N
Y N
. \
—
_ L g
o
N
N
Ng|— — Yy

Definice. Jestlize v linedrni kombinaci navic plati

k
A =1,
i=1
budeme ji fikat afinni kombinace.
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Definice. Jestlize v afinni kombinaci navic plati A; > 0 pro vSechna \;, budeme ji fikat konvexni
kombinace.

o

Mame tedy tfi rizné moznosti, jak kombinovat body, pricemz se lisi mnozstvim pozadavki,
které na tuto kombinaci klademe. Dobry zpusob, jak se divat na afinni a konvexni kombinace, je
vazeni bodu. U afinnich kombinaci to muze byt trochu matouci, protoze vahy mohou byt i zadporné.
V pripadé konvexnich kombinaci je tato interpretace ale docela pfirozend — nejspis$ ses s ni uz

C T3

%(m + z2 + x3) o

Obaly

Diilezity pojem, ktery s kombinacemi bodu souvisi, jsou obaly.

Definice. Linearnim/afinnim/konvexnim obalern mnoziny X rozumime mnozinu vSech koneé-
nych? linearnich/afinnich /konvexnich kombinaci téchto bodi.

Konvexni obaly jsme uz potkali v prvni poloviné tohoto dilu, zatim ale neni moc jasné, ze tato
novéa definice odpovida nasi dfivéjsi intuici.

Pojdme se podivat na piiklady obalti ve dvou dimenzich. Zaénéme jednoduse, jenom s jedno-
prvkovou mnozinou X = {z1}. U afinniho a konvexniho obalu nemame co vymyslet, musime zvolit
tam muze byt A1 libovolné. Kdyz se na bod z; podivame jako na Sipku z poc¢atku, muzeme dostat
libovolny nasobek této Sipky. To je prece primka prochazejici pocatkem a x1. Nojo, ale co kdyby
bod z1 lezel v pocatku? Potom bude linearni obal jenom pocatek, tedy zase X.

Co kdyz bude X dvouprvkova? Necht tedy X = {x1,z2}. Nejprve se podivdme na afinni obal X.
Vime, Ze pro afinni kombinaci Ajx1 + A\ax2 plati A1 + A2 = 1, mizeme ji tedy upravit nasledujicim
zpusobem:

Az1 + deze = 21 — (1 — A1)z + Aexe = 21 + A2 (z2 — x1).

Rozdil 2 —x1 mUzeme interpretovat jako vektor, tedy jako posunuti zobrazujici 1 na z2. Libovolny
nasobek tohoto vektoru pricitame k z1, tedy dostavame primku. Konvexni obal je omezen tim, ze
A2 > 0, ¢imz vyfadime body mimo polopfimku zjz2, a A1 > 0, ¢imz zase vyfadime body mimo

2Timto jenom chceme zdiraznit, Ze séitime jenom koneény pocet bodi.
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polopfimku x2x1. Zbyde nam proto jen tsecka zjzs véetné krajnich boda. S linedrnim obalem
je to uz zase slozitgjsi. Kdyz pfimka spojujici 1 a xo prochazi pocatkem, tedy bodem (0,...,0),
dostaneme jenom tuto pfimku, v opa¢ném pripadé bude linedrnim obalem celé rovina.

1 1 1

v
v
v

x9 ) T2

Lineéarni obal Afinni obal Konvexni obal

Na linearnim obalu je nepfijemné, Ze zavisi na tom, kde je pocatek. Potiz je v tom, ze obvykle
mame néjakou mnozinu bodu bez pocéatku a chtéli bychom, aby bylo jedno, kde si ho zvolime.

na volbé pocatku nezavisi, jak naznacuji nasledujici cviceni.

Cviéeni 3. Rozmysli si, ze linedrni obal mnoziny X je stejny jako afinni obal X U {O}, kde O
znaci pocatek soustavy soufadnic.

Cviceni 4. Rozmysli si, ze pokud pocatek lezi v X, pak afinni a linearni obal X splynou.

Uz pii zkoumani dvouprvkové mnoziny se trochu ukazalo, Ze podminka A1 + -+ + Ay, = 1 nam
umoznuje pricist a po kouskach odecist libovolny bod z:

n n
Z Aix; = x + Z)\Z(Iz - 1‘)
=1 =1

Kdyz za = zvolime jeden z bodu z;, vynuluje se ndm vektor x; — x. Stejné jako v predchazejicich
cvicenich se tedy zbavime podminky pro afinni kombinaci a zbyde nam misto afinni jen ,linedrni
kombinace, pokud je pocatek v z“. Podminka pfidana navic v konvexni kombinaci kontroluje,
abychom ,nevylezli moc daleko“.

Zavislosti

Posledni pojem, ktery potfebujeme, je zavislost bod.

Definice. Mnozinu bodi X nazveme linedrné/afinné/konvexné zdvislou, jestlize existuje néjaky
bod z X, ktery lezi v linearnim/afinnim/konvexnim obalu zbylych bodi. V opa¢ném piipadé ji
nazveme linedrné/afinné/konvexné nezdvislou.

Pokud jsi uz nékdy potkal(a) jinou definici linedrni zavislosti, miizes si jako cvic¢eni rozmyslet,
ze je ekvivalentni :-).

Cviceni 5. Dokaz, ze jestlize je mnozina bodu konvexné zavisla, je i afinné zavisla.
Cviceni 6. Dokaz, ze jestlize je mnozina bodu afinné zavisla, je i linearné zavisla.
Zminme si jedno tvrzeni z linedrni algebry, které tady nebudeme formalné dokazovat. Ne, ze by
to bylo tézké, ale moc se to do serialu nehodi.
Tvrzeni. Libovolnych d + 1 vektorti z R? je linedrné zavislych.

Ze Cviceni 3 potom plyne, Ze libovolnych d + 2 vektortl z R? je afinné zavislych.
8



Cviceni 7. Plati néco podobného i pro konvexni zavislost?

Cviceni 8. Které z nasledujicich mnozin bodu v roviné jsou linedrné/afinné/konvexné zavislé?

Konvexni mnoZiny

V minulém dile jsme pracovali s konvexnimi mnohothelniky a pred chvili jsi vidél(a) konvexni obaly.
Definice konvexni mnoziny vSechny tyto pfipady zastieSuje. Je to vlastné jen formélni zpusob, jak
fict, ze néjakd mnozina v sobé nema ,,diry“ nebo ,vykousnuti®.

Definice. Necht X je podmnozina R?. Rekneme, 7e X je konvezni, pokud pro kazdé dva body z
ayz X lezii celd tsecka zy v X.

Pozor na to, Ze konvexni mnoziny muzou vypadat divoceji, nez bys mozna na prvni pohled
éekal(a). V jedné dimenzi je to jesté jednoduché, tam jsou konvexni prévé intervaly, mohou byt
oteviené, uzaviené, nebo polouzaviené. To konkrétné zahrnuje i prazdny interval, jednobodové

vSechny konvexni mnoziny vyjmenovat jako v jednodimenzionalnim piipads. Uvedme si aspon
nékolik prikladi, které by Té nemusely napadnout: mnohothelnik bez okraje, thel mensi nez 180°
(proto se mu Fika konvexni), kruh bez bodu na hranici, polorovina bez okraje s bodem navic.

< \ e

Cviceni 9. Existuje konvexni mnozina bodu takova, ze kdyz z ni odebereme libovolny bod,
prestane byt konvexni?

Cviceni 10. Dokaz, ze prunik libovolného po¢tu konvexnich mnozin je konvexni.
Cvigeni 11. Rozhodni, zda existuje konvexni mnozina v R? takové, ze i jeji doplnék je konvexni.

Nyni si definujeme konvexni obal trochu jinak nez v predchozi kapitole a vzapéti si ukdzeme, ze
tyto definice jsou opravdu ekvivalentni.

Definice. Pro mnozinu X bodi z R¢ ozna¢me conv(X) prinik viech konvexnich mnozin, které
X obsahuji.



Ze Cviceni 10 plyne, ze conv(X) je konvexni mnozina.
Tvrzeni. Bod z lezi v konvexnim obalu mnoziny bodu X pravé tehdy, kdyz lezi v conv(X).

Dikaz. Rovnost dvou mnozin se obvykle dobfe dokazuje tak, ze postupné dokazeme dvé inkluze.
Kdyz je prvni mnozina podmnozinou druhé a druhé je podmnozina prvni, musi se mnoziny rovnat.

Indukci ukdZzeme, Ze vSechny konvexni kombinace bodi z1,z2,...,2n € X lezi v conv(X).
Pro n = 2 to plyne z definice konvexni mnoziny. Nyni zafixujme konvexni kombinaci n bodt z X a
ukézeme, ze lezi v conv(X). Necht tedy > ;| A\; = 1aX; > 0. Ozna¢me S = A1+Az2+- - +An—1 > 0.
Pokud S = 0, je tvrzeni trividlni. Jinak plati

n n—1 \s
ZAixi = AnTp + S5+ Z = “ T
i=1 i=1 s

Plati le + % + -+ A"T* = % = 1, zaroven )‘—S’ > 0, tedy Z?;f % - z; je konvexni kombinace
n—1 bodl z X, a tudiz z indukéniho predpokladu lezi v conv(X). Také A, +S =1, A\, >0, S >0,
tedy Y7 | Aix; lezi na Gsecce mezi dvéma body z conv(X). Protoze conv(X) je konvexni mnozina,
lezi i tento bod v conv(X).

Nyni musime je§té ukazat, Ze vSechny body z conv(X) lezi v konvexnim obalu mnoziny X. Necht
A je konvexni obal X. Mnozina A obsahuje X a je konvexni. Z definice je tedy conv(X) obsazen

v A, jak chceme. O

Vidime tedy, Ze definice jsou ekvivalentni. MiZzeme proto znacit konvexni obal conv(X). V né-
sledujici vété si ukazeme, kolik bodu sta¢i na vyjadieni jednoho jako konvexni kombinace.

Véta. (Carathéodory) At X je mnozina bodt z R%. Potom kazdy bod z conv(X) Ize vyjadiit jako
konvexni kombinace nejvyse d + 1 bodu z X.

Dikaz. Vezméme libovolny bod z € conv(X) a ukazme, Ze pro néj tvrzeni plati. Uz vime, Ze x lze
vyjadrit jako konvexni kombinace néjakych bodu z X, oznac¢me ji

e=3 A ()
i=1

Pokud n < d + 1, vyhréli jsme. Pokud n > d + 1, zkusime najit konvexni kombinaci s méné body.
Vyuzijeme toho, ze bodu je aspon d + 2, takze musi byt afinné zavislé. Jeden z nich tedy umime
vyjadfit jako afinni kombinaci ostatnich, necht je to BUNO x,. Oznaéme tuto kombinaci

n—1
Tn = Z i,
i=1
pro jednoduchost déile ozna¢me p, = —1, ¢imz dostaneme
n
0= Z HiTi 2)
i=1

V&imni si, ze )1 ; p; = 0. BUNO miizeme ptedpokladat, ze jsou vSechna ju; nenulova. Ted budeme
chtit rovnice (1) a (2) secist tak, aby se nam vynuloval néjaky koeficient. Zkusme tedy k rovnici
10



(1) pfi¢ist rovnici (2) pfendsobenou o, kde a musime néjak Sikovné zvolit. Chceme pfi tom ziskat
novou konvexni kombinaci, takze vSechny koeficienty vysledku by mély byt nezaporné. Ukaze se,

ze spravnou volbou je
. Ai
a=min (—— | .
i <O i
J

Jinymi slovy a = —%, kde j zvolime tak, aby « byla kladna a zaroven co nejmensi. Sectenim
J

danych rovnic nyni ziskdme

n n
THa-0= Nwi+ay i,

i=1 i=1

n

T = Z(Al + apg)x;.

i=1
Na indexu j dostavame
A
Aj+auj:Aj—J.uj:O.
Hj

Zaroven jsou vSechny koeficienty nezaporné, protoze pro kladné p; plati
Ai +ap; > X >0

a pro zaporné u; plati
Aj Ai
Nitapi =i — L >N = = = 0.
Bj i
Zaroven ovsem
n n n
Z(}\i-i-aui) :ZA’.J’_O‘ZI” =14+a-0=1.
i=1 i=1 i=1
Méme novou konvexni kombinaci, kterd obsahuje o jedna méné bodu (ten s nulovym koeficientem
muzeme zahodit), takZe jsme hotovi. O

Pro lepsi néhled si rozmyslime, co Carathéodoryho véta fikd pro mensi dimenze. Konkrétné na
piimce a v roviné (pro d = 1 a d = 2) se mize zd4t, Ze je tvrzeni skoro trividlni. Pozor ale na to,
ze mnozina X muze byt nekonecna, coz situaci znacné komplikuje.

Uloha 8. Mgéjme mnozinu bodtt X v prostoru, z nichz #adné étyfi nelezi v jedné roviné. Dokaz,
ze kdyz kazdych pét bodu z X tvori vrcholy konvexniho mnohosténu, tak i celd mnozina X tvori
vrcholy konvexniho mnohosténu.

Véta. (Radonovo lemma) Necht A je mnozina aspori d + 2 bodit v R%. Potom existuji jeji dvé
disjunktni podmnoziny A1 a Ag, jejichz konvexni obaly se protinaji.

. v

Za chvili si ukdzeme dukaz pro obecné d. Zkus si to ale nejdiiv rozmyslet v roviné.
Cviceni 12. Dokaz Radonovo lemma pro d = 2.

Cviceni 13. Mohli bychom pozadovat, ze A;, Az jsou neprazdné. Rozmysli si, pro¢ to neni
potfeba.

11



Diikaz. Necht je bodt pravé d + 2, kdyby kdyby jich bylo vic, jenom nam to pomiize. Stejné
jako v Carathéodoryho vété vyuzijeme toho, ze bodu je hodné, takze mezi nimi existuji néjaké

zavislosti. Vime, Ze jsou afinné zavislé, tedy existuji a1, ..., ag12, z nichz alespon jedno je nenulové,
a+2
imia;=0a
d+2

Z a;x; = 0.
i=1

Necht A; je mnozina téch 7 od 1 do d + 2, pro néz a; > 0, A2 jsou ostatni. Tvrdime, Ze toto uz
nam staéi. Ozna¢me 3; absolutni hodnotu «; pro ¢ € Az. Potom plati

Z ;T = z Biw;.

1€A] i€Ag

To je skoro to, co chceme, protoze na kazdé strané je linearni kombinace s nezapornymi koeficienty.
Jesté ale potifebujeme, aby soucet koeficientii byl 1. Protoze ale a; +- - - +ay, = 0, plati ZiEAl a; =
> ica, Bi- Oznagme tento soucet S. Potom

PR P

i€AL i€Ag

jsou uz opravdu konvexni kombinace. Protoze alespon jedno «; bylo nenulové, musi byt néjaké «;
kladné a né&jaké zaporné, aby se poscitaly na 0. Mnoziny A; a A2 jsou tedy neprazdné mnoziny a
dukaz je hotov. O

Véta. (Helly) Nechtn > d+1aCy, Ca, ..., Cy jsou konvexni mnoziny v R?. Predpokladejme, e
prunik kazdych d+ 1 téchto mnozin je neprazdny. Potom je prunik vSech téchto mnozin neprazdny.

Nez se pustime do dikazu, hodi se ziskat urcitou intuici za formulaci véty.
Cviceni 14. Rozmysli si, pro¢ musi platit n > d + 1.
Cviceni 15. Najdi nekonvexni mnoziny, pro néz Hellyho véta neplati.

A nyni huré na dukaz!

Dikaz. Vezmeme si pevné d a budeme postupovat indukci podle po¢tu mnozin. Pro n = d 4+ 1
je tvrzeni trividlni. Pfedpoklddejme nyni n = d + 2. Pokud vynechame néjakou mnozinu C;, maji
zbylé neprazdny pranik. Miizeme si proto z néj vzit néjaky bod a;, ozna¢me A = {a1,az,...,a4+2}-
Pro kazdé j pak plati, ze body A kromé a; lezi v Cj.

q.b {a2,a3,a4} C C1
\ 4



Protoze C; je konvexni, lezi i konvexni obal libovolné podmnoziny téchto bodi v C;. Pokud bychom
vzali libovolny bod z conv(A), nemusel by lezet v C;. Jakmile ale rozdélime A na dvé neprazdné
disjunktni podmnoziny A1 a Az a vezmeme bod x z conv(A1) N conv(Az), bude z lezet v C;. To
proto, ze a; muze lezet jen v jedné z mnozin A; a Az, takze konvexni obal té druhé bude podmno-
zinou Cj. Na tuto situaci ale madme piesné nachystané Radonovo lemma. Vyhovujici podmnoziny
A, které budou mit neprazdny prunik, tedy ur¢ité najdeme.

conv({ai,as}) Nconv({az,as}) # 0
z € conv({az,a4}) C C1

aq

al

Zbyva uz jen piipad, kdy n > d+ 2. Pfedpokladejme, Ze pro n — 1 jsme tvrzeni jiz dokéazali. Jiz
vime, ze kazdych d+2 zadanych mnozin ma neprazdny prunik. Pokud tedy dvé mnoziny nahradime
jejich prinikem, bude stale platit, ze kazdych d + 1 mnozin ma neprazdny prunik. Zaroven mame
0 jednu mnozinu méné, takze mizeme pouzit indukéni pfedpoklad a prunik vSech téchto n — 1
mnozin je neprazdny. Je to ovSem i prunik pivodnich n mnozin, ¢imz je indukce hotova. O

Uloha 9. Rekneme, Ze kone¢nd mnozina bodi v roviné je pospolitd, pokud pro kazdé tii jeji
body existuje jednotkovy kruh, ktery tyto body obsahuje. Dokaz, ze kazdou pospolitou mnozinu
1ze pokryt jednotkovym kruhem. (PraSe 40-4j-4b)

Mohlo by Té€ napadnout, ze kdyz Hellyho véta plati pro hodné mnozin, kterych je ale konec¢né,
mohla by platit i pro nekone¢né mnozin. Skuteéné nekoneéné verze Hellyho véty existuje, avsak je
potfeba pfidat par dalsich omezeni.

Véta. (Nekoneény Helly) Hellyho véta plati i pro nekone¢né mnoho mnozin, jestlize jsou vsechny
navic uzaviené a omezené.

Na dikaz nekoneéné Hellyho véty bychom potiebovali zavést docela dost dalsi teorie3. Véta
zminuje uzaviené mnoziny, coz v podstaté znamend ,mnoziny s okrajem“. Omezené zase znamena,
ze se neroztahuji do nekoneéna (muizeme je zaviit do krabice). Jednoduchym piikladem takovych
mnozin v d dimenzich jsou t¥eba konvexni mnohostény?.

Nasledujici cvic¢eni ukazuji, pro¢ je omezenost a uzavienost mnozin potieba. Protipriklad totiz
muzeme najit uz v jednom rozméru.

Cviceni 16. Najdi mnozinu intervalii, které jsou uzaviené a kazdé dva maji neprazdny prunik,
ale vSechny neprazdny prinik nemaji.

Cviceni 17. Najdi mnozinu intervald, které jsou omezené a kazdé dva maji neprazdny prunik,
ale vSechny neprazdny prinik nemaji.

Uloha 10. Lenka nakreslila na papir kiivku a vsimla si, ze vzdalenost libovolnych dvou jejich
bodu je nejvyse 1. Dokaz, ze Lenka miize namalovat ¢tverec o strané 1, ktery zakryje celou kfivku.

3Dtikaz vyuziva véty o kompaktnosti, ktera ndm (za uréitych podminek) dovoluje Fict ,plati to
pro vSechny kone¢né mnoziny, tak to bude platit i pro vSechny nekonec¢né“.

4Konvexni mnohostén ve vice dimenzich miizeme definovat naptiklad jako konvexni obal kone¢né
mnoziny bodu.
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Zavér

Douféme, ze sis vylet do svéta konvexnich mnozin s nami uzil(a). V pfistim dile vyuzijeme nabytych
poznatkdl a zobecnime pojem medianu® do vice dimenzi.
Tésime se na pristi setkani. Majda a Pepa

Navody ke cvicenim

To zvladnes.

Zvol body jako vrcholy pravidelného mnohothelnika.

Co se stane, kdyz né¢im vynasobis nulovy vektor (tj. vektor samych nul)?

Pouzij predchozi cviceni.

© Rh®DdHE

Ano, existuje.
12. Jsou jen dva pripady.
16. Musi byt neomezené. Intervaly tvaru [k, c0) jsou uzaviené.

17. Musi byt oteviené. Vezmi néjaky bod, ktery je krajnim bodem vsSech téchto intervali.

Navody k Glohdm

Uvaz néjaké dva po sobé jdouci body na konvexnim obalu.

Umi$ vyrobit alesponi jednu zatacku na spravnou stranu? O ¢em je tato kapitola?
Neni. Preloz rozbijeni do fec¢i konvexnich obalt.

Kdy je stfed kruznice opsané mimo trojuhelnik? Jaky je u néj thel?

Zacni na konvexnim obalu a zamete;j.

Funguji jen pravidelné n-tihelniky.

Piimocara aplikace Caratheodoryho véty, postupuj sporem.

© XIS H RN

Podivej se na kruhy o poloméru 1 se stfedem v zadanych bodech.

10. Pro tfi ¢tverce s rovnobéznymi stranami plati, ze kdyz se kazdé dva z nich protinaji, protinaji
se i vSechny tfi.

Reseni cvi¢eni

1. Nejméné t¥i, nejvice n.

2. Body umistime do vrcholu pravidelného 4027uhelniku. Barvy se budou pravidelné stfidat kromé
dvou modrych bodti, co budou vedle sebe. Na obvodu tohoto mnohothelnika je nyni 4026 dvou-
barevnych tsecek. Aby byly body spravné oddélené, musi byt kazdd z téchto usefek pferusena

primkou. Kazda pfimka ale mtze pferusit maximalné 2 tsecky, takze potfebujeme aspon 2013 pfi-
mek.

5Mediéan je prostfedni prvek.
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3. Mg&jme linedrni kombinaci 31" ; A;x; bodti z X. Pri¢tenim (1—(A1+- - -+An))-nasobku po&atku
se souCet nezméni, avSak rdzem se z kombinace stane afinni.

4. Kdyz O € X, plati X = X U {0}, tedy sta¢i pouzit pfedchozi cviéeni.

5. Kazda konvexni kombinace je také afinni kombinaci, tedy umime-li jeden bod vyjadfit jako
konvexni kombinaci ostatnich, umime ho vyjadfit i jako afinni kombinaci ostatnich.

6. Kazda afinni kombinace je také linedrni kombinaci, tedy umime-li jeden bod vyjadrit jako
afinni kombinaci ostatnich, umime ho vyjadrit i jako lineadrni kombinaci ostatnich.

7. Ne. Napriklad pro libovolné n jsou vrcholy pravidelného n-tthelniku konvexné nezavislé.

8. Ocislujme mnoziny zleva doprava, seshora doli od 1 do 6. Konvexné zavislé jsou mnoziny 3
a 6. Afinné zavisla je navic i mnozina 2, protoze to jsou ¢tyfi mnoziny v roviné. Linearné zavislé
jsou i vSechny tfi zbylé mnoziny. Mnozina 1 proto, ze jsou to tfi body v roviné. Mnozina 5 proto,
ze to jsou dva body na primce s pocatkem. Mnozina 4 proto, ze soucet pres prazdnou mnozinu je
nulovy vektor, tedy samotny pocatek je linearné zavisly. Diky podminkam na soucet koeficienti uz
ale neni ani afinné, ani konvexné zavisly.

9. Tfeba primka.

10. At I mnozina, kterou budeme indexovat dané konvexni mnoziny (miizou to byt t¥eba i redlna
¢isla). Chceme ukézat, Ze priunik konvexnich mnozin Cjy, i € I, je neprazdny. Pokud body z a y lezi
v tomto pruniku, lezi speciadlné v C; pro néjaké ¢ € I. Protoze C; je konvexni, lezi v C; i usecka
zy. To plati pro vSechna ¢ € I, tedy tato tsecka lezi v priniku. To pfesné znamena, ze prunik je
konvexni.

11. Vyhovuje napiiklad prazdna mnozina.

12. Z kombinatorického hlediska maji ¢tyfi body v roviné jen dvé mozné konfigurace:

13. Konvexni obal prazdné mnoziny je zase prazdnd mnozina, takze kdyby jedna z mnozin Aj,
Asg byla prazdné, konvexni obaly by se rozhodné neprotinaly.

14. Pro mensi n nemame ani d+ 1 mnozin, tedy podminka nic nefikd a mnoziny mohou byt klidné
disjunktni.
15. Funguji tfeba ¢tyfi mnoziny ve tvaru pismene , L“, kazda jinak otocena.

16. Vyhovuje mnozina {[n,o0) | n € N}.
17. Vyhovuje mnozina {(0, %) | n € N}.
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Reseni dloh

1. Uvazme dva po sobé jdouci body na konvexnim obalu, ozna¢me je A a B. Ze zbylych bodu
nyni vyberme bod X takovy, Ze velikost thlu AX B je minimalni. Kruznice opsand AX B nyni
obsahuje vSechny ostatni body uvnitf nebo na hranici. VSechny ostatni body totiz lezi v jedné
poloroviné, a navic vidi tise¢ku AB pod vétsim tthlem. Ted se ndm hodi trocha znalosti z klasické
geometrie, konkrétné nasledujici tvrzeni (plynouci z véty o obvodovém thlu). Jestlize body X a Y
lezi ve stejné poloroviné vuéi Gseéce AB, potom je |[<<TAXB| < |<AY B| ekvivalentni tomu, ze Y
lezi uvnitf kruznice opsané AX B. Tim je tvrzeni dokazano.

X, X,
N
2
AN 7
A B A B

2. Ulohu vyfesime indukci podle poétu tisedek na trati. Dokonce budeme dokazovat trochu silnéjsi
tvrzeni — ukazeme, Ze trat muze zacit kdekoli na konvexnim obalu. Pro jednu tsecku na trati nejsou
zatacky, takze tvrzeni urcité plati. Nyni pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n — 1 a dokazme jej
pro n. Volbou prvni tsecky zafidime, aby prvni zatacka byla spravneé levotoc¢iva ¢i pravotociva a aby
se tato usecka neprotnula s zadnou pozdéji postavenou. Zacneme v kterémkoli vrcholu konvexniho
obalu danych bodi. Usedku povedeme do nékterého ze dvou sousednich vrcholtl na obalu. Tim
zajistime, Ze v dalsim kroku budeme zacinat opét na konvexnim obalu bodu, které jesté nebyly
v zavodni trati. Také tim zajistime, aby se tato tsecka s zaddnou dalsi neprotnula. Volbou sméru této
tsecky jednoznacné urcime, jestli dalsi zatacka bude pravotociva, nebo levotociva — kdyz usecku
udélame po sméru hodinovych rucicek, dalsi zatacka bude pravotociva, kdyz proti sméru, bude
zatacka levotociva. Stac¢i nam tedy spravné zvolit smér prvni tsecky a zbytek plati z indukce.

3. Dokazeme, ze odpovéd je %. Vezméme dva sousedni body na konvexnim obalu A a Xj.

Ostatni body ozna¢ime Xo, ..., X;,_1, aby v konvexnim thlu X; AX; 1 nebyly zadné dalsi (otac¢ime
pfimkou v bodé A, body oznacujeme v pofadi, v némz je potkame). VSechny body lezi v jedné
poloroving od AX;. Tudiz vime |[<X1AXp—1] = [<X1AX2|+ - + |[<Xpn—2AXn_1| > (n—2) ¢
a také 180° — |<X1AXp_1]| = |[<X1 Xn-1A4| + |<Xn-1X14| > 2 ¢. Dohromady dostavame

180° = ‘<IX1AXn_1| + 180° — |<IX1AXn_1‘ >n-p,

z ¢ehoz mame horni odhad. Jako konstrukce postaci pravidelny n-thelnik.

4. Pro spor uvazme konvexni obal koncovych bodu zadanych usecek, vezmeme jeden z koncovych
bod, ktery na ném lezi, a oznac¢ime ho A. At AB je zadana tsecka. Kdyby polopfimka B A rozbijela
usecku CD, lezel by bod A uvniti konvexniho obalu BC'D. To je spor s tim, ze leZel na konvexnim
obalu vsech bodu.

5. Pro spor necht existuji t¥i body S, které nelezi na pfimce. Potom mutizeme uvazit konvexni obal
S a vzit na ném dva sousedni body A a B. Také existuje néjaky dalsi bod C; € S, ktery s A a B
nelezi na pfimce. Nyni rekurzivné definujeme Cp 41 € S jako stfed kruznice opsané ABC),. Vime,
ze |[<ACp41B| = 2 - |[<AC, B|. Pro né&jaké k tedy bude platit |[<ACyB| > 90°, takze Cjy1 bude
lezet v opaéné poloroviné od AB nez C}. To je ale spor s tim, ze A a B jsou sousedni body na
konvexnim obalu.
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6. Pokud jsou na konvexnim obalu body obou barev, existuji na ném alesponi dvé mista, kde po
sobé nésleduje modry a Cerveny bod. Potom nam staci vzit pfimku skrze tyto dva body, protoze na
jedné strané bude mit 0 modrych a 0 ¢ervenych bodi, na druhé n—1 modrych a n—1 éervenych. Dale
necht jsou na konvexnim obalu jen body jedné barvy, tfeba modré. Potom si mtizeme vybrat jeden
z nich a otacet v ném ptrimkou. Stejné jako v ptikladu o parovani éernych a bilych boda ukizeme,
ze lze najit vyrovnanou pfimku. Zacneme-li s jinym bodem na konvexnim obalu, dostaneme urcité
jinou vyrovnanou pfimku, takze opét mame alespon dvé.

7. Body na konvexnim obalu S oznaéime postupné A, Ag, ..., Ag. Potom A; musi leZzet na ose
A;_1A;41, jinak by jeho obraz nebyl v konvexnim obalu S. Tedy vSechny strany A1 As... Ay jsou
stejné dlouhé. Také A; musi byt obraz A;1 podle osy A;_1A;+2, takze vSechny thly k-uhelniku
jsou stejné velké. Tim padem AjAs ... Ax musi byt pravidelny k-tthelnik.

Nyni oznac¢ime O stfed Aj Az ... A. Body z konvexniho obalu se musi zobrazit opét na konvexni
obal, takze kazd4a osa symetrie S musi byt i osou symetrie A1 As ... Ag. Pro kazdy bod X € S musi
tudiz O lezet na ose X Ay i X Ag, takze X lezi na kruznici opsané Aj As ... Ay. Tedy uz je to nutné
jeden z bodu A;.

8. Pro spor necht celd mnozina X netvoii vrcholy konvexniho mnohosténu. To znamena, Ze néjaky
jeji bod je v konvexnim obalu ostatnich. Podle Carathéodoryho véty jej miZeme vyjadrit jako
konvexni kombinaci nejvyse ¢tyr dalsich bodi. Tim jsme ale dostali bod uvnitf konvexniho obalu
CtyT jinych, takze téchto pét bodi dohromady nemuze tvorit konvexni mnohostén.

9. Podivame se na kruhy o poloméru 1 se stifedem v zadanych bodech, kruh se stfedem x oznac¢ime
Cy. Podminka, ze kazdé tii body lze pokryt jednotkovym kruhem, vlastné fikd, ze pro kazdé tri
body a, b, ¢c se Cq, Cp a C. protinaji v alesponn jednom bodé. Kruh je konvexni mnozina, takze
muzeme pouzit Hellyho vétu. Z toho dostaneme, Ze se vSechny kruhy protinaji v alespon jednom
bodé, ktery vezmeme za stfed jednotkového kruhu, ktery bude pokryvat vSechny body.

10. Pro kazdy bod z Lenéiny kfivky uvazme étverec o strané 1 se stfedem v x, jehoZ strany jsou
rovnobézné se souradnicovymi osami. Podle podminky na vzdalenosti se kazdé dva ¢tverce musi
protinat. To zatim na pouziti nekonec¢né Hellyho véty nestaci. Jednoduchym rozborem pripadu ale
mizeme dokézat, Ze se musi protinat i kazdé tii. Ctverce jsou uzaviené a omezené, takze mizeme
aplikovat nekonec¢nou Hellyho vétu. VSechny c¢tverce maji spole¢ny bod, sta¢i ndam tedy uvazit
Ctverec o strané jedna se stfedem v tomto bodé a jsme hotovi.
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Kombinatoricka geometrie 111 — Mnoho
pruseciki

Mily priteli,
ve tfetim dile nasi cesty kombinatorickou geometrii se ze zacatku jesté vratime ke konvexnim
mnozindm a ukazeme si piiklad vyuziti Hellyho véty. Potom uz se budeme vénovat prusecikim
z ndzvu tohoto dilu. Definujeme si grafy a budeme zkoumat, jak se jejich hrany (ne)protinaji, kdyz
si je nakreslime do roviny. Pokud nevi§, co to takovy graf je, niceho se neboj, vSe si vysvétlime.
Zamyslime se nad tim, jak se nékteré jevy chovaji, kdyz mame objektt mnoho. Naptiklad je jasné,
ze kdyz v roviné vyznaéime dva body a dvé pfimky, existuji nejvyse tii dvojice (B,p), kde B je
bod a p primka takova, ze na ni B lezi. Jak to ale dopadne, kdyz budeme mit tisic pfimek a tisic
bodi? Nebo milion pfimek a milion bodt? To se dozvi$ na samém konci serialu.
Piejeme prijemné cteni a mnoho zdaru pii feseni soutéznich uloh.
Pepa a Majda

Stredobody

Mozné uz jsi nékdy slySel(a) pojem medidn, tfeba v kontextu statistiky. Naptiklad se typicky uvadi
medidn mezd misto jejich praméru. Median obvykle znamend prostifedni hodnota z nékolika ¢isel.
Nase definice se mozna bude trochu lisit od té, na kterou jsi zvykly (zvykld), ale uvidis, Ze to neni
moc velky rozdil.

Definice. Necht X je kone¢na mnozina realnych ¢isel. O realném cisle m fekneme, Ze je medidn
mnoziny X, jestlize je aspon polovina ¢isel v X vétsi nebo rovna m a aspon polovina ¢isel v X je
mensi nebo rovna m.

Vsimni si, Ze medidn mnoziny X nemusi nutné byt prvkem X. Medidnem mnoziny {—22.7, 7, 42}
je m. Naopak medidn mnoziny {1,2,3,4} neni jednoznacné urcen, medidnem je libovolné &islo
z uzavieného intervalu (2,3), tedy tieba 2, v/5 nebo e. Tohle je rozdil oproti obvyklejsi definici
medidnu, kdy by pfi sudé velikosti mnoziny byl medidnem primér prostfednich dvou é&isel (pro
mnozinu {1,2, 3,4} by tedy median byl pouze 2.5). Cisla jsou vlastné body na realné ose. My se
budeme ale zabyvat body i ve vice rozmérech nez jen v jednom. TudiZ se nam vic hodi definice
vySe, protoze se bude dobfte zobeciniovat do vice dimenzi.

Definice. Nechf X je koneénad mnozina bodét v R%. Bod m € R? je a-stredobod! mnoziny X,
jestlize kazdy uzavieny poloprostor obsahujici m obsahuje aspont a|X| bodii? z X.

Tady narazime na problém, Ze jsme si vlastné nedefinovali uzavieny poloprostor. V R! tim mys-
lime polopfimku véetné hrani¢niho bodu, v R? je uzavieny poloprostor polorovina véetné hraniéni

INé4zev stredobod jsme si vymysleli a neni standardni, anglicky se mu ¥ika centerpoint.
2Symbol |X| oznaduje podet prvki (v tomto ptipadé bodl) mnoziny X.
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piimky, v R3 je to rovina a vechno v jednom sméru od ni atd. Asi si dokazes predstavit, jak polo-
prostory funguji ve vyssich dimenzich. Nam bude stacit s poloprostory pracovat intuitivné, kdyby
Té ale i tak zajimalo, jak je definovat poradné, uvadime nasledujici definici.

Definice. Pro libovolny nenulovy vektor a = (a1,...,aq) € R9 a realné &islo b tvori mnozina
bodt z = (z1,...,x4) splitujicich

d
Z a;x; >b
i=1

uzavreny poloprostor.

Kdybychom chtéli otevieny poloprostor (bez hranice), sta¢i nerovnost v definici zménit na os-
trou. Ted uZ ale na formality spojené s poloprostory zapomerime a pojdme se zamyslet nad tim,
co vlastné stfedobod znamena.

Cvic¢eni 1. Rozmyslisi,ze prod=1aa = % definice stfedobodu splyva s medidnem.

Aby a-stfedobod existoval, koeficient o mize byt nejvyse 1. I kdyz bude koeficient nejvyse
jedna, poradd nemusi a-stfedobod existovat.

Cviceni 2. Jak vypadaji mnoziny bodt, pro které existuje 1-stfedobod?
Naopak pro malé a je sttedobodi mnoho.
Cviceni 3. Jak vypada mnozina 0-stfedobodt?

Cviceni 4. Necht X je kone¢néa neprazdnd mnozina bodti v roviné. Jak vypadd mnozina jejich
rx7-stredobodi?

Nabizi se nam prirozena otazka, a to pro jaké nejvétsi a jesté bude a-stfedobod existovat. To
samozfejmé zavisi na tom, jak vypada mnozina X. Mozna by proto bylo lepsi se zeptat, pro jaké
nejvétsi a existuje a-sttedobod pro libovolnou mnozinu X, mame-li pevné danou dimenzi prostoru,
v némz se X nachazi. Ukazuje se, Ze tato hodnota je nepfimo imérna dimenzi prostoru, ve kterém
se pohybujeme.

Tvrzeni. Pro libovolnou koneénou mnozinu X bodi z R¢ existuje jeji -stfedobod.

1
d+1

Pro jednoduchost se domluvme, ze kdyz budeme dale v textu psat stfedobod, myslime tim
ﬁ—stfedobod. Nez si toto tvrzeni dokdzeme, ukazme si nejdiiv ekvivalentni definici a-stfedobodu.
Lemma. Bod m je a-stfedobod mnoziny X pravé tehdy, kdyz kazdy otevieny poloprostor obsa-
hujici vice nez (1 — a)|X| bodu z X zarovenl obsahuje i m.

Diikaz. Dokézeme postupné obé implikace. Necht m je a-stfedobod. Kdyby existoval otevieny
poloprostor 7/ obsahujici vice nez (1 — a)|X| bodd z X a neobsahujici m, mizeme uvazit jeho
doplnék. Tento doplnék v = R \ 4/ je uzavieny poloprostor, ktery obsahuje m a méné nez o|X]|
bodu z X. Potom by ale m nemohl byt a-stfedobod.

Nyni predpoklddejme, Ze kazdy otevieny poloprostor obsahujici vice nez (1 — «)|X| bodi z X
zaroven obsahuje i m. Ted uvéazime libovolny uzavieny poloprostor v obsahujici m. Jeho doplnék
je otevieny poloprostor 7/ neobsahujici m, takze muize obsahovat nejvyse (1 — )| X| bodi z X. To
znamend, ze na$§ ptivodni poloprostor v obsahoval asponi a|X| bodt z X. Tim jsme ukdzali, ze m
je a-stfedobod.



O
Ted uz miizeme dokazat tvrzeni o existenci stfedobodu.

Diikaz. Necht X je libovolna koneéna mnozina v R%. Uvazme viechny oteviené poloprostory, které
obsahuji vice nez #‘ll\X| bodu z X. Kdyby se ndm podarilo ukazat, ze maji neprazdny prunik,
mame vyhrano, protoze vSechny body uvnitf tohoto priniku by podle pfedchoziho lemmatu byly
stfedobody.

K dikazu, ze se néjaké mnoziny protinaji, by se ndm mohla hodit Hellyho véta, kterou jsme si do-
kézali v minulém dile. Jenze otevienych poloprostort je nekone¢né mnoho. A na pouziti nekone¢né
Hellyho véty bychom potfebovali, aby byly uzaviené a omezené, oteviené poloprostory bohuzel
nejsou ani jedno z toho. Udélame proto trik, misto otevieného poloprostoru v uvazime konvexni
obal vsech bodl z X, které lezi v ~, tedy conv(y N X). Tento konvexni obal uz je uréité uzavteny i
omezeny. Kdyz dokadzeme, Ze se protinaji tyto konvexni obaly, urcité se budou protinat i oteviené
poloprostory, protoze konvexni obaly lezi uvnit¥ téchto poloprostori neboli conv(y N X) C 7.

conv(y N X)

Ted uz ndm podle nekoneéné Hellyho véty staci dokazat, Ze se protind kazdych d + 1 vyse
popsanych konvexnich obaléi. Ozna¢me si konvexni obaly postupné conv(X1),...,conv(Xgy1), plati
| X5] > ﬁ | X|. Kdyz dokdzeme, ze mnoziny X; maji neprazdny prinik, ur¢ité budou mit neprazdny
prunik i jejich konvexni obaly. Ted uz si jen sta¢i vSimnout, ze v kazdé mnoziné chybi méné nez
ﬁ\X| bodd, takZe v praniku jich chybi méné nez (d + 1)#|X|. Zapséano formalné

d+1 d+1 d+1 da1
X;| > X — X\ X;| > | X| - —|X|=1X|—-——=|X|=0.
() Xi| 2 1X1 = 321X\ Xl > X1 = 32 g X1 = 1X] = S 1X]
=1 =1 =1
Tim je splnéna podminka nekonecné Hellyho véty a existence stfedobodu je dokazana. O

Vsimni si, ze pro d = 1 nam toto tvrzeni rikd, ze existuje median.

Cviceni 5. Rozmysli si, Ze koeficient # nejde zlepsit, tedy ze pro o > ﬁ nemusi a-stfedobod
existovat.
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Grafy

Ted se na chvili mirné odklonime od pfedchoziho tématu a budeme se bavit o teorii grafii. Nebude
se jednat o grafy funkci, ale pijde o kombinatorické objekty.

Definice. Graf G = (V,E) je uspofddand dvojice tvofend kone¢nou neprazdnou mnozinou
vrcholid V' a mnozinou hran E C (‘2/), kde prvky E jsou neusporadané dvojice vrchola.

Mmnozina vrcholtt miize obsahovat prakticky cokoliv — muzes si tfeba pfedstavit mnozinu lidi,
kde hrany vedou mezi témi, co se znaji. Nebo vrcholy miazou byt tfeba mésta a hrany letecké linky
mezi nimi.

Pro zacatek bychom si takovy graf radi nakreslili. Vrcholy by byly reprezentovany puntiky a
hrany by byly ¢ary mezi nimi. Predstavme si, ze se sesli Alice, Bara, Cyril a David. Béara se zné se
vSemi, a navic se jesté zna Alice s Cyrilem. Odpovidajici graf bychom mohli nakreslit tfeba jako
na obrazku. Vsechna tfi nakresleni reprezentuji ten stejny graf, prestoze vypadaji jinak.

si ale vS§imnout, Zze nékterd nakresleni jsou prehlednéjsi nez jina. Zejména to posledni je docela
zmatené, hlavné kvuli kfizeni hran. Neni proto prekvapivé, Ze budeme upfednostiiovat nakresleni,
kde se hrany nekfizi.

Pojdme si Fict, co je to nakresleni grafu. Pfedstavujeme si ho prosté jako obrazek, na kterém je
graf. Formalné je ale nakresleni néjaké zobrazeni z grafu do roviny. Vrcholy se zobrazi na kruhy,
které jsou navzajem disjunktni. Hrany se zobrazi na kiivky3, jejichz po¢ateéni a koncové body jsou
na hranicich kruht odpovidajicich vrcholim, které tato hrana spojuje. Zaroven by kfivka neméla
protinat sama sebe (jako je tomu na v pfipadé hrany AC na tfetim obrézku) ani kruhy odpovidajici
vrcholim kromé pocate¢niho a koncového bodu. Problémem této definice je, Ze nevime, co to je
kfivka. Ta navic muze byt docela slozitym objektem. Nam ale bude stacit s ni zachézet intuitivnim
zpusobem a formality pfenechat matematické analyze.

Pro nas budou zajimavé grafy, které lze nakreslit bez kfizeni hran.

Definice. Nakresleni grafu nazveme rovinné, jestlize se v ném nektizi hrany.
Definice. O grafu fekneme, ze je rovinng, jestlize ma rovinné nakresleni.

Nejsou nahodou vsechny grafy rovinné? Nejsou, dulezitymi protiptiklady jsou grafy nazyvané
K33 a Ks, které vidi§ na obrazku nize. Graf K5 ma pét vrchold, mezi kazdymi dvéma vrcholy
vede hrana. Graf K3 3 méa dvé ¢asti, v kazdé jsou tii vrcholy. Hrany vedou mezi vrcholy, které jsou
v raznych castech.

3Pod pojmem kiivka si prosté piedstav néco, co zvladne$ nakreslit jednim tahem, aniz bys
zvedl(a) tuzku z papiru.
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K33 Ks

s

Grafy jsme nakreslili hezky symetricky za cenu toho, Ze se jejich hrany protinaji na vicero
mistech. Neni t8zké najit nakresleni, kde bude priiseéikii hran méng. At se ale budes snazit sebevic,
aspon jeden tam zustane.

Cviceni 6. Najdi nakresleni K33 a K5, kde je jenom jeden prusecik.

K3,3 a K5 jsou nejmensi grafy, které nejsou rovinné. Kdyz z nich smazeme libovolnou hranu, uz
rovinné budou. Navic kazdy graf, ktery neni rovinny, musi v jistém smyslu* obsahovat K3 3 nebo
Ks.

Abychom se mohli o grafech dal bavit, zavedeme si nékolik pojmii.

Definice. Mgéjme graf G = (V, E). Necht v1, va, ..., vn+1 jsou néjaké jeho vrcholy a eq, ..., e
jsou jeho hrany takové, Ze e; = {v;, vi11}. Pokud v; # v; pro vechna 1 <4 < j < n+1, nazgvame
posloupnost viejvs ... vnenvp4+1 cestou. Pokud v; # vj pro véechna 1 <i < j < n a v = vpt1,
nazyvame vieivs . ..UnenUn+1 kruznict nebo cyklem.

Pokud fekneme, ze mezi vrcholy u a v vede cesta, myslime tim, Ze pfi znaceni z predchézejici
definice existuje cesta spliujici u = v1 a v = vp41.

Definice. Graf G je souvisly, pokud mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy vede cesta.

Definice. Podmnozinu vrcholtt V/ C V nazveme komponentou souvislosti, jestlize mezi kazdymi
dvéma jejimi vrcholy vede cesta a nelze do ni pfidat zadny vrchol, aniz by tato vlastnost byla
porusena.

Definice. Strom je souvisly graf, ktery nema zadné kruznice.

4Musi je obsahovat jako tzv. minor, coz fikd Kuratowského véta. Graf H je minor grafu G,
pokud umime H z G dostat néjakou posloupnosti nasledujicich tfi operaci: smazani vrcholu a
hran, které z ného vychéazeji; smazani hrany; smazani hrany a slouceni obou pfislusnych vrchola
do jednoho.



O stromech je znamo, Ze maji o jedna méné hran nez vrcholi neboli pro né plati |E| = |V| — 1.
Ma4-1i graf hran vice, musi uz nutné obsahovat kruznici. Oboji je snadné dokazat. Pokud jsi o stro-
mech jesté neslysel(a), mizes si tato tvrzeni dokdzat pro sezndmeni se s pravé zavedenymi pojmy.
Drtikaz také naleznes na strané 30 seridlu z 34. ro¢niku: |https://prase.cz/archive/34/serial.pdf.

Eulerova formule

Definice. Méjme rovinné nakresleni grafu. Oblastem, na které je rovina timto nakreslenim roz-
délena, budeme rikat stény.

Poznamenejme, Ze jedna ze stén kazdého rovinného nakresleni je nekonec¢né, té se zpravidla rika
vnéjsi sténa. Na prvni pohled neni vibec jasné, jestli pocet stén zavisi na nakresleni. Zpusobu, jak
nakreslit rovinny graf, je spousta, nemohlo by se stat, ze néktera z nich budou mit vice stén nez
jina? Odpovéd je ne, nemohlo. Dokonce miizeme z poctu vrchol a hran grafu snadno urcit, kolik
stén bude mit jeho nakresleni. Tomuto vztahu se fika Eulerova formule.

Véta. (Eulerova formule) Oznaéme F mnozinu stén rovinného nakresleni souvislého rovinného
grafu G = (V, E), potom plati
VI+|F| =B +2.

Dikaz. Vétu dokazeme indukci podle po¢tu hran. Zéklad indukee je |E| = |V|—1, pro mensi pocet
hran by graf nebyl souvisly. Pokud méa graf tento pocet hran a je souvisly, nema kruznice neboli je
to strom. Tudiz jeho rovinné nakresleni ma jen jednu sténu a tvrzeni plati. Nyni predpokladejme,
Ze nas graf m4 vice nez |V| — 1 hran a ze tvrzeni plati pro vSechny grafy, které maji méné nez |E|
hran. Zafixujme si néjaké rovinné nakresleni naseho grafu. Vime, ze musi obsahovat kruznici. Pokud
odebereme jednu z hran této kruznice, graf ziistane souvisly a zmensi se o jedna pocet jeho hran.
Také se ale ,slouci“ dvé rizné stény néjakého rovinného nakresleni, tedy se o jedna zmensi i pocet
stén nakresleni. Odebranim hrany jsme nepridali zddné pruseciky hran, tedy i nakresleni takto
zmensSeného grafu je rovinné. Pro tento zmensSeny graf a jeho nakresleni rovnost plati z indukce,
musi tudiz platit i pro puvodni graf.


https://prase.cz/archive/34/serial.pdf
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O
Cviceni 7. Jak by vypadala Eulerova formule pro rovinny graf s £ komponentami souvislosti?
Tvrzeni. Pro rovinny graf G = (V, E) plati 3|V| —6 > |E|.

Dukaz. Uvazme néjaké rovinné nakresleni G a oznac¢me mnozinu jeho stén F'. Eulerova formule
nam ik, ze plati |V|+ |F| = | E| 4+ 2. Nyni pouzijeme pocitani dvéma zpusoby. Spoéitdme dvojice
(sténa, hrana na jeji hranici). Kazda hrana nalezi jedné nebo dvéma sténam, pocet dvojic je tedy
nejvyse 2|E|. Zaroven kazda sténa ma alespon tfi hrany, tudiz pocet téchto dvojic je alespon 3|F|.
Dohromady dostavame |F| < %\E| Dosadime do Eulerovy formule:

2
VI+ 3B 2 VI+|F = |B] +2.

Upravou dostéavame pozadované tvrzeni. O
Cvideni 8. Dokaz, ze grafy K5 ani K3 3 nejsou rovinné.
, Z€ graty ) ]

Jesté nez se Eulerova formule dokézala pro obecné rovinné grafy, byla objevena pro konvexni
mnohostény.

Véta. (Eulerova formule pro mnohostény) Ozna¢me mnoziny vrcholi, hran a stén konvexniho
mnohosténu postupné V', E a F. Pak plati

V|4 |F| = |E| + 2.

Duikaz. Ukézeme, ze Eulerova formule pro mnohostény je jenom specidlnim piipadem Eulerovy
formule pro rovinné grafy. To udélame tak, ze pro kazdy konvexni mnohostén najdeme odpovidajici
rovinny graf se stejnym pocétem hran, vrchold a stén.

Abychom ukézali, ze konvexni mnohostén nam dava rovinny graf, prosté najdeme néjaké jeho
rovinné nakresleni. Abychom nemuseli fesit, Ze je mnohostén néjak placaty nebo $iSaty, promitneme
ho nejprve na sféru. Zvolime si tedy libovolnou sféru takovou, ze je cely mnohostén uvnitf ni.
Déle si zvolime libovolny bod uvnitf mnohosténu a z néj budeme promitat na sféru. Muzes si to
predstavit tak, ze do bodu uvnitf mnohosténu umistime zarovku a na sfére se objevi stin. Tim se
vrcholy zobrazi na body a hrany se zobrazi na kruznicové oblouky. Protoze mnohostén byl konvexni,
obrazy zadnych dvou hran se nebudou protinat. Déile vezmeme néjaky bod X na sfére, na ktery
se nezobrazil zadny vrchol ani hrana mnohosténu. Z bodu X udélame takzvanou stereografickou
projekci do roviny. To znamend, Ze vezmeme rovinu neprotinajici sféru, aby byl X ze vSech bodu
na sféfe od ni nejdal. Potom prosté udélame projekci z X na tuto rovinu. Zase si muze$ predstavit,
ze jsme do bodu X umistili Zarovku. ProtoZe se hrany neprotinaly na sféfe, nebudou se protinat
ani po stereografické projekci, a dostali jsme tim paddem rovinné nakresleni se spravnym poctem
hran, vrchola a stén.



O

Mozna Té€ trochu zarazilo, ze pracujeme s mnohostény, aniz bychom je pofadné definovali. To
1ze udélat vice zpusoby, napiiklad jako konvexni obal kone¢né mnoziny konvexné nezavislych bodu
V, tj. zadny bod z mnoziny V nesmi jit vyjadfit jako konvexni kombinace ostatnich. Navic budeme
pozadovat, aby cely mnohostén nelezel v jedné roviné, tedy aby to nebyl mnohothelnik umistény
do prostoru. Bodim mnoziny V' potom fikdme vrcholy daného mnohosténu. Muzes si v§imnout, ze
diky podmince na konvexni nezavislost zadny vrchol nemuze byt uprostied stény ani hrany.

Definovat nekonvexni mnohostén uz je trochu ofisek, proto to délat nebudeme. Poznamenejme
ale, ze Eulerova formule plati i pro né, avSak jenom pokud ,nemaji diry“.

Cvic¢eni 9. Rozmysli si na néjakém konkrétnim mnohosténu s dirou, zZe pro néj Eulerova formule
skutecné neplati.

Uloha 1. Miuze existovat konvexni mnohostén, jehoz vSechny stény jsou Sestitthelniky?
Uloha 2. Dokaz, ze kazdy mnohostén, ktery neméa zadné étyiuhelnikové ani pétitihelnikové stény,
musi mit aspon Ctyfi trojuhelnikové stény.

Zajimavosti je, ze kdybychom nechtéli, aby byl mnohostén konvexni, a dokonce dovolili, aby

v ném byly diry, nebude pfedchozi tloha platit. Znamym protipiikladem je takzvany Szilasstho
sedmisten®.

Prusecikové Cislo

Definice. Méjme néjaké nakresleni grafu G, prusecikové cislo tohoto nakresleni definujeme jako

pocet pruseciku kfivek odpovidajicich jeho hranam. Kdyz se k kfivek protind v jednom bodé,

k(k—1)
2

pocitame to jako (g) = pruseciki, jeden za kazdou dvojici protinajicich se kfivek.

Definice. Prisecikové ¢islo grafu G definujeme jako minimum z prusecikovych ¢isel vsech jeho
nakresleni. Znaéime jej cr(G).

Z definice plati cr(G) = 0 pravé pro rovinné grafy. Ve Cviceni 6 jsme ukdzali, ze cr(K3,3) <1
a cr(Ks) < 1, a ve Cviceni 8 zase cr(K3,3) > 1 a cr(K5) > 1. Nez se podivame na hlavni tvrzeni
o prusecikovém cisle, dokdzeme si jednoduché lemma.

Lemma. Pro graf G = (V, E) plati
cr(G) > |E| = 3|V|. (1)

Diikaz. Uvazme nakresleni grafu G s pravé cr(G) pruseciky. Z kazdé dvojice protinajicich se hran
muZeme vybrat jednu a odstranit ji. Odstranime maximalné cr(G) hran a ziskdme tak rovinny graf.

5Jak presné vypada mizes najit tfeba tady: fhttps://en.wikipedia.org/wiki/Szilassi_polyhedror].
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Z tvrzeni v predchozi Gasti vime, Ze pocet hran rovinného grafu je méné nez trojnasobek poctu
jeho vrcholl, coz nam dava dokazovanou nerovnost. O

Véta. (O prusecikovém cisle) Pro graf G = (V, E) plati

1 |BP
G) > — V.
(&)= G~V

Dikaz této véty bude vyuzivat pravdépodobnostni metodu. Konkrétné budeme potfebovat
meéla by byt néjak dulezitd pro pochopeni zbytku seridlu ani k vyfeseni zadné ze sériovych tuloh.
Stredni hodnota vyrazu X (ktery zavisi na ndhodé&) se znac¢i E[X] a v podstaté Fikd, jaka je jeho
priumérna hodnota. Naptiklad hodime-li klasickou Sestisténnou kostkou a oznacime S ¢islo, které
padlo, jeho stfedni hodnota bude E[S] = 3.5.

V nasledujicim dikazu budeme predpokladat, ze se zadné dvé hrany sdilejici vrchol neprotinaji.
Kdyby se protinaly, mtizeme nakresleni upravit jako na obrazku a prusecikové cislo nakresleni by

S

Dikaz. Uvazme nakresleni grafu G. Muzeme pfedpokladat, ze | E| > 4|V|, jinak je tvrzeni trivialni.
Nyni si zvolime pravdépodobnost 0 < p < 1, jeji pfesnou hodnotu ur¢ime az na konci. Z mnoziny
vrcholt V' vybereme podmnozinu V. Kazdy vrchol v € V pfiddme do V' s pravdépodobnosti p,
vSechny vrcholy pfiddme nezavisle na sobé. Vybrand mnozina vrcholi ndm dava néjakou podmno-
zinu hran E’ C E, hrana (u,v) bude v E’ pravé tehdy, kdyz oba jeji koncové vrcholy lezi v V/,
tedy u,v € V’. To ndm dava n&jaky novy graf G’ = (V' E’).

@H

Kazd4 hrana se dostala do E’ s pravdépodobnosti p?. Z linearity stiedni hodnoty plati E[|V’|] =
p|V|, E[|E’|] = p?|E|. © Pavodni nakresleni grafu G ndm uréuje nakresleni zmenseného grafu G’.
Oznaéme z pocdet prusec¢ikt ptivodniho nakresleni grafu G a z’ pocet prise¢ikii nakresleni G’.
Plati E[z'] = p*x, protoze prisecik bude v novém nakresleni pravé tehdy, kdyz v ném budou obé
piislusné hrany a ty jsou na sobé& nezavislé (proto jsme nechtéli, aby se protinaly hrany sdilejici
koncovy vrchol). Podle nerovnosti (1) plati 2’ > |E’| —3|V’|. Tato nerovnost nam dava analogickou

se tim akorat snizilo.

STim jsme jenom formalné fekli, ze v novém grafu bude v priiméru p|V| vrcholi a p?|E| hran,
coz by mélo byt intuitivné jasné.



nerovnost pro stfedni hodnoty. Intuitivné feceno, kdyz nerovnost plati ve vSech pripadech, musi
plati i v praméru. Dostavame tedy
E[z'] > E[|E|] - SE[V']],
p'z > p’|E| - 3p|V],
E| -3|V
)

= B
Ted si mtizeme zvolit pravdépodobnost p. Ukazuje se, Ze spravnou volbou je p = %. To je ¢islo
z intervalu (0, 1), protoZze jsme pfedpokladali |E| > 4|V|. Dosazenim do nerovnosti vyse je dikaz
hotov. O

Tento dikaz byl dost trikovy — ndhodné jsme vybrali podmnozinu vrcholi a za pomoci vztahu (1)
trochu jako podvod — nedokézali jsme jenom, Ze to tvrzeni plati s néjakou pravdépodobnosti? Ne,
tohle je skuteéné validni dikaz a tvrzeni podle néj plati vzdy. Kdybys chtél(a) vidét vic podobnych
dtikazi a dozvédét se néco vic o pravdépodobnosti, miizes si precist seridl o pravdépodobnosti
z 38. roéniku.”

Asymptoticka notace

Zase na chvili odbo¢ime od geometrie a vysvétlime si asymptotickou notaci. Asymptotickd notace
,Funkce f roste nejvyse tak rychle jako funkce g.“ Nezajima néas, jak se funkce chova pro malé
argumenty, rozhodujici pro nas bude chovani pro velké hodnoty. Pro¢ bychom chtéli néco takového
fikat? Casto je docela jedno, jestli je né¢eho 3n? nebo inQ + n, a konstanty nam jenom piekazi.
Ted uz se ale vrhnéme na formalni definici.

Definice. Nechf f,g : N — RT jsou funkce z pfirozenych do kladnjch realnych éisel. Piseme

f € O(g), jestlize
IN €N,Ic€RT :¥n > N: f(n) < c-g(n).

Vyraz f € O(g) zpravidla éteme ,f je (velké) O g«.

Neékolik kvantifikdtort za sebou muze na prvni pohled vypadat trochu désivé, ale vlastné rikaji
néco hrozné jednoduchého. Znamend to, ze pro vSechna n, kterd jsou dostateéné velkd, je f(n)
maximalné konstanta krat g(n). Vyraz O(g) potom miizeme chapat jako t¥idu® funkci, které neros-
tou rychleji nez g. Vyrazem f € O(g) potom ¥fikame, ze f pat¥i do t¥idy funkci rostoucich nejvyse
tak rychle jako g.

Do t¥idy O(n?) patii napiiklad funkce 4n + 3, n3/2 nebo 2n2. Naopak do ni nepatii n® nebo
2™. Velké O se navic chova hezky vzhledem ke sc¢itani a ndsobeni konstantou.

Tvrzeni. Jestlize f1, fo € O(g), potom i f1 + fa € O(g).

Tvrzeni. Jestlize f € O(g) ac € RT, potomic- f € O(g).

Cvicéeni 10. Dokaz piredchozi dvé tvrzeni.

Priklad. Maximalni pocet rovnostrannych trojihelnikt tvofenych n body v roviné je O(n?).

Reseni. Nejprve si formalné zapi$me, co po nas zadani chce. Ozna¢me f(n) maximélni mozny
pocet rovnostrannych trojihelniktt na n bodech v rovné. Mame tedy funkci f : N — Rt a chceme

7Serial najdes na adrese |https://prase.cz/archive/38/serial.pd}.

8 T¥{da je jenom trochu lepsi mnozina.
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dokazat f € O(n?). Podet viech trojic tvorenych n body je (g) = W, atedy f(n) < %n3.
To nam ale dava jenom f € O(n?), musime udélat néco chytiejsiho.

Uvazme libovolnou dvojici bod1i, téch je (g) € O(n?). Pro kazdou takovou dvojici potom existuji
nejvyse dva body, které s ni tvoii rovnostranny trojihelnik. Dvojnasobek poc¢tu dvojic bodt je uréité
také v O(n?). N&jaké trojuhelniky jsme takto mohli zapocitat dvakrat, ale to nevadi, dokézali jsme
feom?).

Poznamenejme jesté, ze tento odhad je velmi slaby, ke konci tohoto dilu si ukdzeme mnohem
silnéjsi odhady.

Co kdybychom ale chtéli Fict, Zze néjaka funkce naopak roste aspon tak rychle jako jina? K tomu
slouzi nasledujici notace.

Definice. Necht f,g : N — RT jsou funkce z pfirozenych do kladnjych realnych &isel. Piseme
f € Q(g), jestlize
IN €N,Ic € RT :¥n > N: f(n) > c- g(n).

Vyraz f € Q(g) zpravidla ¢teme , f je (velkd) omega g“.
Definice Q2 je naprosto analogicka definici O, jenom jsme zménili znaménko nerovnosti.
Priklad. Dokaz, Ze maximalni pocet dvojic bodii s jednotkovou vzdélenosti je Q(nlogn).?

Reseni. Nejprve si ujasnéme, jak néco takového dokazat. Bude nam stacit najit posloupnost mno-
zin bodu v roviné S, Sa, ... takovych, ze |Sn| = n, a oznacime-li f(n) pocet jednotkovych vzdale-
nosti v Sp, plati f € Q(nlogn).

Nejprve zkonstruujeme mnoziny o velikostech mocniny dvou. Mnozina S1 bude dana jednim
bodem. Mnozina Sy, potom vznikne z mnoziny S,r—1 tak, Ze mnozinu Syx—1 duplikujeme a posu-
neme libovolnym smérem o vzdalenost 1. Musime byt trochu opatrni, aby ndm pfitom néjaké body
nesplynuly. Nastésti mame na vybér nekoneéné mnoho sméri a jenom v koneéné mnoha z nich
néjaké body splynou. Nyni se podivejme na pocet takto vytvorenych jednotkovych vzdalenosti.
Zjevné plati f(1) = 0 a f(2%) = 2f(2F~1) + 2F~1. Je snadné dokazat, Ze feSenim této rekurence
je f(2F) = 2k=1k. Pro n = 2% tedy dostavame f(n) = %nlog n. Ted ndm zbyva dotesit, co udélat
s n, kterd nejsou mocninami dvou. Prosté najdeme libovolnou mocninu dvou mensi rovnou n, udé-
lame konstrukci pro ni a zbylé body tam nahézime libovolné. To nadm da f(n) > %n/ logn’, kde n’
je nejvétsi mocnina dvou nepfevysujici n, zjevné plati n’ > % Jednoduchou upravou dostaneme
fln) > in(log(n) — 1). To je pro dostateéné velké n uréité aspon %nlog n, takze f € Q(nlogn) a
jsme hotovi. Mazes si vSimnout, Ze jsme béhem konstrukce vlastné kreslili hyperkrychli do roviny.

|
|
|
. i o N N

<
Tohle neni nejlepsi zndmy odhad, 1ze dokonce pouzit 2 (nlJrlog log") pro jistou kladnou re-
alnou konstantu c. Konstrukce je opét pomérné jednoduchad — body se jenom daji do ¢tvercové
miizky o vhodnych rozmérech. Dtkaz ale vyzaduje netrividlni znalosti teorie ¢isel. Proé¢ funkce

9Symbolem log zde znaéime dvojkovy logaritmus. Na zakladu logaritmu tady oviem moc neza-
lezi, protoze vSechny logaritmy se 1isi jenom multiplikativni konstantou.
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C
z ) (n1+10g 108:") uz nutné je i v Q(nlogn), nemusi byt na prvni pohled jasné. Dikaz je ponékud
technicky a neni z pohledu kombinatorické geometrie nijak zajimavy, takze ho tu neuvadime.
Uloha 3. Dokaz, Zze maximalni podet jednotkovych vzdélenosti mezi n body v R* je Q(n2).

Asymptotickou notaci muzeme definovat i pro vice proménnych. Definice je velmi podobné té
pro jednu proménnou.

Definice. Nechf f,g : N¥ — Rt pigeme f € O(g), jestlize existuji N € N a ¢ € Rt takové, ze
pokud je aspon jedno z ni,...,ni vétsi rovno N, tak

fni,... ng) <c-glni,...,ng).

Upozornujeme, ze v nékterych kontextech mize byt pozadovano, aby n; > N platilo pro vsechna
i, a ne jen pro jedno. Vétsinou by na tom ale nemélo zalezet.

Incidence a Szemerédi-Trotter

V této sekci se budeme zabyvat body a pfimkami v roviné. Budeme pfitom poditat, kolikrat se
stane, ze néjaky bod lezi na néjaké piimce.

Definice. Necht je ddna mnozina bodi P a mnoZzina pfimek L v roviné. Incidenci rozumime
usporadanou dvojici (p, ) takovou, ze p € P,l € L ap € l. Vyrazem I (P, L) budeme rozumét pocet
incidenci tvofenych body z P a pfimkami z L. Pro pfirozené n a m oznaéme I(n,m) maximum
I(P, L) pfes vSechny mozné konfigurace P a L spliujici |P| =n a |L| = m.

Szemerédiho—Trotterova véta nadm dava tésny odhad na pocet incidenci, a jak si za chvili uka-
zeme, dovoli ndm odhadnout i spoustu dalsich véci.

Véta. (Szemerédi-Trotter) Plati
I(n,m) € O 3m?/3 4 n+m).

To muze na prvni pohled vypadat jako ponékud divoky vyraz. Specidlné pro m = n se tvrzeni
zjednodusi na I(n,n) € O(n*/3).

Dikaz. Méjme mnozinu bodu |P| = n a mnozinu pfimek |L| = m. Definujeme graf G = (P, E),
jehoz vrcholy jsou body mnoziny P, které jsou spojené hranou pravé tehdy, kdyz jsou na jedné
ptfimce | € L, a navic mezi nimi na [ nelezi zddny dalsi bod z P. Konfigurace bodu a pfimek v roviné
nam zaroven dava nakresleni grafu G.

Graf G ma |P| = n vrcholu, kolik ma ale hran? Jestlize na pfimce [ lezi k¥ > 1 bodt, vznikne na

ni k — 1 hran. To znamena, Ze skoro kazda incidence nam prida hranu, mizeme tedy odhadnout

I(n,m) <|E|4+m. A jaké bude priise¢ikové ¢islo naseho nakresleni G? Hrany G lezi na m riznych
12



pfimkéach, proto mohou mit nejvyse (7;) pruseciki, takze cr(G) < (T;) Na druhou stranu zname
dolni odhad na prisecikové cislo grafu, to ndm dava nerovnost

1 |E]3 m
aﬁfngcr(G) < (2>

V kombinaci s I(n,m) < |E| 4+ m jednoduchou tipravou zjistime I(n,m) € O(n2/3m?2/3 4 n +m),
¢imz je dukaz hotov. O

Piiklad. Dokaz, ze maximalni pocet trojuhelnikt o obsahu 1 s vrcholy v n bodech je O(n7/3).

Reseni. Zvolme si jeden z n bodt a ukazme, Ze je soucasti O(n4/3) trojahelnikd o obsahu 1.
Ozna¢me si na$ vybrany bod A.

Nyni si zvolme néjaky dalsi bod, oznaéme jej B. Kde muze lezet bod C, aby mél trojuhelnik
ABC obsah 1?7 Odpovédi je, ze musi lezet nékde na dvou pevnych pfimkéch rovnobéznych s AB,
protoze vyska tohoto trojuhelniku je pevné dana. Mame n — 1 moznosti, jak zvolit bod B, to nam
dava 2n — 2 primek. Pozor na to, ze nékteré dvojice ptimek mohly splynout. To se stalo pravé tehdy,
kdyz néjaké dva body B a B2 lezely na jedné primce s A a zaroven od A byly stejné daleko. Nikdy
se ale nestane, ze by splynuly tfi nebo vice pfimek. Kazdy bod lezici na néjaké z téchto primek
nam pfidd maximalné dva trojthelniky (dva v pfipadé, Ze dana pfimka je dvojitd). Staci ndm tedy
spocCitat pocet incidenci nejvyse 2n — 2 pfimek a n — 1 boda. Maximalni pocet téchto incidenci je
ale podle Szemerédiho—Trotterovy véty O(n4/3), ¢imz je dikaz hotov.

Priklad. Dokaz, ze maximalni pocet jednotkovych vzdalenosti mezi n body je O(n4/3),

Reseni. Tentokrat nepouzijeme Szemerédiho—Trotterovu vétu piimo, ale modifikujeme jeji ditkaz.
Okolo kazdého bodu nakreslime kruznici o poloméru 1. Mezi dvéma body je vzdalenost 1 praveé
tehdy, kdyz kazdy z nich lezi na kruznici o poloméru 1 se stiedem v tom druhém. Staci nam tedy
odhadnout pocet incidenci n bodtu a n kruznic.

Muzeme udélat obecnéjsi odhad pro n bodt a m kruznic o jednotkovém poloméru. Zase nakres-
lime graf G, ktery mé jako vrcholy body nasi mnoziny, a dva body jsou spojené hranou, pokud spolu
sousedi na kruznici. Potiz je, ze dva body mohou sousedit na dvou kruznicich. Kdyby mezi dvéma
vrcholy vedly dvé hrany, libovolnou z nich odstranime. Kvuli odstranovani hran dostaneme trochu
slabsi odhad nez pfedtim, ale to nevadi, konstanty nés nezajimaji. Dostavame I(n, m) < 2|E|+2m.
Nas odhad na cr(G) ted také bude trochu slabsi, protoze dvé kruznice se mohou protinat az ve dvou
riznych bodech, plati cr(G) < 2(;") Konec diukazu je uplné stejny jako v pfipadé Szemerédiho—
Trotterovy véty.
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Ted uz umime maximalni pocet jednotkovych vzdalenosti mezi n body odhadnout zdola i shora.
Jenze nase odhady jsou dost daleko od sebe, tak ktery je ten spravny? Problém uz nékolik desitek
let ztistava otevieny a porad se nevi, jakd je spravna hodnota.

Uloha 4. Necht S je n-prvkovd mnoZina bodt v roving a oznaéme D = {|z — y| | =,y € S},
tedy mnozinu v8ech vzdalenosti mezi dvojici bodt z S. Velikost D udéava pocet rtiznych vzdalenosti
tvofenych body z S. Dokaz, ze minimalni pocet téchto rtiznych vzdalenosti tvofenych n body je
Q(n?/3).

Zavér

Dospéli jsme ke konci naseho putovani kombinatorickou geometrii. Doufame, ze Té to s nami bavilo.
Pokud ano, mame pro tebe dobrou zpravu — zdaleka jsme nestihli vycerpat vSechna témata, ktera
kombinatorickd geometrie nabizi. Pokud by ses chtél(a) dozvédét vic, mizes se podivat t¥eba do
nasledujicich skript: fhttps://kam.mff.cuni.cz/ matousek/kvgl-tb.pdf.

Radi bychom podékovali vSem, ktefi pomdhali seridlu vzniknout, a to predevsim Hedvice a
Matéjovi. Majda a Pepa

Navody ke cvicenim
Podivej se na definici.
Znovu se podivej na definici.
0o X
Kolik je W?
Jak to je pro mala d, pro néz si to jeSté umis predstavit?
Staci nékteré hrany nakreslit ,,okolo“ zbytku grafu misto skrz néj.
Kolik nejméné hran je tfeba ptidat, aby se z grafu stal souvisly graf?

Pro K5 pouzij tvrzeni, pro K3 3 ho zlepsi.

S B A ol ol

Zacni s n€jakym hezkym mnohosténem a zkus z néj néco odrezat.

10. Rozepis si definice, pak by to mélo byt jasné.
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https://kam.mff.cuni.cz/~matousek/kvg1-tb.pdf

Navody k Gloham
1. Spocitej dvojice (sténa, hrana na jeji hranici) a (vrchol, hrana z ngj vychézejici).
2. Tato uloha je velmi podobna ptredchozi.

3. Zkus body rozdélit do dvou skupinek tak, aby vzdalenost libovolnych dvou bodi z riznych
skupinek byla 1.

4. Pouzij odhad na pocet jednotkovych vzdalenosti.

Reseni cvi¢eni

2. 1-stfedobod maji pouze jednoprvkové mnoziny (a prdzdnd mnozina).

3. Jedna se o cely prostor.

4. Je to konvexni obal X. Libovolna pfimka prochazejici konvexnim obalem totiz odfizne aspon
jeden bod. Analogie tohoto plati i ve vyssich dimenzich — mnozinou ‘Tll—stfedobodﬁ je taky konvexni
obal.

5. Protiprikladem je tfeba d-+1 afinné nezavislych bodt. V roviné by to byly vrcholy trojuhelniku
a v prostoru vrcholy étyfsténu. Rozeberme ditkaz pro &tyfstén: Zadny bod vné &tyfsténu uréité
nemiize byt a-stfedobod pro zadné o > 0. Zvolme libovolny bod uvniti nebo na hranici ¢tyfsténu
a uvazme rovinu prochézejici timto bodem rovnobéznou se sténou ¢tyfsténu, ve které tento bod

nelezi. Na jedné strané od této roviny je zjevné jenom jeden vrchol, takze nas bod nemtze byt
a-stfedobod pro zadné a > diﬂ Na obréazku je naznacena situace v dvou dimenzich.

Ve vyssich dimenzich bychom to mohli dokazat uplné stejné, jenom na to nemame patficny
aparat. Také by stacilo zvolit nadrovinu rovnobéznou s néjakou sténou vicerozmérného simplexu'©.

6.

Ksy

7. |V|+|F|=|E|+k+1.
8. Pro Kj5 staci pouzit tvrzeni o poc¢tu hran a vrcholi rovinného grafu. Ma totiz 5 vrcholu a
(g) =10 hran, tedy 3|V| — 6 = 9 < 10 = |E|. Tudiz tvrzeni nespliiuje a nemiize byt rovinny.

10Simplex je zobecnéni étyfsténu do vice dimenzi. Je to mnohostén, ktery ma d + 1 afinné
nezavislych vrchola.
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Pro K3,3 musime tvrzeni trochu vylepsit. ProtoZze to je bipartitni graf, neobsahuje cykly liché

délky. Kazda sténa jeho pripadného rovinného nakresleni by tudiz musela mit alespon ¢tyri hrany.
Dostévame |V|+ %|E\ > |V|+|F| = |E|+2, z ¢ehoz ziskdme nerovnost 2|V| —4 > |E|. OvSem pro
K33 plati |V| =6 a |E| =9, tedy nemuze byt rovinny.
9. Funguje tfeba mnohostén, ktery vznikne néasledujicim zptisobem. Vezmeme kvadr a na dvé jeho
proté&jsi stény postavime smérem dovnitf komolé ¢tyrboké jehlany, které budou sdilet mensi pod-
stavu. Tyto dva jehlany odebereme, jejich mensi podstava bude ona kyzend dira. Tento mnohostén
mé dvanact vrcholi, dvanact stén, ale dvacet ¢tyfi hran.

10. Z definice existuje Ny a c1 takové, Zze pro kazdé n > Ni plati fi(n) < ci1g(n). Obdobné
existuje Na a cg pro f2. Pro funkci f1 + fo stacéi vzit jako N vétsi z ¢isel N1 a N3 a jako ¢ vzit
c1 + ca.

Pro druhé tvrzeni vezmeme pro c- f stejné N jako pro f, konstantu vynésobime c.

Reseni Gloh

1. Vime, Ze mnohostén je vlastné rovinny graf a musi proto spliovat Eulerovu formuli. Kdyby
vSechny jeho stény byly Sestithelniky, poé¢itdnim dvojic (sténa, ji nalezici hrana) dvéma zptisoby
zjistime, ze |F| = %\E| Dosazenim a upravou Eulerovy formule dostaneme |V| = %|E\ + 2. Protoze
pracujeme s konvexnim mnohosténem, z kazdého vrcholu musi vychéazet alespon tfi hrany. Tedy
spocitdme-li dvéma zptlisoby podet dvojic (vrchol, hrana, z néj vychézejici), dostaneme |V| < §|E|
Avsak z Eulerovy formule plyne opa¢nd nerovnost, coz je spor.

2. Opét pouzijeme, Ze mnohostén musi spliiovat Eulerovu formuli a Ze z kazdého vrcholu vy-
chézi alespon t¥i hrany, tedy |V| < §|E\ Pro spor pfedpokladejme, Ze mnohostén ma nejvyse t¥i
trojuhelnikové stény. Pocitdnim dvéma zplisoby dostaneme 6|F| — 3 -3 > 2|E|, coz upravime na
|F| > %|E| + % Dosazenim do Eulerovy formule dostavame |V| + %|E| + % > |E| 4 2. To ndm po
apravé da V| > %|E\ + %, z &ehoz plyne |V| > %|E\ To je ve sporu s nerovnosti vyse.

n
5
mit soufadnice (z,y, 0,0), kde z2 +y% = % Body druhé skupinky budou mit analogicky souradnice
(0,0, z,w), kde 22 + w? = % Vzdélenost libovolnych dvou bodu (z,y,0,0) a (0,0, z,w) z raznych
skupinek potom bude podle Pythagorovy véty x2 4 y2 + 22 + w? = 1. Tim jsme hotovi, protoze
pocet dvojic z riiznych skupinek je Q(n?). Jesté si mizeme rozmyslet, jak nase mnozina bodii
vlastné vypada. Obé skupinky jsme rozmistili na kruznice se stfedem v poc¢atku o poloméru %

3. Nase body rozdélime rozdélime do skupinek velikosti ptiblizné Body prvni skupinky budou

Tyto kruznice jsou na sebe navic ,hodné kolmé*“, lezi totiz v rovinach, které se protinaji v prave
jednom bodé.

4. Odhad na jednotkové vzdalenosti nam Fika, ze af si zvolime libovolné d, maximéalng O(n/3)
ruznych para bodu z S bude mit vzdalenost d. Celkovy pocet dvojic je ale (g) € Q(n?). Mame tedy

dolni odhad na pocet dvojic a horni odhad na pocet dvojic ve stejné vzdalenosti, jejich podil ndm
2

dava dolni odhad na pocet rtiznych vzdélenosti, a to Q (#) = Q(n?/3). Kdybys nam nevétil(a),

ze s asymptotickou notaci miZzeme délat tyhle ipravy, mizes si to rozepsat z definice.
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