Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE TERMIN ODESLANI: 15. KVETNA 2023

V této sérii nejsou tlohy Fazeny podle obtiznosti, ale podle témat (v ramci kazdého tématu je jedna
uloha snazsi a jedna obtiznéjsi). Pozor, poditaji se body za vSechny tlohy!

ULoHA 1.
(a) Vasek mé doma lustr s 25 zarovkami. Jedna z nich je uprostied lustru, zbylé tvoii pravidelny
24-thelnik na jeho obvodu. Duch Rado se rozhodl Vaska postrasit, a tak nékteré zarovky zhasl a
nékteré rozsvitil. Vasek ma vypinace, pomoci nichz mize provadét néasledujici:
(1) Bud vybere nékteré dvé zirovky na obvodu, které mezi sebou maji lichy pocet zarovek, a
zméni stav téchto dvou zarovek a také stav zarovky uprostied.
(2) Nebo vezme tfi zarovky na obvodu, které tvoii rovnostranny trojuhelnik, a zméni jejich
stav a také stav zarovky uprostied.

Dokazte, ze at ptivodné Rado zarovky nastavil jakkoliv, muze Vasek dosdhnout toho, aby byly
vSechny zarovky na lustru rozsvicené. (2 BODY)

(b) Upir Marian mé rakev tvaru lichob&zniku ABCD se zdkladnami AB a C'D. Budiz E prise-
¢ikem jeho uhlopficek, dale jako G ozna¢me prusecik vysek trojuhelniku BCE a jako H oznac¢me
prusecik vysek trojuhelniku ADE. Dokazte, ze pfimka prochazejici stfedem tusecky GH a bodem
E je kolma na pfimku AB. (3 BODY)

ULOHA 2.
(a) Zabak Dlaza se nachézi ve vnitinim bodé tise¢ky AB rtizném od jejiho stfedu. Kdy# fikame,
7e Dlaza preskoéi n&jaky bod X, znamend to, %e se z bodu D piesune do bodu D’, ktery leZi na
poloptfimce opa¢né k X D a spliuje |XD'| = %\XDL Dl4za si kazdou minutu vybere jeden z bodt
A, B a preskodi jej. Rozhodnéte, zdali se dovede v koneéném case dostat do stfedu usecky AB.

(2 BODY)

(b) V trojthelniku ABC jsou D, E, F paty vysek po fadé z vrcholit A, B, C. Ozna¢me kruznici
opsanou AEF jako I'. Kruznice wj se dotykd I' v bodé E a prochazi bodem D, analogicky se
kruznice wg dotykad I' v bod€ F' a prochazi bodem D. Druhym prisecikem wi s w2 je bod P rizny

od D. Dokazte, ze body B, C, P lezi na jedné pfimce. (3 BODY)
ULoHA 3.

(a) Najdéte vSechny dvojice prvoéisel p, ¢ takové, ze 3P + 47 je druhou mocninou ptirozeného
éisla. (2 BODY)

(b) Jsou déna prvocisla p1, p2. Dalsi ¢leny posloupnosti {pn}32; jsou definovany tak, ze pn je
nejvétsi prvociselny délitel ¢isla pp—1 + prn—2 + 2022. Dokazte, ze at uz jsou p1, p2 zvolena jakkoliv,

umime najit redlné ¢islo C' takové, ze p, < C pro vSechna n. (3 BODY)
ULOHA 4.
(a) Danik rozmistil ¢isla 1, 2, ..., 8 do vrchold krychle. Potom na kazdou hranu napsal soucet

¢isel ve vrcholech, jez spojuje. Rozhodnéte, zdali mohl ¢isla do vrchold rozmistit tak, aby byly
soucty na hranach navzajem razné. (2 BODY)



(b) Na Matfyzu studuje n matematiki, n fyzika a n informatikt. Kazdy Matfyzak ma alespon
n + 1 kamarada! mezi Matfyzéky z jiného oboru nez svého. Dokazte, ze miizeme zvolit jednoho
matematika, jednoho fyzika a jednoho informatika, ktefi jsou navzajem kamaradi. (3 BODY)

ULOHA 5.

(a) Je dano pfirozené ¢islo n. Najdéte n-prvkovou mnozinu S prirozenych ¢isel takovou, ze jeji
prvky jsou po dvou nesoudélné a pro kazdou nepréazdnou podmnozinu A C S je aritmeticky pramér
prvki A celé é&islo. (2 BODY)

(b) V PraSestanu se nachazi n mést, z nichz néktera jsou spojena obousmérnou leteckou linkou
spole¢nosti PraSér, pficemz se lze letecky dopravit mezi libovolnymi dvéma mésty. PraSér ma ve
mésté M pobocku, pravé pokud z néj vede ostie vice linek, nez je aritmeticky pramér pocétu linek
vedoucich ze vSech mést spojenych leteckou linkou s M. Urcete, kolik nejvice pobocek muze PraSér
pro dané n mit. (3 BODY)

ULOHA 6.

(a) Natka nasla prirozené Cislo a > 1 zapsané v desitkové soustavé bez piebyteénych nul na
zaCatku. Poté jej napsala dvakrat za sebou a vzniklé ¢islo s dvojnasobnym poctem cifer oznacila
jako b. S prekvapenim zjistila, Ze b je nasobkem a?. Zjistéte, jakych hodnot muze nabyvat zlomek
a%. (2 BODY)
(b) Michal dostal ¢tverec papiru ABC D a piehnul ho podle ptimky ¢ tak, aby se vrchol A pfesunul
na bod A’ na tsedce BC. Ozna¢me FE pruseéik piimky £ se stranou AB a F priisecik £ se stranou
CD. Vrchol D se piehnutim p¥esunul do bodu D’. Prise¢ik A’D’ a CD oznaéme jako H. UkaZte,
Ze soucet obvodu trojuhelnikit EBA’ a D'FH je roven obvodu trojuhelniku A’CH. (3 BODY)

ULOHA 7.
(a) Jsou dana realna éisla a, b, ¢, d a kvadratické funkce f, g spliiujici

fla) =2, f(b) =3, f(e)
1

7. fd) =10,
ga) =16, g(b)=15,  g(c) = 1L.

Urcete vSechny mozné hodnoty g(d). (2 BODY)
(b) Najdéte vSechny funkce f: R\ {—1,0,1} — R, jez pro kazdé z € R\ {—1,0, 1} spliiuji

f(a;)Q-f<1;§> — 64s.

(3 BODY)

IKamaradstvi je symetrické.



Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

(a) Vasek ma doma lustr s 25 zarovkami. Jedna z nich je uprostred lustru, zbylé tvofi pravidelny
24-tihelnik na jeho obvodu. Duch Rado se rozhodl Vaska postrasit, a tak nékteré zarovky zhasl a
nékteré rozsvitil. Vasek ma vypinace, pomoci nichz mize provadét nasledujici:

(1) Bud vybere nékteré dvé zarovky na obvodu, které mezi sebou maji lichy pocet Zarovek, a
zméni stav téchto dvou zarovek a také stav zarovky uprostred.

(2) Nebo vezme t¥i zarovky na obvodu, které tvoii rovnostranny trojihelnik, a zméni jejich
stav a také stav zarovky uprostied.

Dokazte, ze at piivodné Rado zarovky nastavil jakkoliv, mize Vasek dosahnout toho, aby byly
vsechny Z4rovky na lustru rozsvicené. (Magdaléna Misinov4)

(b) Upir Marian ma rakev tvaru lichobézniku ABCD se zakladnami AB a CD. Budiz E priise-
¢ikem jeho uhlopricek, déle jako G oznac¢me prusecik vysek trojihelniku BCE a jako H oznac¢me
prisecik vysek trojuhelniku ADE. Dokazte, ze pfimka prochazejici stiedem usecky GH a bodem
E je kolmé na piimku AB. (Magdaléna Misinov4)

RESENI:

(a) Obvodovych zarovek je 24, takze pokud zvolime néjakou trojici zarovek A, B, C takovou,
ze jsou kazdé dvé od sebe oddéleny sedmi zarovkami, pak budou A, B, C' tvofit rovnostranny
trojuhelnik. Akei (2) mizeme zménit stav A, B, C i stfedové zarovky. Protoze mezi B a C je sedm
zarovek, muzeme pouzit akci (1) a opétovné piepnout B, C a zarovku ve stfedu lustru. Celkem
jsme jednou zménili stav A, zatimco B, C a stfedovou zarovku jsme pfepnuli dvakrat, a tedy jsme
je vrétili do ptuvodniho stavu, v jakém byly pred akci (2). Pfitom ke kazdé obvodové zarovce je
mozné najit dvé dalsi, s nimiz tato zarovka tvori rovnostranny trojahelnik, a na nich lze provést
zminény postup. Diky tomu jsme schopni zménit stav libovolné obvodové zarovky, aniz bychom
ovlivnili zbytek lustru.

Pokud je stfedova zarovka na zacatku zhasla, mél by ji Vasek nejdfive rozsvitit. To udéla tfeba
tak, ze zvoli néjaké dvé zarovky oddélené od sebe jednou zarovkou a na nich provede akci (1). Pak
vzdy vybere zarovku na obvodu lustru, kterd jesté nesviti, a zminénym pouzitim akce (2) a (1)
ji rozsviti, aniz by ovlivnil zbylé zarovky. Takto muze Vasek rozsvitit veskeré zarovky na obvodu
lustru, a protoze na zacatku zaridil, aby svitila i Zarovka prostfedni, povedlo se mu rozsvitit cely
lustr.

(b) Oznac¢me po Fadé ortocentra trojuhelniki ABE a CDE jako U a V. Pak na pfimce EU lezi
vyska na stranu AB trojuhelniku ABFE, a tudiz je EU L AB. Obdobné na pfimce EV lezi vyska na
stranu CD trojthelniku CDE, takze EV 1 CD. Protoze ABCD je lichobéznik, plati EV 1 AB.
Piimky EU a EV jsou proto totozné, nebot jsou obé kolmé na AB a prochézi stejnym bodem FE.

H je ortocentrum ADFE a U je ortocentrum ABE, takze pfimka AH odpovida vysce trojuhelniku
ADE vedené z vrcholu A, pfimka AU odpovidd vysce trojuhelniku ABE vedené z vrcholu A,
pficemz tyto vysky splyvaji, nebot E € BD. Proto A, H a U lezi na stejné pfimce, ktera je kolma
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na BD. Obdobné trojice vrcholu (V, H, D), (V,G,C), (U,G, B) lezi vzdy na téze piimce a plati
HV 1 AC, VG L BD, GU L. AC a UH 1 BD. Z toho plyne, ze HV || GU a VG || UH, takze
HVGU je rovnobéznik.

V rovnobéznicich se puli uhlopficky, tudiz Sg g, stfed usecky HG, lezi na tsecce UV. Jiz ale
vime, ze na UV lezi E a ze UV 1 AB. Tedy pfimka dand body Syg a E splyva s pfimkou UV,
jez je kolmé na AB, ¢imz je tvrzeni dokazano.

POZNAMKY:

V tloze (a) lze lustr rozsvitit riiznymi zpisoby, a proto se pfichozi FeSeni ubirala riznymi sméry.
Skoro vSechny navrzené postupy ale byly spravné. Stejné tak dikazy tlohy (b). (Matéj Gajdos)
Uloha 2.

(a) Zabék Dl4za se nachédzi ve vnitinim bodé tisecky AB riizném od jejiho stiedu. Kdy# fikéme,
%e Dlaza preskoci n&jaky bod X, znamen4 to, Ze se z bodu D presune do bodu D’, ktery lezi na
polopfimce opacné k XD a spliuje | XD'| = %\XDL Dlédza si kazdou minutu vybere jeden z bodi
A, B a preskodi jej. Rozhodnéte, zdali se dovede v konec¢ném c¢ase dostat do stredu usecky AB.
(Magdaléna Misinova)
(b) V trojuhelniku ABC jsou D, E, F paty vysek po Fadé z vrchold A, B, C. Ozna¢me kruznici
opsanou AEF jako T'. Kruznice wy se dotyka I' v bodé E a prochazi bodem D, analogicky se
kruznice wa dotyka I' v bodé F' a prochazi bodem D. Druhym prisecikem wi s w2 je bod P ruzny
od D. Dokazte, ze body B, C, P lezi na jedné piimce. (Matéj Dolezalek)

RESEN{:
(a) Necht je S stfed tsecky AB. Ukéazeme, ze pokud Dlaza v S nezacinal, pak se tam nikdy
nedostane.

BUNO si piedstavme tise¢ku AB jako vodorovnou o délce 1, pfi¢emz A je nalevo od B. Vzhledem
k tomu, ze v S Dlaza nezacina, musel by se tam dostat skokem z jistého bodu Y. Pokud by skakal
pres A, muselo by se toto Y4 nachézet nalevo od A ve vzdalenosti 1, jelikoz bod S lezi napravo od
A ve vzdalenosti % Obdobné pokud by skakal pfes B, musel by vychazet z bodu Yp, ktery lezi
napravo od B ve vzdalenosti 1.
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Tvrdime, ze Dlaza se neumi dostat do S; k tomu stac¢i ukazat, ze se nikdy nedostane do Y4 a
ani do Yp. Na zacatku Dlaza urcité stoji ve vnitinim bodé usecky YaYp, staci proto ukazat, ze
skokem z vnittku této tsecky opét vzdy skonéi v jejim vnitiku. Necht se BUNO jedna o skok pies
A a necht Dlaza skace z n&jakého bodu D do bodu D’. Od krajnich bodt Y4 a Yp je bod A vzdalen
1 a 2, takze urc¢ité |[AD| < 2. To pak znamena |AD’| < % -2 = 1. Pfitom ale vsechny body ve
vzdalenosti od A ostfe mensi nez 1 lezi uvniti Y, Yp, takze D’ skutec¢né je opét vnitini bod Y Y5.

Tim je dokazano, ze se Dlaza nikdy nedostane do Y4 ¢i Yp, takze se nemuze dostat ani do S.

ALTERNATIVNI RESEN{:
Usecku AB si tentokrat predstavme na &iselné ose BUNO tak, 7e A= —1a B =1, a tedy S = 0.
Uvazme DIlaziv skok z D pies X do D’. Jelikoz X je vidy A nebo B, jedna se o celé &islo.
Pokud by i D’ mélo byt celé, znamena to, ze | X D’| je celé éislo, takze i |[XD| = 2 - | X D’| je celé,
tudiz i samotny bod D je celé cislo. Jinymi slovy: aby Dlaza doskocil do celého ¢isla, musi uz skok
zacinat v celém cisle.
My vSak vime, Zze Dlaza zacind kdesi na otevieném intervalu (—1,1), av8ak ne v 0. To uz
znamena, ze zacind v bodé, ktery neni celoc¢iselny, takze se uz nikdy nedovede dostat do jakéhokoliv
celo¢iselného bodu, a tedy ani do S.

(b) V feseni vyuZijeme mocnost, chordaly a potenéni st¥ed.! P¥imka DP bude chordalou kruznic
w1 a wg. Jelikoz bod D uz lezi na pfimce BC, zadani po nas chce jenom dokézat, Ze zminénd
chordala je totozna s pfimkou BC. Toho docilime tim, ze ukazeme, ze stfed M strany BC je
poten¢nim stfedem kruznic I'; wi, wa.

Potencni stfed je z definice prusecikem t¥i chordal. Zajimejme se tedy o chorddlu I' s w1 a
chordalu I' s wa. Jelikoz se obé dvojice kruznic dotykaji, chordaly jsou v tomto pripadé jednoduse
jejich teény v bodech dotyku. Tudiz aby M byl nas potencni stied, staci dokazat, ze ME a MF
jsou te¢ny ke kruznici I

Oznac¢me jako H kolmisté v ABC a jako S stied usecky AH. Diky pravym thlim |[<AEH| =
|[<AFH| = 90° je kruznice I' Théaletovou kruznici nad primérem AH, takze S je jeji stied. Aby
tedy ME, MF byly teény ke I', musime ukdzat, ze |[<SEM| = |<SFM| = 90°.

IPokud se s témito pojmy nekamaradis, jejich shrnuti lze najit tieba v tomto piispévku:
https://prase.cz//library/MocnostHR /MocnostHR.pdf .
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K tomu vyuzijeme Feuerbachovu kruznici.? Na té lezi stiedy stran, paty vysek i stiedy tsecek
spojujicich vrcholy s kolmistém, v naSem obrazku tedy body D, E, F;, M i S. Vidime vSak, ze S
lezi na vysce z vrcholu A, takze |[<SDM| = 90°. Tedy SM je praumérem Feuerbachovy kruznice,
coz uz implikuje |[<SEM| = |[<SFM| = 90°, jak jsme chté&li.

Potom jsou tedy ME i MF teénami ke T', takze jde o jeji chordaly s w1, w2, tudiz je bod M
poten¢nim stfedem nasich tfi kruznici, procez musi pfimka PD, jsouc chordalou wi s wa, taktéz
prochazet bodem M. Toto uz znadi, ze B, C, P lezi na jedné primce.

Poznamenejme, ze vyuzivame D # M (kdyby tyto body splynuly, neuréi ndm chordéalu wi, wa
jednozna¢né). To vSak muzeme predpokladat, protoze D = M by znamenalo, Ze trojuhelnik ABC
by byl rovnoramenny se zakladnou BC, nacez by w1, wa by zdegenerovaly do primek — to lze vidét
tfeba z toho, ze ED by méla byt tecnou k w; v bodé F, presto vSak prochéazi jejim dalsim bodem
D, coz pro nedegenerovanou kruznici nemize nastat (obdobné totéz pro wsz).

POZNAMKY:
Reseni ¢asti (a) se seslo mnoho. Nadchla mne feSeni vyuzivajici celo¢iselnosti po vhodném na-
bunovani usecky AB na ¢iselnou osu, procez jsem jim zpravidla udéloval +i. Naopak jsem obcas bod
strhl u téch feSeni, ktera si predstavila zpétny chod Dlazova skakani ze stfedu, a pouze pozorovanim
nékolika prvnich hodnot bez fadného dikazu prohlasila, Ze tyto skoky nutné Dlazu vzdaluji dal a
dal od kraju usecky.

V &4sti (b) se seSlo méné FeSeni, nicméné vétsina postupovala spravné a pomoci mocnosti po-
dobné jako vzorové feseni.

K tuspéchu se slo dobrat i bez pouziti mocnosti — lze vyuhlit, ze stiedy wi, w2 lezi na jedné
kruznici s S, D, a z toho nasledné vyvodit, Ze jejich spojnice je rovnobézna s SD, nacez jiz feSeni

tlohy snadno vyplyva. (Matéj Dolezalek)
Uloha 3.

(a) Najdéte vsechny dvojice prvodisel p, q takové, Ze 3P + 49 je druhou mocninou pfirozeného
cisla. (Natalia Bétorova)

(b) Jsou dana prvocisla p1, pa. Dalsi ¢leny posloupnosti {pn}32, jsou definovény tak, ze py je
nejvétsi prvociselny délitel &isla pn—1 + pn—2 + 2022. Dokazte, Ze at uz jsou pi1, p2 zvolena jakkoliv,
umime najit realné ¢islo C' takové, ze p, < C pro vSechna n. (Magdaléna Misinova)
RESEN(:

(a) Zac¢néme tim, Ze si vztah vyjadfime pomoci rovnice

3P 449 = p?,
kde n je pfirozené ¢islo. Nyni se na tuto rovnici podivadme modulo 4:
3P +49=37=n2 (mod 4).

Dale se zaméfime na zbytky. Vsimnéme si, Ze n? musi byt vzdy liché, je-li tomu tak, dostaneme
zbytek 1. Pak si uvédomime, ze 3P ma zbytek 1 pravé tehdy, kdyz p je sudé. Jediné sudé prvocislo
je 2, tudiz p = 2.

Ziskédvame 32 + 49 = 9 4+ 49 = n?2, tedy

49=2%20=n? —9=(n+3)(n—3)=a-b.

To znamena, Ze a a b jsou néjaké mocniny dvou, pro které plati, ze jejich rozdil je 6. VSimnéme si,
ze a musi byt vzdy alespon dvakrat vétsi nez b, a proto b je nejvySe 4, jinak by rozdil byl jiz moc

2Pokud se s Feuerbachovou kruznici nekamaradis, jeji shrnuti lze najit tieba v tomto piispévku:
https://prase.cz//library/FeuerbachEulerHR /FeuerbachEulerHR.pdf .
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velky. Pak prostym vyzkouSenim vSech mocnin dvojky od 1 do 4 zjistime, Ze rovnice je splnéna
pravé tehdy, kdyz a = 8 a b = 2, z toho dostavame, ze g se musi rovnat 2.

Ziskame jediné feseni, a to p = ¢ = 2. Nyni jen ovéfime, Ze ziskana dvojice prvocisel skutecné
je fesenim, a opravdu: 32 + 42 = 52.

(b) Zac¢néme definici funkce Max(n) := max(pn—1,pn—2) a posloupnosti a, pfedpisem a, =
Pn—1 + Pn—2 + 2022. Nésledné ukdzeme, Ze py, je nejvyse Max(n) + 2024.
Necht ay, je liché, pak p,—1 nebo p,—2 musi byt 2, tedy a, bude nejvyse

Max(n) + 2 + 2022 = max(pn—1,Ppn—2) + 2024.

Protoze p, déli dany soudet, nebude vétsi.
Necht a,, je sudé, pak plati nasledujici:

2pn < an < 2Max(n) + 2022 < 2(Max(n) + 2024).

Prvni nerovnost plati ze sudosti a,, druha z toho, ze Max(n) je horni odhad na prvoéisla v pfedpisu
an.

Nyni musime ukéazat, Ze pro p; a p2 umime najit 2024 po sobé jdoucich ¢isel, ktera jsou slozena
neboli tvoii jakousi bariéru, pfes kterou neumime preskocit z prvocisla na prvocislo. VS§imnéme si,
ze a - 2025! 4 ¢ je délitelné 7, pro 2 < ¢ < 2025.

A nakonec nastavime a, aby platilo Max(3) < a - 2025! + 4. Stadi polozit a = Max(3), pak
C = Max(3) - 2025! + 2.

POZNAMKY:

Prisla spousta spravnych feseni. Vétsina fesiteld postupovala obdobné. Nemam co k tomu dodat,
nez poptat krasné prazdniny. (Vojta ,,Dldza“ Gadurek)
Uloha 4.

(a) Danik rozmistil ¢isla 1, 2, ..., 8 do vrcholti krychle. Potom na kazdou hranu napsal soudet
c¢isel ve vrcholech, jez spojuje. Rozhodnéte, zdali mohl cisla do vrcholu rozmistit tak, aby byly
soucty na hrandch navzéjem riizné. (Marian Poljak)

(b) Na Matfyzu studuje n matematikii, n fyzikd a n informatiki. Kazdy Matfyzdk m4 alespori
n + 1 kamaradi® mezi Matfyzaky z jiného oboru nez svého. Dokazte, Ze muZeme zvolit jednoho
matematika, jednoho fyzika a jednoho informatika, ktefi jsou navzajem kamaradi.

(Marian Poljak)

RESEN:
(a) Cisla do vrcholii rozmistit nelze. Pojdme to dokazat sporem.

Méjme takové rozlozeni cCisel, které spliuje pozadavek v zadani. Krychle ma celkem 12 hran.
Mozné souéty (bez opakovani) jsou 3,4,...,15. Je jich tedy celkem 13. To znamena, Ze pravé jeden
z téchto souctu se nebude vyskytovat na zadné hrané, kdezto kazdy ze zbylych souctti na néjaké
hrané bude.

Uvédomme si, ze kazdy roh krychle ma 3 vrcholy, se kterymi sdili hranu, pficemz zadné dva
z nich nesdili hranu spolu.

Jak ted dal? Inu, pojdme se podivat na néjaké podezielé souéty a na to, jak by musela krychle
vypadat, kdyby na ni byly. Které ze jsou ty podezielé? Ty, jez lze ziskat pouze jednim zpusobem.
Konkrétné jsou to:

(1) soucet 3 — ziskany jako 1+ 2,

(2) soucet 4 — ziskany jako 1+ 3,
(3) soucet 14 — ziskany jako 6 + 8,
(4) soucet 15 — ziskany jako 7 + 8.

3Kamaradstvi je symetrické.



Tyto ,podezielé“ soucty pak muzeme rozdélit do dvou dvojicek — jedné s ¢islem 1 a druhé
s ¢islem 8. Vime, Ze alespoii jedna z téchto dvojicek musi byt zastoupena obéma souéty (druhé pak
alesponl jednim).

(i) Necht je obéma souclty zastoupena dvojice s 1. Pak md na krychli vrchol 1 sousedy 2
a 3. Jelikoz ty ale spolu nesousedi, soucet 5 lze ziskat pouze jako 1 + 4. Mame tedy i
tfetiho souseda cisla 1, a to 4. Pak ale vSechny moznosti, jak ziskat soucet 6 jsou nemozné,
nebot nesousedi zaddna ze dvojic ¢isel (1,5) a (2,4). Soucet 6 musi byt tedy ten jediny
nevyskytujici se soucet.

(ii) Necht je obéma soucty zastoupena dvojice s 8. Pak obdobnym zpisobem jako vyse ziskdame,
ze sousedé 8 jsou 7, 6 a 5 a nijak neumime ziskat soucet 12. Ten pak musi byt ten jediny
nevyskytujici se.

Ale ouha, v obou pfipadech nam vychézi, Ze jediny nevyskytujici se soucet neni mezi nasimi
podezielymi soucty, tedy se na krychli vyskytuji vSechny 4 soucty a nutné plati obé moznosti
zaroven. Pak ale plati, Zze na krychli nebude ani soucet 6, ani 12, tudiz uz nemohou byt vSechny
soucty ruzné a dostavame spor.

(b) I na tuto tlohu pojdme sporem. Necht takovéd trojice matfyzakd neexistuje. Vyberme si
matfyzika, ktery mé nejvétsi pocet kamarada z jednoho oboru (tedy takového, ktery mé vétsi ze
svych dvou poétt kamaradi co nejvétsi). BUNO necht je to matematik Milan a mé nejvétsi pocet
kamaradu roven x, pficemz ti kamaradi jsou z fyziky. Pak vSichni ostatni matfyzaci maji v kazdém
oboru, co neni jejich, nanejvys x kamaradi. Milan ma celkem alespon n + 1 kamarada, tedy mezi
informatiky méa alesponi n + 1 — z kamaradu.

Pojdme se podivat na Milanovu kamarddku z informatiky Irenu a jeji kamarady fyziky (takova
jisté existuje, protoze kazdy matfyzak se nutné kamaradi alespon s jednim ¢lovékem z kazdého oboru
mimo ten svij). Vime, Ze se nekamaradi s zddnym Milanovym kamarddem fyzikem, protoze to by
existovala trojice ze zadani, a ta z predpokladu neexistuje. Mezi fyziky mtzZze mit tedy nanejvys
n — x kamaradt (jelikoz téch Milanovych je tam z). Irena ma vSak alesponi n + 1 kamarada. To
znamena, ze mezi matematiky mé alespon x + 1 kamaradt. Vime ale, Zze miiZe mit nanejvys z,
dostavame se tak do sporu.

Tedy ano, vzdy lze zvolit jednoho matematika, jednoho fyzika a jednoho informatika, co jsou
navzajem kamaradi.

POZNAMKY:

Vsichni fesitelé se zvladli s ¢asti (a) poprat skvéle. Mnozi si praci usettili tak, Ze secetli mozné
hodnoty souétl a od vzniklého ¢&isla odecetli trojnasobek sou¢tu 1+2+- - -+ 8, ¢imz ziskali konkrétni
hodnotu, ktera na zddné hrané nebude. Pak rozebirali méné moznosti.

Do ¢éasti (b) se pustilo méné odvazlivcl, pficemz vétsina spravnych Feseni se ubirala podobnou
cestou jako to vzorové. Nékteii se pokouseli o indukci, kdy odebirali studenty ze vsech obort, ale
nijak nezarucili, ze podminka ze zadani o poctu kamarada bude stale platit. Za takova feSeni jsem
bohuzel zddné body udélit nemohla. (Adéla Karolina ,, Ada“ Zackova)

Uloha 5.

(a) Je déno pfirozené ¢islo n. Najdéte n-prvkovou mnozinu S piirozenych &isel takovou, Ze jeji
prvky jsou po dvou nesoudélné a pro kazdou neprazdnou podmnozinu A C S je aritmeticky prumér
prvki A celé éislo. (Zdenék Pezlar)

(b) V PraSestanu se nachdzi n mést, z nichz néktera jsou spojena obousmérnou leteckou linkou
spolecnosti PraSér, pricemz se Ize letecky dopravit mezi libovolnymi dvéma mésty. PraSér ma ve
mésté M pobocku, pravé pokud z néj vede ostie vice linek, nez je aritmeticky prumér poc¢tu linek
vedoucich ze vSech mést spojenych leteckou linkou s M. Urcete, kolik nejvice pobocek miize PraSér
pro dané n mit. (Radek Olsak)



RESEN(:
(a) Vyhovuje mnozina S = {i-n!+1; i €{1,2,3,...,n}}.

Dokazme, ze ma po dvou nesoudélné prvky. Pro spor predpokladejme, Ze jsou dva soudélné
néjakym prvocislem. Tedy ze pro ¢ > j a prvocislo p plati

pli-nl+1,
plj-n'+1.

Pak p musi délit i rozdil:
pl(E—j)-nl

Nase p tedy déli ¢ — j nebo n!. OvSem ¢,j5 € {1,2,3,...,n}, takze plati i —j < n ai—j | nl. Z toho
plyne, ze prvocislo p kazdopadné déli n!, pak ale déli taky ¢-n! a nemuze délit ¢-n!+ 1, coz je spor.
Z4dné dva prvky proto nejsou soudélné.

Dale dokazme, ze ma kazda neprazdna podmnozina A C S celoCiselny pramér. Vsechny prvky
S totiz davaji zbytek 1 po déleni éisly 1,2, ..., n. Pfesnéji, pokud mame k-prvkovou podmnozinu
A={a1-nl+1,a2-n'+1,...,a,-n! + 1}, pak je jeji aritmeticky pramér roven

ap-n!+1+--+ap-n+1 (a1+az+--+ag)n!+k
k - k

n!
:(a1+a2+”'+“’“)'ﬁ+1’

a k | n!, protoze k < n, takze vysledny pramér je opravdu celé ¢islo.

(b) Mize mit nejvyse n — 2 pobocek.

Nejprve ukazeme, ze PraSér muze mit asporn n — 2 pobocéek. Tolik jich bude, kdyz bude v Pra-
Sestanu linka mezi kazdou dvojici mést kromé jedné.? Pak bude pobocka v kazdém z n — 2 mést,
ktera jsou spojena n — 1 linkami se vSemi mésty, jelikoz primeérny pocet linek ze vSech mést je
urcité mensi nez n — 1, protoze nékterd mésta maji n — 1 a néktera n — 2 linek.

Nyni dokazeme, ze pobocek nemuze byt vic nez n — 2. Nejprve si v§imnéme, zZe z kazdého mésta
M s poboc¢kou musi vést linka do mésta, ze kterého vede méné linek nez z M. Aby byl primeér
poctu linek z mést spojenych s M mensi (nez pocet linek vedoucich z M), musel by byt pocet linek
mensi aspon u jednoho z nich. Tak nahlédneme, ze ve mésté, ze kterého vede nejméné linek, neni
pobocka. Z toho plyne, ze pobocek nemiize byt n.

Pro spor tedy predpokladejme, zZe je jich n — 1.

Z predchozi tvahy vidime, zZe kdyz je mést s nejmensim poctem linek vic, neni pobocka v zadném
z nich. Cili, kdy# je vice nez jedno, je uz pobodek méné nez n — 1, takze takové mésto musi byt
jen jedno. Nazvéme ho A. Ve vSech ostatnich méstech jsou pobocky. Oznac¢me jako sidla ta mésta,
v nichz se nachéazi pobocka. Zaméime se na sidla s nejmensim poc¢tem linek, necht jich je k. Jak
vime, kazdé musi byt spojeno s méstem s jeSté méné linkami, coz je jediné A. Z mésta A tedy vede
asponl k linek. Budeme chtit ukézat, ze jelikoz z A vede hodné linek a ze sidel jich vede jesté vice,
musi z nasich k sidel vést pFili§ mnoho linek i do ostatnich sidel (tedy sidel s vy$§im poétem linek).

Necht tedy z kazdého z nasSich k sidel vede £ linek, kde £ > k+ 1. Uvazme jedno z nich, ozna¢me
je B. Ze sidla B vede jedna linka do A, odkud vede k linek, zbytek vede do mést, odkud jich vede
vic, pfi¢emz nejvyse k — 1 linek miZe vést do zbylych k — 1 sidel s nejméné linkami (¢ linkami).
Tim jsme ale spotfebovali nejvyse k linek, takze jich jesté aspon £ — k vede do sidel s alespon ¢+ 1
linkami. Pro p, aritmeticky primeér pocétt linek z mést spojenych s B, muzeme tedy napsat

L.

E+(k—-1D0+U—-K)(E+1) k+02 -k
P> = =
¢ l
Pramér neni mensi nez pocet linek z B, to znamend, ze v B nemuze byt pobocka, coz je kyzeny
spor s predpokladem, ze mame n — 1 pobocek.

4Pro n = 2 by se pak nedalo dopravit mezi libovolnymi dvéma mésty, oviem tam je aspon
n — 2 = 0 pobocek urcité.



POZNAMKY:
V podiloze (a) Fesitelé za ucelem nesoudélnosti vymysleli i $ilengj§i mnoziny, naptiklad mnozinu
S ={s1,s2,...,8n}, kde st =1las;jt1 =s1-s2---s;-nl+1,anebo s1 =nl+1as;y1 =s;! +1.
Predpisem s;1 = s; - n! + 1, ktery se taky vyskytoval, ale nesoudélnost zarucena neni.

V poditloze (b) si néktefi spravné vsimli, ze v pt¥ipadé n = 1 bude asi tézko n — 2 pobodek.
Chyba je bohuzel u orgu, ktefi méli zadat n > 2, protoze pro jedno mésto neni primér mést s nim
spojenych vibec definovany. (Matous$ Safranek)

Uloha 6.
(a) Natka nasla pfirozené ¢islo a > 1 zapsané v desitkové soustavé bez prebytecénych nul na
zacatku. Poté jej napsala dvakrat za sebou a vzniklé ¢islo s dvojnasobnym poctem cifer oznacila
jako b. S piekvapenim zjistila, Ze b je ndsobkem a?. Zjistéte, jakych hodnot miize nabyvat zlomek
. (Matéj Dolezalek)
(b) Michal dostal ¢tverec papiru ABC D a prehnul ho podle piimky ¢ tak, aby se vrchol A pfesunul
na bod A’ na tsec¢ce BC. Ozna¢me E priisec¢ik pfimky { se stranou AB a F priisecik { se stranou
CD. Vrchol D se pfehnutim piesunul do bodu D’. Priiseéik A’D’ a CD ozna¢me jako H. Ukazte,
Ze soucet obvodi trojiihelniki EBA’ a D'FH je roven obvodu trojihelniku A’CH.

(Magdaléna Misinova)

RESEN(:
(a) Cislo a miizeme jednoznac¢né zapsat jakou soudet a = Z?;ol a; - 107, kde a; jsou &islice a n je
pocet cislic a. Stejné tak ¢islo b miizeme pomoci stejnych ¢islic zapsat jako

n—1 n—1 n—1
b= a;-10"+ Y a;-10"T =Y a; 10" (10" +1) = (10" + 1) - a.
=0 =0 =0

Oznacime-li k = a% hledany zlomek (ktery ma byt ze zadani celym ¢islem), pak miizeme upravit

b (10" +1)-a 10" 41

k =
a? a? a

Takze plati k- a = 10™ 4 1.
Ale protoze n je pocet cifer a, mizeme odhadnout 1-10"~1 < a < 1-107, tj.

E-10" 1 <ka=10"+1<k-10".

Z prvni nerovnosti dostavame k < 11 a z druhé k > 1. Vytadime jesté pripad £ = 11: plati
11-107~1 = 10" 410", takze musi také platit 10”1 < 1, ale to plati pouze v piipadé, ze n = 1,
takze mame 11 -a = 10 + 1, jinymi slovy a = 1, coz ale zadani zakazuje.

Takze jsme odhadli 2 < k < 10. Z rovnosti k- a = 10™ + 1 vidime, Ze 10™ + 1 je ndsobkem k.
Ziejmé 10™ + 1 neni délitelné 2 ani 5; ciferny soucet je 2, tedy neni délitelné ani 3 — témito Cisly
tedy nemiize byt délitelné ani k. Jediné vyhovujici k, které neni délitelné 2, 3 ani 5, je 7. Jinymi
slovy, jedind mozna celociselna hodnota zlomku a% je 7.

Na zavér ovéfime, ze existuje néjaké a, ze k = 7. Takovym a je napr. L;l = 143 — skutecné

143143 _
1432 =T

plati, ze

(b) Obvod trojuhelniku XY Z znaéime jako oxyz.

Protoze tthel <EA’D’ je ptehnuty tthel <EAD a thel <A’D’F je pifehnuty thel <ADF, jsou
véechny tyto uhly pravé. Uhly <A’HC a D'HF jsou vrcholové a maji proto stejnou velikost;
thly <BA'E a <CAH' daji dohromady 90 °. Z toho vyplyvéa, ze trojahelniky AEBA’, ANA'CH a
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AFD'H jsou podobné podle véty uu (jsou pravouhlé a ukazali jsme vzdy stejnou velikost jednoho
zbyvajiciho thlu).

Oznaéme |CH| = a, |A’C| = b a |A’H| = c. Z podobnosti trojuhelniki AEBA’, AA'/CH a
AFD'H pak existuji kladn4 ¢isla p, q takova, ze |A’B| = pa, |BE| = pb a |A’E| = pc, analogicky
|D'H| = qa, |D'F| =gb a |FH| = qc.

qgb  F\

Piehnutim A’E dle ¢ dostdvame |AE| = |A’E| = pc, zaroven piehnutim A’D’ mame |AD| =
|A'D'| = |A’H| + |D'H| = ¢+ ga, kone¢né piehnutim D'F ziskdme |DF| = |D'F| = ¢b. Z rovnosti
délek stran ¢tverce ABC'D miizeme odvodit

|AB| = |BC| = pc+ pb=pa+0b,
|CD| =|AD| = a+qc+gb=c+qa,

tedy Gpravou b = p(c+ b —a) a ¢ —a = g(c+ b — a). Se¢tenim rovnic mame
ctb—a=(p+q)ctb—a),

z trojuhelnikové nerovnosti plati ¢+ b > a, tj. c+b—a # 0, a proto je p+ ¢ = 1.
Ale pomér jakychkoli délek v podobnych trojuhelnicich je roven jejich koeficientu podobnosti,
tj. mame
oarcy =P+ aoacH =0gpa’ +OHD'F,

jak jsme chtéli ukazat.

POZNAMKY:
Podilohu (a) vyftesila drtivd vétsina jejich TFeSitelt spravné. Za co jsem ale strhaval bod, bylo bud
pfipusténi pfipadu a = 1 (feSeni (a,b) = (1,11) splituje téméF vSechny podminky ulohy az na

a > 1); nebo opomenuti pfipadu b/a? = 11, které typicky vzniklo nedbalymi odhady (ig:fll je
ostfe mensi nez 11 az na jeden pfipad, a to kdyz n = 1).

Vzhledem k tomu, Ze podtlohu (b) fesilo méné Fesitelt, takika kazdé feseni bylo originalni. Jako
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bylo téz thleni (opravdu pozoruhodné je pozorovani, ze A je pfipsistém trojuhelniku AA’CH); ale
nasla se i FeSeni pomoci goniometrie nebo dokreslovani dalsich uziteénych bodi (jako napf. primét
A na tsecku A’H nebo A’ orotované o 90 ° okolo vrcholu A).

Zadani dlohy (b) nespecifikovalo, zda se poé&ita i s krajnimi piipady, kdy né&které z bodu A’,
D’ splynou s vrcholy &tverce; v takovém ptipadé je bud tloha degenerovand, nebo neni dobie
definovana. Okomentovani krajnich pfipadid jsem ale v feseni nepozadoval a jeho absenci bodové
nepenalizoval. (Daniel Perout)

Uloha 7.

(a) Jsou déna redlna ¢isla a, b, ¢, d a kvadratické funkce f, g spliujici

fla) =2, f(b) =3, fle)=T1, f(d) =10,
=16, g(b) =15, g(c) =11.

Urcete vSechny mozné hodnoty g(d). (Magdaléna Misinova)
(b) Najdéte vSechny funkce f : R\ {—1,0,1} — R, jez pro kazdé z € R\ {—1,0,1} spliuji

f@)?f (17‘7”) = 64a.

1+

(Natélia Bétorova)
RESEN{:
(a) Podivejme se na kvadratickou funkci h(z) = f(z) + g(x). VSimnéme si, ze

h(a) = h(b) = h(c) = 18.

Funkce h(z)— 18 ma tedy t¥i kofeny, a, b a c. Tato funkce je kvadraticka, tedy pokud ma t¥i kofeny,
tak uz je identicky nulova: plati h — 18 = 0 pro kazdé x. Proto plati i

18 = h(d) = f(d) + g(d) = 10 + g(d),

jedind mozna hodnota g(d) je proto 8.
Pro uplnost uvedme piiklad vyhovujici dvojice funkci a ¢tvefice ¢isel: napf. pro f(z) = z a
g(z) =18 — z funguje a =2, b =3, ¢ =T a d = 10. Jind moznost je

1 2
flz) = gccz — §x+2

ag(x)=18— f(z) proa=0,b=3,c=5ad=6.

(b) V celém FeSeni pracujme s = riznymi od 0,1 a —1. Nejprve dokdzeme, ze funkce f pro éisla
z defini¢niho oboru nenabyvéa hodnoty 0. Pokud by bylo f(¢) = 0 pro né&jaké ¢, pak

0= f(1)°f (g) — 6at,

tedy ¢t = 0, coz je spor, jelikoz 0 nelezi v defini¢nim oboru funkce f. Ozna¢me g : R\ {—1,0,1} —
R\{-1,0, 1} funkci danou pfedpisem g(z) = i;—f Vsimnéme si, Ze pro z z defini¢niho oboru funkce
g(z) nenabyva hodnot 0, 1 ani —1 pro zadné realné x. Klicové pozorovani je, ze

1—z

1
g(g(x)) = 1% =x.
+ 14+x
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Tyto Gpravy jsou korektni, jelikoz g(x) neni nikdy rovné —1.
Vratme se k nasi tloze. Mame déno

f(2)*f(g(x)) = 64z

pro kazdé = ¢ {—1,0,1}. Specidlné si zafixujme libovolné ¢ € R\ {—1,0,1} a do této rovnosti
dosadime z =t a « = g(t). Uz vime, Ze g(t) lezi v oboru hodnot f, tedy obdrzime

F(£)*f(g(t) = 64t,
Fla(0)?f(t) = 64g(0).

Z prvni rovnice vyjadiime f(g(t)) (jelikoz f(t) # 0) a dosadime do druhé, ziskdme

6412 64t2(t+1)

f@? FORE T

Toto plati pro kazdé ¢ ¢ {0,1, —1}, proto jediné mozné Feseni je

fa)= ¢ 64x2(x + 1)'

1—=x

Dosazenim do ptivodni rovnice ovéfime, Ze tato funkce skuteéné rovnici vyhovuje (jak laskavy
étenar dosveédéi). Tim padem je jejim jedinym FeSenim.

POZNAMKY:

V &asti (a) vétsinou nebyl problém, jediny kdmen drazu byvala nedostateéna argumentace. V &asti
(b) bylo tieba si davat pozor na vice véci — hlavné na diskuzi oboru hodnot funkce f. Chvalim
vSechny, ktefi si s témito prekazkami bez problému poradili. Pro ostatni plati, davejte pozor, abyste
nedélili nulou, hlavné ve funkcionalnich rovnicich. A délejte zkousku! (Zdenék Pezlar)
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